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Este artigo tem como objetivo principal derivar as relagoes de Kramer-Kronig (KK) em meios
6pticos lineares que possam ser descrito pelo modelo de Drude-Lorentz. Em seguida, as relagoes
foram investigadas de acordo com suas aplicagbes no atual quadro das pesquisas em meio épticos
dispersivos. Salientamos alguns exemplos onde as relagoes de Kramers Kronig poderia ser modificada
para explicar meios 6pticos nao lineares, bem como possiveis métodos que poderiam substituir as
relagbes KK para outros sistemas dispersivos. Por fim, utilizamos um cédigo que simula o modelo
de Lorentz para meios dielétricos perfeitos e derivamos a curva da parte real do indice de refragao

utilizando um cédigo em Python2.

I. INTRODUCAO

Em espectroscopia de éptica linear, a andlise das
relagoes de K-K possui duas funcoes praticas dependendo
se a medida é baseada na transmissao ou na reflexao da
luz. No primeiro caso, geralmente mede-se a componente
complexa da transmissao ao passo que no ultimo tem-se
a parte real da reflexdo. As relagdo dao origem a um con-
ceito mais aprofundado da causalidade em meios épticos
lineares e nao lineares. Suas relagbes podem ser enten-
didas como um caso especifico das transformadas de Hil-
bert [1] sob a condi¢do do teorema de Sokhotski-Plemelj
[2] e de fato somente nessas condigdes é possivel ter as
relagoes de K-K. E conhecido também que essas relagoes
sao mais gerais do que o desenvolvimento que sera apre-
sentado, isto é, elas possuem aplicagoes em demais areas
como estudos de sinais elétricos, telecomunicagoes, fibra
Optica, sistemas 6pticos nao lineares entre outras. Suas
derivagoes podem ser dada por outros modelos também
que estao além do escopo deste projeto.

II. DESENVOLVIMENTO
A. Principio de Causalidade

Causalidade é uma dos principios fundamentais em
Fisica, apresentado incialmente na mecanica classica por
Newton, porém existem algumas definigoes que se ajus-
tam melhor a cada efeito ou fendmeno que estejamos ana-
lisando. Para 6ptica, o conceito mais util é de causalidade
relativistica, a qual diz que nenhum sinal pode se propa-
gar mais réapido do que a velocidade da luz no vécuo [3].

No caso de ondas espalhadas, a causalidade aponta que
nenhuma onda espalhada possa existir antes da onda in-
cidente ter alcancado o centro espalhador, cujo tama-
nho assume-se finito. De forma matemaética, diz-se que
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a matriz de espalhamento, tem continuagéo analitica (ou
seja, é holomorfica) no plano complexo superior e os polos
estao localizados no plano complexo inferior. Em éptica,
com o uso da continuagao analitica do indice de refragao
em relagao a frequéncia angular no plano complexo supe-
rior, Kramers [4] mostrou que o principio de causalidade
relativistico permite o calculo do indice de refracao real
de um meio pelo espectro de absor¢ao. Kronig [5] mos-
trou que a existéncia de uma relagao de dispersao ¢ sufici-
ente e necessaria para assegurar a causalidade do sistema,
muito embora tenha assumido sempre o comportamento
holomorfico da fungdo. As bases para da existéncia en-
tre causalidade e relagoes de dispersao encontram-se no
teorema de Titchmarsch [6].

A relevancia das relagoes de Kramers-Kronig em fisica
vai além da esfera conceitual. A parte real e imagindria
da susceptibilidade sao relacionadas qualitativamente a
diferentes fenénomenos - absor¢ao e dispersao da luz, cu-
jos arranjos experimentais requerem diferentes intrumen-
tos e técnicas. Qualquer funcao que descreva a suscep-
tibilidade linear ou qualquer conjunto de dados experi-
mentais da parte real ou imaginaria da susceptibilidade
linear devem respeitar as relagoes de Kramers-Kronig,
além disso, as mesmas constituem-se como teste funda-
mental da consisténcia desses experimentos.

B. Dedugoes da Relagao de Kramers-Kronig

As relagoes (KK) foram introduzidas a partir do mo-
delo de Drude [7] que descrevem a condugdo de elétrons
em meio metélico dada por uma frequéncia caracteristica
do material a qual poderia permitir a entrada do campo
elétrico ou sua reflexao total. Desta andlise segue que a
polarizacao em um meio dispersivo nao é proporcional ao
campo elétrico, no entanto definimos a polarizacao com-
plexa como:

P = x(w)E, (1)



onde E e X (w) sdo ambas grandezas complexas. Por outro
lado o campo de deslocamento elétrico é definido como:

(2)

sabendo que a constante dielétrica complexa ¢ dada por
K = 1+ 4my(w), entdo D = KE, isso mostra que o
campo de deslocamento elétrico real nao é, em geral,
proporcional ao campo elétrico real, pois D = R{KE}.
Essa andlise é simplificada, pois estamos assumindo que
o campo é monocromatico, isto é, dado apenas por uma
frequéncia. Devemos expandir para o caso de pacotes de
onda, no qual o vetor deslocamento real possa ser consi-
derado como:

D =E +47P

D(r,t) = /_OO Dy(r,w)e” “dw (3)

O campo Dg é um campo monocromético de frequéncia
w, logo D(w,r,t) = Do(r,w)e” !, Das equagoes 1, 2 e
3, temos que o campo elétrico complexo pode ser dado
por: E = Ey(r,w)e” ™! que integrando sobre w resulta
no campo elétrico real:
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(4)
Com isso, para meios dispersivos podemos escrever:
D(r,t) = / K(w)Eo(r, w)e™“!dw, (5)

além disso, da transformada inversa de Fourier para o
campo elétrico na equagao 5:
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De modo que podemos definir uma funcao G(7) dada
por:

G(r) = L /OO 4y (w)e T dw (6)
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com isso, o campo de deslocamento elétrico se torna, pela
mudanga de varidvel 7 =t — t/,

o0
D(r,t) = +/ Gt —t"E(r,t)dt' (7)
—0o0
com isso, o campo de deslocamento elétrico real e o
campo elétrico real ndo sdo proporcional evidentemente
e isso se deve, de acordo com a Equagao 7, a contribuigao
do campo elétrico em outros tempos, ou seja, a relacao
entre os campos nao € local no tempo. Usando o modelo
harmonico de Drude-Lorentz, a dispersao em meios ma-
teriais é caracterizada por uma susceptibilidade elétrica
complexa dada por:
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= (5)
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onde nyg é o namero de elétrons do tipo k por molécula,
N é o niimero de moléculas por unidade de volume, ¢ é
a carga eletronica, m é a massa do elétron, v é o coefici-
ente de dissipagao, wy é a frequéncia natural de oscilagao
dos elétrons do tipo k e w é a frequéncia da onda eletro-
magnética incidente. vamos utilizar o fato de que x(w)
pode ser aproximada por, se w & w1:

w2

x(w) = m 9)

onde se introduz a frequéncia de plasma definida pelo mo-
delo de Drude, w, = /Nn1¢?/m. De modo que terfamos
a seguinte forma explicita para o fungdo G(7):
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A Integral 10 pode ser calculada utilizando o teorema dos
residuos, para isso vamos consideré-la no plano complexo:
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Os polos dessa integral ocorrem quando seu denominador
se anula, o que resulta em:
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G(r) = (10)
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ou seja, os polos localizam-se no plano inferior complexo,
mesmo quando 4w? — 4% < 0 e supondo 7; > 0 sempre.
Assim, para 7 < 0 podemos sempre tomar um contorno
C no semi-plano complexo superior e isso resultard em
G(7) = 0 de acordo com a Integral 11 e o Teorema dos
Residuos. Por outro lado, para 7 > 0, devemos escolher



um contorno C' tal que ambas singularidades sejam in-
clusas e, novamente, utilizando o Teorema dos Residuos
deduz-se que,

2
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logo, temos que G(7) s6 ndo é zero para valores positi-
vos de 7, o que em termos do campos de deslocamento
elétrico se torna:

G(r) =

D(r,t) = E(r,f) + /O T G(Ert— )i (13)

Isso demonstra que o campo deslocamento elétrico de-
pende apenas dos valores do campo elétrico anteriores
ao tempo presente, de acordo com o principio de cau-
salidade. Em outras palavras, a Equagao 13 pode ser
entendida como valida apenas pelo principio de causali-
dade independente do modelo que seja tratado. Mesmo
que nao conhecéssemos G(7) sabe-se que pelo principio
de causalidade D e E devem ser dado pela relacao na
Equagao 13. Além disso, da Equacao 6 e da transfor-
mada inversa de Fourier, temos:

x(w) = i /000 G(r)e“"dr (14)

onde o limite inferior da integral é nulo, pois para 7 < 0
a funcdo G(7) é nula. Ou seja, independente do modelo,
apenas o principio de causalidade fica presente na ex-
pressao da susceptibilidade elétrica. Para derivarmos a
relagao de Kramers-Kronig, é necesséario analisar a con-
tinuidade da susceptibilidade para isso vamos escrever a
Equagaol4 para z € C.
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Porém, como D e E sao reais, ou seja
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Como e~ %7 ¢ analitica em todo plano complexo, logo
a funcdo x(z) serd analitica no semiplano complexo su-
perior, se G(7) for finita para todo 7. Isso decorre do
fato de que condutores G(7) ndo é finita, assim para
dielétricos sem qualquer condutividade tem-se que y é
analitica tanto no eixo real como complexo positivo. Do
Teorema de Cauchy, temos:

x(z) = QL%C X(#) dz' (15)
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onde C é um contorno que contém o eixo real e se fecha
no plano superior complexo. Nota-se também que:
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Como G(7) tem que ser continua, isso implica que:

lim G(7) = lim G(7) (16)
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além disso é uma fungao finita em 7, ou seja

Thﬁngc G(r) =0, (17)
portanto, temos que:
1 <9 ;
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Assim conclui-se que:
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Tomando a transformacdo das derivadas de G(7) den-
tro da integral na Equacao 14 infinitamente chega-se na
seguinte continuacao analitica para y:
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Este resultado mostra que x(w) é uma funcao finita
também para w — oo. Quando o contorno no semiplano
complexo tender ao infinto e identificarmos nesse limite
que Equagao 15 se torna:

x(z) = 1 /OO X() dw'’ (21)
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podemos tomar z = w + i1 e portanto,

X(w +in) = = / (G0 B

- ; -
21 J_ W —w —1in



de modo que, tomando o limite a direita para n indo a

x(w) = 1 lim /Oo Lﬁ/J/)alo./ (23)
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Podemos reescrever a integral na Equacao 23 utilizando
o Valor Principal de Cauchy:
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De modo que podemos escrever a susceptibilidade como:

x(w) = i73/00 X() dw’ (24)
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A susceptibilidade possa ser escrita como x(w) = x1(w)+
ix2(w) onde x1 e x2 sdo reais, identificando os termos
da Equagao 24 pelas partes real e imaginaria deduz-se
a forma usual das relagoes de Kramers e Kronig para
suceptibilidade:

a)=1p [~ ey, )
x2(w) = —%7) /_OO CXU}(ng dw (26)

C. Extensoes da Relagao de K-K

Podemos relembrar também que a permissividade
elétrica estd relacionada ao susceptibilidade por x(w) =
e(w)/eg — 1, a qual poderfamos substituir novamente na
Equacao 24 e deduzir as relagoes de K-K para o caso da
permissividade elétrica ou indice de refragao.

E necessério enfatizar que estamos no regime de éptica
linear e tal regime é véalido principalmente quando a in-
teragao radiacdo e matéria é vélida para uma fonte de
radiacao considerada fraca. No contexto de fontes fortes,
a interagao se torna mais complexa e descrita pela éptica
nao linear e ocorre o fendmeno de mistura de frequéncias
[8]. Existe a extensao das relagoes de K-K para o caso
onde a susceptibilidade ainda possui parte real e ima-
ginaria holomoérfica e continuam sendo relagoes para jul-
gar o sucesso ou falha do experimento, além disso, é claro
a relacdo de causalidade é mantida. A equacao 24 é mo-
dificada para:
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onde © = (w1,wa,...,w,) é o vetor de frequéncia das
ondas monocrométicas incidentes no material, xuj,...j,

é uma funcao nao linear, resultado da polarizacao nao
linear de grau n da interagao de n fétons mediado pelo
material. Apesar dessa extensao ser relevante para varios
materiais, torna-se necessario uma teoria mais robusta
e flexivel, na qual a nao linearidade seja inteiramente
entendida, como por exemplo, regras de somas advindas
da mecénica quantica [3].

III. APLICACOES

Em espectroscopia eletronica, a relacao de K-K per-
mite calcular a dependéncia da energia com a parte real e
imagindria da permissividade (6ptica) de certo material,
bem como outras propriedades 6pticas como coeficiente
de absorcao e de reflexdao. Em resumo, mede-se o niimero
de elétrons de alta energia os quais perdem certa quanti-
dade de energia atravessando um filme do material (apro-
ximagao de um tnico espalhamento), com isso, é possivel
calcular a parte imaginaria da permissividade elétrica.
Ao usar os dados da permissividade com a andlise K-K é
possivel achar a parte real da permissividade elétrica em
fungao da energia.

Em espectroscopia de foto-emissao de angulo resolvido
as relacoes K-K tem um papel importante em ligar as
partes reais e imaginarias das auto-energia dos elétrons.
Esta é uma caracteristica da interagao de varios corpos.
Em espalhamento hadronicos as relacoes de K-K sao co-
nhecidas como relacao integral de dispersao. Neste caso,
a funcao é a amplitude de espalhamento. utilizando o
teorema Optico a parte imaginaria da amplitude de espa-
lhamento é relacionada a segao de espalhamento, a qual é
uma quantidade fisica observével [9]. No campo da Fisica
Matematica, as relagoes K-K permitem solugoes exatas
para problemas de espalhamentos nao triviais, os quais
possuem aplicagdes em magneto-6ptica [10].

Para testarmos a relagao de K-K, foi usado o modelo
analitico de Lorentz para o indice de refragao [11, 12]
a qual assumimos que uma onda monocromatica é in-
cidente em um meio dielétrico transparente, este meio é
formado por elétrons que sao osciladores harmonicos per-
feitos, seguindo este raciocinio chegaremos que o indice
de refracao é parecido com a Expressao 8:
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Onde neste caso, wy ¢ a frequéncia fundamental dos
osciladores que compoem a matéria e v é a constante de
amortecimento devido a perda de radiacao e w é uma
frequéncia dentro do espectro do visivel. Utilizando o
c6digo escrito em Python2, fornecido ao final deste ar-
tigo, foi possivel simular as componentes reais e ima-
ginarias dentro do espectro do visivel para o indice de
refragao e utilizando a relagao K-K, deduzimos a compo-
nente real do indice. Pela Figura 1, conseguimos notar
que a relacdo de K-K nao resulta exatamente em cima
da curva, isso ocorre, porque as relacoes pedem que todo
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Figura 1. Indice de refragdo complexo para modelo de Lo-
rentz. Parte real, curva tracejada; parte imagindaria, curva
ponto e traco; dedugao da relagao de K-K da parte real em
linha cheia.

o espectro de frequéncia seja contabilizado o que é im-
possivel, neste caso o integrador utilizado utiliza uma
extrapolacao para limites assintéticos.

IV. CONCLUSAO

Neste projeto, foi possivel concluir que as relagoes de
Kramers-Kronig vao além de um modelo simplista e con-
seguem atingir bases mais fundamentais da Fisica como
o principio de causalidade em meios épticos (lineares e
nao lineares). Suas aplicagbes sdo vastas, sendo desde
aplicagoes como teoria de sinais elétricos como evolugao
temporal de modelos perturbativos da mecanica quéantica
[13]. Sua aplicacao para modelagem experimentais tem
se mostrado como um método facil e rapido para ana-
lisar tanto dados experimentais como também dados de
modelos tedricos analiticos.

Nossas dedugoes e aplicacoes bastaram até o presente
momento em modelos classicos advindos do eletromagne-
tismo, sendo possivel estender a mesma abordagem uti-
lizando modelos da mecanica quantica e da Optica nao
linear.
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V. MATERIAL EXTRAS.

Este cédigo possui pequenas modificagoes e foi en-
contrado no seguinte enderego eletronico: https://
github.com/shibhash/Kramers-kronig-relations/
blob/master/kkr.py (iltimo acesso em 07/06/2018).

w = np.arange(0, 1.4%10el5, 0.01%10el15) #faixa de visivel

gamma=0.15%10e15

def imaginary_e(w):

#permissividade elétrica imaginaria



x=w0**2

y=wkk2

Z=X-y

e_i= (wp**2)*gamma*w/ (z**2+wk*2kxgamma**2)
return e_i;

def real_e(w): #permissividade elétrica real
x=w0**2
YEWk*2
Z=X-y
e_r= 1.0 + (wp**2)x*z/(z**2+wk*2kgamma**2)
return e_r;

eps=sc.epsilon_0

def integration(w): # Valor principal de Cauchy , delta=100
integrand = lambda wl : wil*(imaginary_e(wl))/((wl**2-w**2))
integrall, errl = quad(integrand, w+100, 5%10elb)
integral2, err2 = quad(integrand, 0, w-100)
return eps*(1+(2/(np.pi*eps))*(integrall+integral2));
KK_real=[]
for i in range(len(w)):
KK_real.append(integration(w[i]))

linel, =plt.plot(w, imaginary_e(w), label=’Im($\epsilon$)’, linestyle=’-.’)
line2, =plt.plot(w, real_e(w), label=’Re($\epsilon$)’, linestyle=’--’)
line3, =plt.plot(w, KK_real, label=’Kramers-Kronig Relations’, linewidth=2)
plt.xlabel (’Frequencia ($\omega$)’)

plt.ylabel(’Re($\epsilon$)’)

plt.title(’ ($\epsilon3) vs ($\omega$)’)

plt.grid(False)

#first_legend = plt.legend(handles=[1ine3], loc=1)

#ax = plt.gca().add_artist(first_legend)

plt.legend(bbox_to_anchor=(0.50, 0.95), loc=2)

plt.show()




