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Capitulo 1

Coordenadas polares
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L

Figura 1.1: O sistema de coordenadas polares (r,6), com r > 0 e 0 < 6 < 27, relativo
ao sistema de coordenadas cartesiano (z,y). Em cada sistema de coordenadas, os versores
sao mutuamente ortogonais. As direcoes dos versores €, e éy sao denominadas de “radial” e
“tangencial”, respectivamente.

A Figura 1.1 mostra o sistema de coordenadas polares (r, ), comr > 0e 0 < 0 < 27, relativo
ao sistema de coordenadas cartesiano (x,y). Vale mencionar que a escolnar > 0e0 < 6 < 27
ndo é tnica. Podemos escolher também —oo < r < +o0, com r # 0, ¢ —7/2 < 0 < /2
para representar um ponto de forma tnica e escolher # = 0 em r = 0. Ambos sao sistemas
de coordenadas ortonormais. Assim como os versores (é,,é,) sao ortogonais no sistema
cartesiano, os versores (é,,€y) no sistema polar também sdo ortogonais. Note que o versor
¢y € tangente a circunferéncia de raio r centrada na origem. Por isso se diz que este versor

esta sobre a dire¢ao tangencial (ou tangente). O versor é, esta sobre a dire¢do radial. Da
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geometria mostrada na Figura 1.1, o vetor posicao que localiza o ponto P ¢

r=xé,+yé, =r(cosfé, + senbé,), (1.1)
o que nos possibilita expressar o versor radial é, em termos dos versores cartesianos,
= cosfé, + senfé,, (1.2)

onde 7 = ||7]| € o médulo do vetor posicao. Note que este versor radial varia somente quando

o ponto P movimenta-se na direcao tangencial,

de,
do

= —senf e, + coslé, = é. (1.3)

A dltima igualdade em (1.3) é possivel porque (i) a taxa de variacdo de um vetor de
modulo constante é perpendicular a este vetor (verifique), (ii) a taxa de variagdo do versor
radial com relagdo a coordenada angular § mostrada na Figura 1.1 (6 crescendo no sentido
anti-horario) esta ao longo da dire¢do tangente e no mesmo sentido do versor tangente ég
e (ili) o médulo da taxa de varia¢@o é unitario, igual ao modulo do versor tangente. Note
que o versor tangente também nao muda quando caminhamos apenas na direcao radial.

Consequentemente,

g
% = —(cosfé, + senf é,) = —é,. (1.4)

1.1 Volumes elementares

Ainda considerando o vetor posicao em coordenadaes polares, ¥ = ré,., suas derivadas parciais

podem ser escritas como (verifique)

or R or R

oy = Intr g = o (1.5)
onde 97 9
T 7

h,« = E = 17 hg == ‘ % =T, (16)

sao conhecidos como fatores de escala, os quais sao muito tteis para reescrevermos elementos
de volume e o operador gradiente em outros sistemas de coordenadas ortonormais. Vejamos
como isto acontece. Inicialmente vamos calcular a diferencial do vetor posicdo em coordena-
das polares (verifique),

or or

A = - dr =5 df = hy dr é, + hyd &g = dré, + 7 df &, (1.7)
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cujo comprimento é (verifique)
dl*> = dF - dF° = h? dr® + h} d0® = dr® + r*d6?, (1.8)

o qual representa um comprimento infinitesimal sobre uma determinada trajetéria. A se-
gunda igualdade em (1.7) e em (1.8) é um padrdo (observe esta expressao atentamente e
descreva verbalmente este padrao). Verifique que, no caso de uma circunferéncia de raio

r = R (constante) o comprimento da mesma (perimetro) ¢

2T
0:%&:3/ df = 27 R. (1.9)
0

Do computo de comprimentos devemos passar para o célculo de areas (volumes em duas
dimensoes). A Figura 1.2 mostra uma area elementar de forma (quasi-)retangular em coorde-
nadas polares. Este elemento de area mostrado na Figura 1.2 esta exageradamente ampliado,
por isso a aparente forma nao-retangular, porém as diferengas nos comprimentos dos dois
arcos envolvem o produto de duas diferenciais, o qual é infinitamente menor que qualquer
termo contendo uma tnica diferencial. Note que esta é uma area infinitesimalmente pequena
localizada pelo ponto (r,0) e que, a partir deste ponto, caminhamos dr no sentido positivo
da direcao radial até o ponto (r + dr,0), infinitesimalmente proximo. Depois caminhamos
(aproximadamente) rdf na dire¢do tangente, a outra dire¢ao independente. Caminhando
sempre nas direcoes independentes alternadamente, retornarmos ao ponto de partida. Desta
forma, o elemento de area interno a este circuito estd orientado no semtido da “mao-direita”,
ou seja, podemos imaginar um versor perpendicular a ela e sainda do plano da figura. Entao,

este elemento de area pode ser calculado via geometria plana (produto dos lados),
dA = rdrdf, (1.10)
o qual pode ser reescrito em termos dos fatores de escala (1.6)
dA = drrdf = h,dr hedf. (1.11)

Isto é novamente um padrao (observe esta expressiao atentamente e descreva verbalmente
este padrdo).

Note que a segunda igualdade em (1.11) evita o uso do tal Jacobiano. Mas antes de
apresentar o Jacobiano, vamos recalcular o mesmo elemento de area (1.10) de outra forma.'

Da Geometria Plana, podemos escrever as coordenadas cartesianas do vetor posicao 7 =

'Richard Feynman, fisico nobelista em 1865, que adorava, visitar o Brasil, principalmente o Rio de Janeiro
(1951-1952), costumava dizer que devemos saber calcular um determinado resultado por meios diferentes.
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Figura 1.2: Uma area elementar orientada no sistema de coordenadas polares, localizada no
ponto (r,0).

x é; +y e, em termos das coordenadas polares,
x=rcosf, y=rsend, (1.12)
cujas diferenciais sdo (verifique)
dx =cos@dr —rsenfdf, dy= senfdr+rcosfdb. (1.13)

Assim, repetindo o mesmo procedimento mostrado na Figura 1.2, mas desta vez para o

sistema cartesiano de coordenadas, a area infinitesimal é
dA = dz dy. (1.14)

Aqui temos um probleminha: simplesmente substituindo as diferenciais dr e dy por suas
expressoes em coordenadas polares, nao re-obteremos a area elementar calculada (correta-
mente) em (1.11) via geometria plana (verifique). A unica saida é adimitir que diferenciais
usam um produto especial, denominado de “cunha” (A). Entdo, o elemento de area pode ser

recalculado pelo procedimento (verifique)

dA =dx Ndy = rdf Ndr, (1.15)
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Capitulo 1. Coordenadas polares 1.1. Volumes elementares

onde o produto A entre as diferenciais é antisimétrico,
dx Ndy = —dy N dx. (1.16)

Note que este produto especial entre diferenciais, denominado de “cunha”, tem as mesmas
propriedades do produto vetorial e do determinante (em relacdo & troca entre duas linhas
ou entre duas colunas) e que, por isso, ele é nulo entre diferenciais idénticas, dz A dz = 0.
Note também que o elemento de area dado pela Eq. (1.15) é orientado, no mesmo sentido
mostrado na Figura 1.2, pois o sinal muda se trocarmos as diferenciais de lugar. Nos cursos
elementares de Célculo, usa-se o Jacobiano (isto também é um padrio; observe esta expressio

atentamente e descreva verbalmente este padrao)

ox o
_|or 0| _
Jr0) =15 al=" (1.17)
or 90
no lugar do produto especial (1.16),
dA =dxdy = J(r,0)d0dr = rdrde. (1.18)

Note que é aqui que aparece o tal Jacobiano. Note também que este resultado é idéntico
aquele obtido acima via geometria plana, como pode ser visto na Eq. (1.10), uma consequén-
cia da Figura 1.2. De qualquer forma, verifique explicitamente que estes trés procedimentos
(geométrico, formas diferenciais e o Jacobiano) fornecem os mesmos resultados. Matemética

é bonita. Que tal calcular a area do interior de uma circunferéncia de raio R? Procedimento

R 27
A= j{ dA = / rdr / df = nR? (1.19)
0 0

+R +5
A= 7{ dA :/ rdr / do = TR*. (1.20)
-R -z

usual (verifique),

ou

O comprimento dl em (1.8) e a area dA em (1.11) sdo os Gnicos “volumes” elementares
que podemos calcular num espaco bidimensional. Note que todos estes volumes podem ser
escritos em termos dos fatores de escala definidos em (1.6). Apenas por comodidade, vamos
repetir aqui estes elementos de volume, incluindo o deslocamento infinitesimal, expressos em

termos dos fatores de escala para os dois sistemas de coordenadas ortonormais que estamos
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usando,
dr'= hydx é; + hydyé, = h, dré, 4+ hy do éy, (1.21)
di* = h?da* + hf; dy? = hZdr? + h} d6?, (1.22)
dA = hyhy dxdy = h,hg drdf. (1.23)

Isto facilita enxergarmos os padroes mencionados anteriormente. Aposto que vocé consegue
“adivinhar” a expressao para o elemento de volume em coordenadas cartesianas para o caso
tridimensional.? Uma vez que os fatores de escala sao calculados, é muito facil calcular os

volumes elementares. Para o presente caso, espaco euclidiano bidimensional, eles sao
hy =1, hy=1, h, =1, hy =r. (1.24)

Note que os fatores de escala podem ser vistos (geometricamente) como a razdo entre o
deslocamento infinitesimal numa dada direcao pela diferencial da coordenada naquela mesma
direcao. Por exemplo, na Figura 1.2, podemos ver que o deslocamento infinitesimal na direcao
tangente é 7 df e a diferencial da coordenada 6 é df. Assim, hy = rdf/df = r.

1.2 Gradiente, divergente e rotacional

Outra praticidade proporcionada pelos fatores de escala é no calculo dos operadores gradi-
ente, divergente e rotacional em dterminado sistema de coordenadas ortonormal. Considere
uma funcao escalar da posicao, f = f(z,y). Como esta fungao é em geral uma regra para
“pregarmos” niimeros (escalares) numa determinada posigao do espago, desta forma uma fun-
¢ao escalar é um exemplo de um “campo” escalar. Do teorema de Taylor, aprendemos que os
deslocamentos infinitesimais dx e dy nas variaveis independentes cartesianas produzem um
deslocamento infinitesimal df na variavel dependente,
af af J 1 0f

df = =—d = ——h,d
! ox $+8yy h, Ox T

18f

——h,d 1.25
hy ay Y Y, ( )

no qual introduzimos os fatores de escala por pura conveniéncia (de formar um padrao).

Este resultado pode ser reescrito na forma vetorial

df =V f -dr, (1.26)

2Isto mesmo, dV = hyhyh, dvdydz em coordenadas cartesianas.
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Capitulo 1. Coordenadas polares 1.2. Gradiente, divergente e rotacional

via o produto escalar, onde usamos o deslocamento infinitesimal dr” do vetor posi¢ao e intro-

duzimos o operador “gradiente” como o vetor®
V=" 22 ¢, +é,—. (1.27)

Isto é outro padrao (observe esta expressao atentamente e descreva verbalmente este padrao).
Adivinhe qual serd a expressao do gradiente em coordenadas polares. Para provar que

vocé estd correto, imagine o mesmo campo escalar f em termos das coordenadas polares,

f = f(r,0). Entao,

of  of  10f | of L
gf = DLar+ W gg = L9y g LT 0 =57 - a 12
F=ar @ T 5g®0 = g, I T g, g e = VI - d (1.28)

onde o gradiente
0 é 0 9 éy 0

—, €r N

V:h—ra—Fh—e%:GTE—F?% (1.29)
agora estd em coordenadas polares, como vocé “adivinhou” corretamente. ¢é para isto que
serve padroes; e é por isso que sempre buscamos por eles. Eles nos polpam de muitos calculos,
mas devem ser usados com muito cuidado. Aqui nos estamos usando sempre sistemas de
coordenadas ortonormais.

As Eqgs. (1.27) e (1.29) indicam que sabemos calcular o operador gradiente em um sistema
de coordenadas ortonormal qualquer. No entanto ainda precisamos conhecer seu significado
geométrico (ou fisico). Para isto basta reescrever a defini¢do (1.26) do operador gradiente
atuando num campo escalar qualquer numa forma onde o produto escalar no lado direito

possa ser efetuado conhecendo o angulo « entre os vetores v fedr,
df =V f -di = |V f| dr cosa. (1.30)

Podemos ver que o = 0 maximiza o valor de df. Acontece que df mede a variacao do campo
escalar f na direcao do deslocamento infinitesimal dr. Isto significa que a variacdo do campo
escalar f é maxima na direcao do gradiente v f. Portanto o gradiente v f € um campo
vetorial que sempre aponta para a direcao de maior crescimento do campo escalar f. Este é
o significado geométrico do gradiente e é muito util na determinacao de maximos e minimos
em superficies.

Como o operador gradiente é um vetor que atua em campos escalares, entao ha pelos
menos duas situacoes em que podemos empregi-lo quando dispomos de uma campo vetorial:

via um produto escalar ou via um produto vetorial. Um campo vetorial é um vetor onde

30 simbolo que representa o vetor gradiente, um tridngulo invertido V, é conhecido por “nabla”, uma
palavra grega para representar um instrumento musical com esta mesma forma.

7



1.2. Gradiente, divergente e rotacional Capitulo 1. Coordenadas polares

cada componente ¢ um campo escalar. E mais instrutivo iniciarmos com um campo vetorial

em coordenadas polares,
F = F.(r,0)é, + Fy(r,0) é. (1.31)

Nao podemos esquecer que os versores do sistema polar, ao contrario dos versores cartesianos,

dependem da posicao, o que vale relembrarmos aqui:

0é, 0é,

¢, = +costl e, + send ey, 20 +€o, o 0, (1.32)
r
oe oe

ég = —senf e, + cosbé,, _ae; = —é,, —;9 =0. (1.33)
r

Assim, podemos usar o produto escalar (base ortonormal) para encontrar a agao do gradiente
(1.29) no campo vetorial (1.31) (verifique),
oF, F. 10F,

Y A 1
V'F—<6r§+——)~{Fr(r,e)erJrFe(r,Q)ee = Tt a5

(1.34)

Esta acao do gradiente num campo vetorial via o produto escalar é denominada de “diver-
gente” (forma operacional), cujo significado geométrico ainda deve ser investigado. Este re-
sultado pode ser reescrito numa forma mais adequada para descobrirmos como o divergente
pode ser calculado num determinado sistema de coordenadas ortonormal (forma padrao).
Para isto, note que os dois primeiros termos na tltima igualdade deste divergente provém
de uma tnica derivada, 0.(rF,), dividida por r (verifique). Aqui estamos usando 0, para
denotar a derivada parcial com relagao a r. Portanto, o divergente em coordenadas polares

pode ser reescrito como (verifique)

- 8Fr Fr 1(9F9 1 |:8(7”Fr) 8F9:| 1 |:8(th7«> i a(hng)
T

v T o o0 | T hhe | or 90 (1.35)

or " r ' rof
Esta ultima igualdade é um padrao (observe esta expressao atentamente e descreva verbal-

mente este padrao). Isto significa que o divergente de um campo vetorial em coordenadas

cartesianas, por exemplo, é

V.-F=

1 [8(hny) +a(hxFy):| _OF,  OF, (1.36)

h.hy Ox oy - Ox * oy

Aproveite o embalo para escrever a expressao do divergente em coordenadas cartesianas para

o caso tridimensional.

Outra acao do vetor gradiente num campo vetorial é via o produto vetorial (base orto-

8
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normal),

VxF= (érﬁ L &0 ) X {Fr(r, 0)é, + Fy(r,0) ég]

or ' r o6
8F9 F@ 18Fr A 1 8(T’F9) 8Fr ~
( )ez— { o a0 | & (1.37)

onde fizemos é, = é, X é (verifique, tudo). Esta forma de atuar com o gradiente num campo

W—'—r r 00

r

vetorial é denominada de “rotacional” (forma operacional; devemos estudar seu significado
geométrico posteriormente). Procedendo como no caso anterior, podemos reescrever este

rotacional em termos dos fatores de escala (verifique),

O = 1 [8(7‘]79) _ aFr:| 6 = 1 {3(}19179) _O(h k) hac.. (1.38)
r or 00 hrhoh, or 00

onde introduzimos o fator de escala h, = 1 do versor é,, perpendicular ao nosso espaco bidi-
mensional (considerado plano). Embora o rotacional (1.38) tenha apenas uma componente,
perpendicular ao plano onde vive o nosso campo vetorial, este resultado nos permite iden-
tificar como calcular uma componente qualquer numa situacao mais geral. Primeiro note
que a tltima igualdade em (1.38) tem a cara de um produto vetorial, principalmente quando

reescrito na forma

(ﬁ X ﬁ) — [&(heFe) - 89(hrFr)} hoe, = {
Py r

8(7“F9) . 8Fr
h.hoh.,

5 5| € (1:39)

onde as derivadas estao numa forma mais compacta e se percebermos que o0s versores
{é,, €y, €.}, nesta ordem, obedecem a regra da mao direita para o produto vetorial (veri-
fique). Assim, a componente z do rotacional de um campo vetorial (tridimensional) em

coordenadas cartesianas deve ser

oF, _ an) 6 (140)

- n— 1  op,

Desta forma, usando um determinante, podemos escrever o rotacional por inteiro, em coor-

denadas cartesianas,
hyéy hyé, h.é,

0. 0, 0. |, (1.41)
hoFy hyF, h.F,

VxF=

hahyh

onde as derivadas parciais na segunda linha devem atuar somente nas func¢oes contidads na
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terceira linha, e em coordenadas polares 3D (cilindricas),

heé, hets hae,
o, 9 0. | (1.42)
hF, heFy h.F.

Verifique que o resultado (1.40) pode ser obtido diretamente de (1.41). Também reescreva
a forma padrao para o sistema polar (2D) considerando 9, = 0 e F, = 0, bem como a

identificacdo © — r e y — 0, e verifique que o resultado (1.39) é recuperado.

1.3 Cinematica

Quando o ponto P estd em movimento e expressamos as coordenadas polares em funcao do

tempo ¢, teremos (verifique usando a regra da derivada de uma fungao composta)
ér=0¢p, é9=—0é,, (1.43)

onde o ponto sobre quantidades representa a derivada total em relacao ao tempo. Usando
estas derivadas, podemos calcular rapidamente as coordenadas polares dos vetores velocidade

e aceleracao:

F=ré,, (1.44)
T=r=ré +rfé, (1.45)
i=10=(F—r6?) e, + (10 + 2/0) &. (1.46)

Note que o vetor velocidade é a razao entre a diferencial do vetor posicdo, dada pela
Eq. (1.21), e a diferencial do tempo.

Assim, podemos perceber imediatamente que no movimento circular (7 = 0) com veloci-
dade angular (w = 6) constante (§ = 0), o vetor aceleracio tem apenas a componente radial
a, = —rw? (aceleragao centripeta). Outro caso de estudo: o péndulo simples. No movimento
de um péndulo ideal de comprimento r (fixo) e massa m, a forca resultante, F=F.é.+Fé,
tem as suas duas componentes nao-nulas: F, = mgcosf — T e Fy = —mgsen@ (verifi-
que). Desta forma, aplicando a segunda lei de Newton na direcdo tangente (éy), temos

0 + (g/r)senf = 0, como esperado (e rapido; ndo esquega que 7 = 0).

10



Capitulo 2

Coordenadas cilindricas

2

Figura 2.1: O sistema de coordenadas cilindrico (p,6,z2), p > 0e 0 < 6 < 2m, relativo ao
sistema cartesiano (x,y, z). Em cada sistema de coordenadas, os versores sao mutuamente
ortogonais. A sequéncia {€,, €, €.} obedece a regra da mao direita.

A Figura 2.1 mostra o sistema de coordenadas cilindrico (p,0,2), p > 0e 0 < 6 < 27,
relativo ao sistema cartesiano (x,y,z). Ambos sdo sistemas de coordenadas ortonormais
tridimensionais. Os versores no sistema cilindrico na sequéncia {€,, é, €, } obedecem a regra
da mao direita com relagao ao produto vetorial. Note que o sistema cilindrico é o sistema
polar (bidimensional) no plano XY acrescido do eixo Z. Aqui, por comodidade, usamos p

para representar a coordenada radial no plano XY'. Isto significa que podemos fazer uso das

11



2.1. Volumes elementares Capitulo 2. Coordenadas cilindricas

propriedades (1.32)—(1.33) das coordenadas polares trocando r por p e mantendo em mente
que o versor €, é independente da posicao. Além disso, podemos aproveitar todos os padroes
estabelecidos na secao anterior. Note também que o vetor posicao 7 na Figura 2.1, de acordo

com a geometria plana, pode ser escrito na forma

F=p+Z=pé,+ zé,. (2.1)

2.1 Volumes elementares

Para calcularmos os elementos de comprimento, area e volume, precisaremos calcular os

fatores de escala,

or

3 =1, (2.2)

|

or
=1 o= |5

or
= h = e
Ps % H 92

onde usamos o vetor posi¢ao na forma (2.1). Agora podemos generalizar os padroes encon-

trados nas Eqgs. (1.21)—(1.23) para calcular o deslocamento infinitesimal (verifique),
dr =h,dpé,+hodféy+h,dzé, =dpé,+ pdf ey + dzé,, (2.3)
o comprimento elementar,
dI? = di - di = h2 dp® + hi d6* + h?2 d=* = dp® + p* df® + d=?, (2.4)

as areas elementares na base (plano XY') e na lateral (p constante) ao longo do eixo Z

(verifique),

dA,, = hohgdpdf = pdp db, (2.5)
dA, = h hgdzdf = pdzdb, (2.6)

respectivamente, e o volume elementar propriamente dito (verifique),

dV = h,hoh.dpdf dz = pdpdzdb. (2.7)

2.2 Gradiente, divergente e rotacional

De acordo com o padrao estabelecido em (1.29), o gradiente em coordenadas cilindricas é

L 60 d &0 0 o 0
_ €0 60 _,0 60 .0 2.8
V=0 0p T heoo Tho:  “ap T po0 T %0z (28)

12



Capitulo 2. Coordenadas cilindricas 2.2. Gradiente, divergente e rotacional

Generalizando o padrao (1.35), o divergente de um campo vetorial em coordenadas cilindricas
é (verifique)

—

V.= 1 [9(heh.F,) N O(h.h,Fy) N d(hyhgF.)

hphehz 80 00 0z
~ 10(pF,)  10F, OF,
p Op * p 00 * 0z

(2.9)

Similarmente, o rotacional de um campo vetorial em coordenadas cilindricas é calculado

adaptando o padrao (1.41) para o sistema cilindrico (verifique),

hoé, heéy h.é. e, péy &,
> o 1 1
VxF= ——
S I I KO
hpr h@Fg thz Fp ng Fz

10F, 0F,\ . [(0F, OF\ . 1/[0(pF) OF,\
108 Ofy 9 _ ! N O
(pae 8z>6p+(82 8p)€9+p( o on )= 210

Uma outra operacao importante é o divergente de um gradiente. A acao do gradiente
num campo escalar f(p,0,z) cria um campo vetorial F = ﬁf. Agora podemos calcular o

divergente deste campo vetorial, uma operacao conhecida por Laplaciano,
Vf=V.Vf=V.F. (2.11)

Usando as prescrigoes (2.8) para o gradiente e (2.9) para o divergente, apés um pouco de
algebra e muita paciéncia, podemos escrever a acao do Laplaciano em termos dos fatores de

escala ((verifique)):

2 L [[O (heh:\] O &%
v_hi{{é‘pln IETART:
_|_i 21 hzhp 24_8_2
2\ loe " \he )] 00 " 002
1 ([0 . (hhe\] O 0

Usando os fatores de escala dados em (2.2), o Laplaciano em coordenadas cilindricas pode

ser escrito como (verifique)

, 10 0 1 02 0?
1 v 2.1
v pOp p@p + p? 00? + 072 (2.13)
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2.3. Cinematica Capitulo 2. Coordenadas cilindricas

O Laplaciano atua em campos escalares, produzindo novos campos escalares. Quando este
novo campo escalar é nulo, V2f = 0, se diz que o campo escalar f ¢ “harmonico”. A equacao

diferencial V2f = 0 é conhecida como equacao de Laplace.

2.3 Cinematica

A partir do vetor posicao, calculamos velocidade e aceleracao (verifique),

e etk (2.14)
T=7=pé,+phég+ ik, (2.15)
i=1i=(p— pb%) é,+ (pb+2p0) ég + k. (2.16)
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Capitulo 3

Coordenadas estéricas

2

Figura 3.1: O sistema de coordenadas esférico (r,0,¢), comr >0,0<0 <me0 < ¢ <2m,
relativo ao sistema cartesiano (x,y,z). Em cada sistema de coordenadas, os versores sdo
mutuamente ortogonais. A sequéncia {é,, €, é,} obedece a regra da mao direita.

A Figura 3.1 mostra o sistema de coordenadas esférico (r,0,¢), com r > 0, 0 < § < =«
e 0 < ¢ < 2, relativo ao sistema cartesiano (z,y,z). Ambos sdo sistemas de coordena-
das ortonormais tridimensionais. Os versores no sistema esférico na sequéncia {é,,éy,é,}
obedecem a regra da mao direita com relagao ao produto vetorial.

Note que o vetor posi¢ao 7 na Figura 3.1, de acordo com a geometria plana, pode ser
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Capitulo 3. Coordenadas esféricas

escrito na forma

— —

T=p+Z=pcospé,+ psengé, +rcosbeé,, p=rsenb. (3.1)

Quando comparamos este resultado com a forma cartesiana, ©¥ = x €,+y €,z €, descobrimos

como as componentes cartesianas do vetor posicao dependem das coordenadas esféricas,
x=rsenfcos¢p, y=rsenfsenp, z =rcosb. (3.2)

Assim uma casca esférica de raio R é descrita em coordenadas esféricas fazendo r = R

constante e variando as coordenadas angulares. Neste caso teremos x? + y? 4 22 = 2.

Naturalmente, o vetor posicao também pode ser escrito em termos dos versores do sistema

esférico,
T =ré,, (3.3)

0 que nos permite escrever o versor radial €, em coordenadas esféricas,

é, = — = senflcospé, + senbflsen g é, + cosbé,. (3.4)

=<3y

Sabemos que a taxa de variacao de um versor é sempre perpendicular e ele. Assim,

oe, ||oé, . . P
€p = 860 / H ;9 H = cosfcospé, + cosfsengpé, —sinbé,, (3.5)
de, || 0, , R
€p = GZ/HaZH = —sengé, + cos g é,. (3.6)
Como mostra a Figura 3.1, o versor é, é tangente ao grande circulo (de raio r = ||7]| e

centrado na origem) contendo o ponto P e o versor é, é tangente ao circulo menor de raio
p = rsenf centrado em z, também contendo o ponto P. No ponto P estes dois circulos
sao ortogonais. Note que este pequeno circulo tem sua face perpendicular ao eixo Z e que,

portanto, o versor é, esta inteiramente no plano XY, como podemos ver em (3.6).

Podemos usar o vetor posi¢ao na forma (3.1) para calcular os fatores de escala,

or or

hT: E :1,]7,9: %

=71, hy = Hg—; = rsenf. (3.7)

Uma vez que os fatores de escala sao conhecidos, podemos generalizar os resultados anteriores

para calcularmos elementos de volumes, gradiente, divergente, rotacional, etc.
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Capitulo 3. Coordenadas esféricas 3.1. Volumes elementares

3.1 Volumes elementares

Generalizando para 3D a forma padrdo encontrada na Eq. (1.21), o deslocamento infinitesi-

mal em coordenadas esféricas é (verifique)
dr'= h,dré, + hodb €y + hydpéy = dré, +rdbéy + rsentd de éy, (3.8)
cujo comprimento é
dI? = dr - di° = h? dr® + hy d6? + bl d¢? = dr? +1* d6? + r* sen *0 dop*. (3.9)

Observe em (3.8) que os fatores de escala podem ser interpretados como a projecao do
vetor deslocamento infinitesimal em cada direcao independente dividida pela diferencial da

respectiva coordenada naquela direcdo (verifique).

A 4rea elementar numa superficie esférica de raio r (constante) é obtida generalizando a

Eq. (1.23) para o caso 3D (verifique),
dA = hohy d dp = r* sen 8 d6 do. (3.10)
Similarmente, o volume elementar é (verifique),
dV = h.hghy dr df de = r* sen 6 dr d6 dé. (3.11)

Note que a area e o volume de uma esfera de raio r sao

s 27
A= /dA = 7"2/ sen@d&/ dp = 4mr?, (3.12)
0 0

r ) ™ 2m A7 5
V= [dV=|[ rdr sen 6 df dp = —r°, (3.13)
0 0 0 3

respectivamente, como esperavamos.

3.2 Gradiente, divergente e rotacional

De acordo com o padrao estabelecido em (1.29), o gradiente em coordenadas esféricas é

(verifique)
ﬁzggjLé_e& éy O .0 ey 0 €p 3
h, Or  hg 00 rsent 0¢

hedo o o0

(3.14)
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3.2. Gradiente, divergente e rotacional Capitulo 3. Coordenadas esféricas

Generalizando para 3D o padrao (1.35), o divergente de um campo vetorial em coordenadas

esféricas é (verifique)

L [OhehoFy) | Olhoh,F) | OlhhoF)
Inhohy | Or 00 06
_ 1 O(r*F,) N 1 O(senfFy) N 1 OFy
r2  or rsen 6 00 rsen O0¢

V.-F=

(3.15)

Similarmente, o rotacional de um campo vetorial em coordenadas esféricas ¢ calculado adap-

tando o padrdo (1.41) para 3D (verifique),

hrér hgég h¢é¢ éT Tég T sen Qéd)
- _ 1 1
VxF= = 3.16
Rl v B I ey LU O (3.16)
heF, holy hgFy F. rFy rsen0F,

a qual apos simplificacao torna-se em

o 1 (8(sen0F¢,) B 8F9) .

rsen 6 00 0¢p
1/ 1 0F O0rF)\ . 1[0(rF,) OF\ .
r (sen6 oo or )69 N ( o o0 ) (3:17)

Podemos reescrever também em coordenadas esféricas o Laplaciano dada na Eq. (2.12),
1 0 hoh g 0
2 _ - )Y A N
V= h? {L{?rln( h )] 0r+8r2}
+ i ﬁ In h(ﬁh’” 3 + 0_2
h% | |06 he 00 062
1 0 hy.hg 0 02
— 9 | =1 —+ == (318
M;{l% ()| 7oy 09
Usando os fatores de escala dados em (3.7), entdo o Laplaciano em coordenadas esféricas é

2_ 10 (5,0 L [o 9 L&
Vi=a \"ar) T msend |90 \ 580 ) T send ooz | (3.19)

Vale observar que o potencial gravitacional, bem como o elétrico (basta trocar a massa por

(verifique)

carga),

MG _ QG

" " (3.20)

o(r) =

satisfaz a equagao de Laplace (verifique), VZp(r) = 0. Portanto, os potenciais gravitacional

18



Capitulo 3. Coordenadas estéricas 3.3. Cinematica

e elétrico sao harmonicos.

3.3 Cinematica

Como mostrado na Figura 3.1, quando 7(t) descreve a posicio P de um objeto em sua
trajetoria (parametrizada pelo tempo t), os versores (€, ég, é,) também serdo dependentes

do tempo, conforme indicado nas Eqgs. (3.4)—(3.6). Assim (verifique),

de,

= = fég+ psenhéy, (3.21)
dé . .

% = —0é, + ¢pcosbé,, (3.22)
déy : . .

- = —¢(senfé, + cosféy), (3.23)

onde o ponto sobre as coordenadas angulares significa uma derivada total em relacao ao
tempo. Usando estas taxas de variacao temporal, podemos expressar velocidade e aceleracao

em coordenadas esféricas (verifique):

P ré, (3.24)
Lo dr 5 L

U:T:%: ér +1r0ép+rsenlopéy, (3.25)
@ = U = faca voce! (3.26)
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