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Capitulo 4

Rotacoes

4.1 Introducao

Estudamos as leis que controlam o movimento de
translagdo. No entanto, o movimento mais geral é
composto de translagao e rotagao. Rotagoes estao
presentes no nosso cotidiano: o disco rigido do seu
computador estd em rotacgao, as rodas de um au-
tomovel estao em rotagao, as hélices de um ventila-
dor ou de um aviao estao em rotagao, a Terra estd
em rotagao neste exato instante. Estaremos discu-
tindo aqui as leis que controlam o movimento de
rotacao.

Iniciaremos nossos estudos na Se¢ao A com a
parte cinemética do movimento de rotagao. Des-
locamento, velocidade e aceleragao angulares serao
introduzidas vetorialmente e de forma construtiva.
Apenas as propriedades basicas de derivadas e da
algebra de vetores e produtos escalar e vetorial
serao necessarias. As demais secOes trataram da
dindmica rotacional. A energia rotacional serd in-
troduzida construtivamente na Secao 3. Vere-
mos, nesta secao, a necessidade e utilidade de in-
tegrais multiplas. No entanto, nao precisa ter co-
nhecimentos sobre integrais multiplas: tente apren-
der a lidar com elas através dos exemplos. As
quantidades dinamicas importantes como torque
e momentum angular, bem como as leis de con-
servacao para o movimento rotacional, serao discu-
tidas na Secao EA. Estabeleceremos nesta segao,
também seguindo uma linha construtivista, o equi-
valente a segunda lei de Newton para o movi-
mento rotacional. Novamente, apenas as propri-
edades de derivadas e de produtos escalar e veto-
rial serao necessarias. Uma aplicagao muito interes-
sante (giroscépios) serd considerada na Segao I3.
A Secao I, opcional numa primeira leitura, esta-

belece as equagoes de Euler para as rotagoes. Estas
equacoes sao mais gerais e revelam o carater matri-
cial do momento de inércia, até entao considerado
como escalar. Isto justifica a necessidade de um
curso sobre Algebra Linear. Como de praxe, os
exercicios de cada se¢cao complementam seus estu-
dos, portanto, faga-os enquanto estuda o texto.

4.2 Cinematica

Precisaremos definir trés quantidades vetoriais:
deslocamento angular, velocidade angular e ace-
leragao angular. Para simplificar nossa tarefa, va-
mos considerar um corpo rigido em rotagdo em
torno de um eixo fixo. Mais tarde, poderemos per-
mitir que o eixo de rotagao esteja em movimento
translacional.

Corpo rigido, o que é um corpo rigido? Um
corpo rigido é um sistema de particulas, discreto
ou continuo, onde as distdncias relativas entre
particulas sdo mantidas fixas por forcas internas. E
importante termos em mente que as particulas que
constituem um corpo rigido nao apresentam qual-
quer tipo de movimento relativo entre elas. Desta
forma, podemos nos concentrar em uma particula
qualquer do corpo rigido para definirmos nossas
quantidades cineméticas.

A Figura I mostra de forma esquemaética um
corpo rigido em rotacdo em torno de um eixo
fixo. No momento, nao importa escrever o eixo
de rotagao em algum sistema de coordenadas. O
fato importante aqui é que este eixo de rotacao
define uma diregdo particular no espago. Certa-
mente escolheriamos esta diregao particular para
ser a diregao de um dos eixos de nosso sistema de
coordenadas. Vamos colocar um versor 7 ao longo
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do eixo de rotagao, como indicado na Figura I
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Figura 4.1: Rotagao de um corpo rigido em torno
de um eixo fixo. dm é uma quantidade infinitesimal
de massa deste corpo rigido. A linha de referéncia
(Lr.) é perpendicular ao eixo de rotagao.

Além do eixo de rotacdo, também precisaremos
de um segundo eixo fixo, perpendicular ao eixo de
rotacao, o qual denominaremos simplesmente de
“linha de referéncia” (l.r.). Esta linha de referéncia
é usada para medirmos o deslocamento angular 6
da seguinte forma: em um certo instante ¢, nds
prestamos atencao a uma determinada particula de
massa dm, localizada a uma distancia r do eixo
de rotagao, como mostrado na Figura E. Note
que r é a distancia de um ponto a uma reta (pas-
sando pelo eixo de rotacdo). Num instante poste-
rior t+dt, nossa particula encontra-se numa posicao
diferente, devido ao movimento de rotacao. Como
esta particula (bem como todas as outras) estd fixa
no corpo rigido, a distancia r dela até o eixo de
rotacdo nao pode mudar. Assim, a nossa particula
executa um movimento circular de raio r. Assim, a
posicao de uma particula qualquer no corpo rigido
pode ser especificada por um unico nimero (um
grau de liberdade): o dngulo # medido em radianos
a partir da linha de referéncia. Se este angulo é
0 em t, entdo em t + dt ele é 8 + df. Feito isto,
temos tudo que precisamos para definirmos nossas
grandezas cineméticas.

O vetor deslocamento angular é definido como
sendo o vetor

0 =0n, (4.1)
ou seja, um vetor na direcao do eixo de rotacao, de
moédulo igual ao deslocamento angular. O sentido

do vetor deslocamento angular é dado pela regra
da mao direita onde o indicador indica o sentido
da rotagao e o polegar indica o sentido do versor 7.
Nao podemos esquecer que o deslocamento angular
deve ser calculado em radianos (7 radianos = 180
graus).

Em geral, o angulo de rotagao 8 = 6(t) terd uma

dependéncia temporal complicada. Conseqliente-
mente, a taxa de variagao temporal do vetor deslo-
camento angular é a velocidade angular e a taxa de
variagao temporal do vetor velocidade angular é a
aceleragdo angular,
_de _dw i
T dt = T
respectivamente. Observe que estes trés vetores sao
paralelos ao eixo de rotagao. Note também que o
versor 7 é independente do tempo (eixo de rotagao
fixo). Tome cuidado para nao confundir a diregéo e
o sentido do vetor velocidade angular com a prépria
rotacdo. A unidade de velocidade angular é radia-
nos por segundo (rad/s) e da aceleracao angular é
radianos por segundo por segundo (rad/s?). Radi-
ano nao tem dimensoes; ele indica apenas que uma
circunferéncia de raio unitario tem 27 subintervalos
angulares medidos em radianos, equivalentes a 360
subintervalos angulares medidos em graus (faga o
Exercicio ).

Note a semelhanca entre as quantidades ci-
nematicas do movimento de translagao com as
quantidades cinematicas do movimento de rotagao.
De fato, podemos ir além desta similaridade. Ob-
serve novamente a Figura . Nela, o deslocamento
ds pode ser relacionado ao deslocamento angular df
pela geometria plana:

w on, (4.2)

ds =rde. (4.3)

Assim, podemos relacionar o médulo da velocidade
tangencial v da nossa particula com o médulo da
velocidade angular w,

ds de
V= —=7r—=

dt dt
Naturalmente, derivando mais uma vez em relagao
ao tempo, lembrando que a distancia r é indepen-
dente do tempo, obteremos uma relagao similar en-
tre o médulo da aceleragao tangencial a e o médulo
da aceleragao angular «,

dv dw

(L:E:TE:’I"O(.

TW. (4.4)

(4.5)
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Como a nossa particula ndo pode movimentar-se na
diregao radial, a aceleragao radial (centripeta) nao
precisa ser considerada, pois ha forgas internas que
mantém as particulas em equilibrio nesta diregao.

Note que as relagoes (I3), (IA) e (3) sao es-
calares. Podemos obter uma versao vetorial para
elas? Certamente. Basta usarmos algumas pro-
priedades do produto vetorial. Primeiro, observe
que a velocidade tangencial e a velocidade angu-
lar sao vetores perpendiculares entre si. Mesma
observagao para as aceleragoes. Podemos também
definir um vetor “distancia” r = r#, com o ver-
sor 7 apontando (perpendicularmente) do eixo de
rotagdo para a particula de massa dm (veja a Fi-
gura ). Este versor 7 é perpendicular a todos os
demais vetores (7 - 72 = 0). Entéo temos duas trin-
cas de vetores mutuamente ortogonais, {v,r,w} e
{a,r,a}. Também conhecemos a relagao entre seus
modulos, (IA) e (I3). Portanto, apds um pouco de
reflexdo, podemos escrever (faca o Exercicio D)

ds=-rxdf, v=-rxw, a=-rxao. (4.6)
Vale observar que podemos escrever também uma
relagao vetorial entre os vetores deslocamentos so-
mente numa forma infinitesimal. Mantenha sem-
pre em mente que r aqui é a distancia entre o
ponto onde estd a massa sendo observada e o
eixo de rotacao (distdncia de um ponto até uma
reta). Lembre-se também que usamos r, em outras
ocasioes, para indicar o médulo do vetor posicao
r em algum sistema de coordenadas. Deixaremos
claro quando estaremos usando o vetor r para indi-
car o vetor posi¢ao em relacao a origem de algum
sistema de coordenadas.

Importante. Guarde a estrutura geral entre as
grandezas cinematicas translacionais e rotacionais:
grandezas translacionais = produto vetorial en-
tre as grandezas cinematicas rotacionais e o vetor
distancia r, onde r = |r| é a distancia entre o eixo
de rotagdo e uma particula do corpo rigido.

Nao devemos esquecer que as grandezas ci-
nematicas rotacionais sao definidas em termos de
um eixo de rotagao, o qual deve ser mantido fixo no
espaco. Também nao deve ser esquecido que todas
as particulas do corpo rigido possuem as mesmas
grandezas cinemadticas rotacionais, mas podem ter
grandezas cinematicas translacionais distintas. Por
exemplo, quanto mais distante do eixo de rotagao,
maior é a velocidade tangencial de uma particula.

Como aplicagao imediata disto, temos a agéncia es-
pacial européia, instalada na América do Sul (Gui-
ana Francesa), proxima ao equador. Assim, parte
da velocidade de escape serd fornecida pelo movi-
mento de rotagao da Terra. KEsta contribuicao é
méxima no equador (cerca de 1674 km/h).

Outra aplicacao das relagoes () é na industria
fonogréfica. No disco de vinil, a velocidade angular
¢ mantida constante (cerca de 33 rpm). Isto signi-
fica que um anel circular na borda interna contém
o mesmo intervalo de tempo de informacao musi-
cal que um anel na borda externa, pois ambos tém
um deslocamento angular igual a 27 radianos. Uma
vez que a velocidade angular é a mesma, o intervalo
de tempo também serd o mesmo. A desvantagem
neste processo é a necessidade da informag@ao no
anel interno ser comprimida, pois o comprimento
deste anel é menor. Em um CD, o mecanismo de
rotagao é construido de tal forma a manter a velo-
cidade tangencial constante onde a leitura (via um
laser) estd sendo feita. Desta forma, a informagéao
musical pode ser gravada de forma uniforme.

4.2.1 Exercicios

Exercicio 1

Uma roda gira com uma aceleragao angular cons-
tante de 3.5 rad/s?. A velocidade angular da roda
é de 2 rad/s em t = 0. Suponha que a posigao an-
gular seja § = 0 em t = 0. (a) Qual é o angulo
percorrido pela roda entre t = 0 e t = 2 s7 (b)
Qual é a velocidade angular em ¢t = 2 s7 Expresse
também esta velocidade angular em voltas (ou re-
volugdes) por minuto (rpm).

Exercicio 2

Verifique explicitamente que as relagoes (EA) e
(3) podem ser obtidas de (D) e que o sentido
de v e a estao corretos.

4.3 Energia rotacional

Se tem movimento, deve haver energia cinética.
Neste caso, energia cinética rotacional. Supondo
que o nosso corpo rigido da Figura I seja continuo
(ou discreto; um certo nimero de massas interliga-
das rigidamente), entdo a nossa particula deve ter
uma massa infinitesimal dm (ou m;, se for o caso
discreto) a uma distancia r (r; no caso discreto) do
eixo de rotagao. Caso o corpo rigido seja discreto,
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entao ele é constituido por N particulas de massa
m; (i = 1,2,...,N). Em qualquer caso, a ener-
gia cinética total é a soma das energias cinéticas de
cada particula,

_[1 o [ 1 2 1.9
T—/ 2dmv —/ 2dm(rw) —2Iw, (4.7)
com

I'= /T2dma /dm = M (caso continuo), (4.8)
N N

I = Zﬁzmm Zmi = M (caso discreto). (4.9)
i=1 =1

A quantidade I é denominada de momento de
inércia.

Note a semelhanca da dltima expressdo em (I=2)
com a expressao da energia cinética de uma massa
m em um movimento translacional (T' = mv?/2).
Desta semelhanca aprendemos o significado fisico
do momento de inércia: ele mede a inércia rotaci-
onal. Quanto maior o momento de inércia de um
corpo, mais dificil é alterar seu estado de rotagao.
Porém, temos aqui uma novidade importante: o
momento de inércia definido em () depende da
escolha do eixo de rotagdo (através da distancia r
até o eixo). Portanto, ao contrdrio da massa m,
o momento de inércia I nao é uma propriedade
intrinseca de um corpo, pois depende também de
como a massa total estd distribuida em torno do
eixo de rotacao.

Vejamos o que acontece quando nosso corpo
rigido é composto por uma tunica particula (pon-
tual) de massa m. Neste caso o momento de inércia
(IR) é I = mr?. A energia cinética rotacional (I=2)
pode ser escrita como T = mr?w?/2 = mv?/2, a
qual é a forma usual da energia cinética do mo-
vimento translacional (circular). Lembre-se que o
eixo de rotacao deve ser mantido fixo. Caso o eixo
de rotagao esteja em movimento, teremos também
a energia cinética de translagao do corpo rigido.

Vamos supor agora que o nosso corpo rigido con-
tenha duas particulas de massas m; e ms, sepa-
radas por uma distancia [. Vamos supor inicial-
mente que o eixo de rotagao passe pela particula
m1. Neste caso, o momento de inércia deste sis-
tema é

I = m102 + m2l2 = m2l2. (410)

Conseqlientemente, a energia cinética rotacional (a

tnica energia cinética deste sistema) é

1 1
T = -Iw? = —mal?w? = —mayvj. (4.11)

2 2 2
Esta é a mesma energia cinética de uma tnica
particula de massa msy girando a uma distancia [
do eixo de rotacao. Vamos agora mudar o eixo de
rotacdo para o centro de massa © do sistema, de-
finido pela posi¢do média (com pesos dados pelas
massas)

= 1
R = M(mlrl +mars), M =my+my, (4.12)

onde r; sao os vetores posicoes das massas m; em
relagao a algum sistema de coordenadas previa-
mente escolhido de forma que |r; — ra| = I Deve-
mos tomar o cuidado de manter este novo eixo de
rotacao paralelo ao primeiro. Se os médulos ry e 75
satisfazem [ = rq+ro, isto significa que a origem do
nosso sistema de coordenadas foi colocada no cen-
tro de massa, R = 0 (faca o Exercicio B). Com esta
escolha, temos mir1 = mary (faga o Exercicio B).
Aqui, tanto r; quanto ry sdo constantes no tempo.
O momento de inércia neste caso,

m
2 2 1 2
Iy = mar] + maor; = —(my + ma)ry,

- (4.13)

é diferente do anterior calculado em (I0), ou seja
(faca o Exercicio B),

I=1Iy+ Mr}. (4.14)
Este resultado é importante e é conhecido como o
teorema dos eixos paralelos. Como este sistema de
duas particulas que utilizamos tem nada de espe-
cial, podemos esperar que este resultado seja valido
para qualquer outro sistema. De fato, sem nos preo-
cuparmos com uma demonstragao formal, podemos
enuncia-lo de forma geral.

Teorema 4 (Eixos Paralelos)

Seja M a massa total de um corpo rigido (continuo ou
discreto). Seja Iy o momento de inércia em relagdo
a um eixo de rotag¢do passando pelo centro de massa.
Seja I o momento de inércia em relagdo a um segundo

1A importancia do centro de massa é devido ao fato de
podermos descrever o movimento de um corpo rigido com
massa total M sob a agdo de uma forga resultante (externa)
F como o movimento de uma massa pontual M, localizada

no centro de massa, atuada por uma forca F=MR.



Capitulo 4. Rotagées

4.3. Energia rotacional

eixo de rotacdo paralelo ao primeiro. Seja [ a distancia
entre estes dois eixos de rotacdo. Ent3o,

I=1Iy+ MIP. (4.15)

Note que o momento de inércia em relacao ao
centro de massa é o menor valor do momento de
inércia que um determinado corpo rigido pode ter.
Note também o quanto estamos aprendendo usando
sistemas simples e revendo conceitos fundamentais
(cinemética e energia cinética). Por isto que con-
ceitos fundamentais sao fundamentais: eles formam
a base do nosso conhecimento.

Que tal um pouquinho de exercicio em célculo
diferencial e integral usando integrais multiplas?
A tarefa matemaética que executaremos aqui é o
célculo do momento de inércia de um corpo rigido
continuo. Naturalmente, faremos isto usando sis-
temas simples. A situagdo mais simples que pode-
mos encontrar é uma distribuicao linear de massa.
Sendo mais especifico, vamos considerar uma vareta
delgada (ou um fio muito fino) com dois formatos:
retilineo e circular. Vamos considerar uma situacao
ideal no seguinte sentido: a tinica dimensao que re-
almente importa é o comprimento do fio, as outras
duas dimensoes sao muito pequenas e serao ignora-
das. Isto é o que é denominado de uma distribuicao
linear de massa. Suponha que o fio tenha um com-
primento [ e uma massa total M, independente-
mente de seu formato. A densidade linear de massa
A é definida da seguinte forma. Primeiro escolhe-
mos um comprimento infinitesimal ds em qualquer
lugar no fio. Neste comprimento infinitesimal ds
cabe uma quantidade também infinitesimal dm de
massa. A densidade linear de massa é definida pela
razao massa/comprimento,

_dm

= (4.16)

Conhecendo a densidade, podemos calcular imedi-
atamente a massa total do corpo,

M:/dm:/)\ds:/)\(s)ds.

Esta integral deve ser ser feita em toda a regiao
contendo massa, como indicado nos exemplos se-
guintes.

Cabe aqui uma observacao importante (indepen-
dente da forma do fio). Podemos encontrar duas
situacoes: uma onde a densidade linear A = Ag

(4.17)

é uma constante, ou seja, a massa total estd dis-
tribuida uniformemente sobre o fio, e uma outra
onde a densidade linear A = A(s) nao é constante,
ou seja, a massa total nao esta distribuida de forma
uniforme sobre o fio. No primeiro caso, com A = Aq
constante, a massa total pode ser obtida imediata-
mente,

l
M = dm:)\o/ds:)\o/ds:)\ol. (4.18)
0

No segundo caso, densidade nao-uniforme, a massa
total s6 pode ser calculada apds conhecermos ex-
plicitamente como a densidade depende do compri-
mento s ao longo do fio. Como exemplo, suponha
que a densidade varie linearmente com o compri-
mento, A = bs. Entéo, usando (EI3),

l
M:/dm:b/sds:b/ sds:%blz. (4.19)
0

Note que a integral indefinida em (ICIA) torna-se
uma integral definida na regiao contendo massa.
Note também que obtivemos estes dois resultados
sem a necessidade de especificar a forma do fio. No
entanto, o formato do fio é indispensavel no calculo
do momento de inércia.

A fim de exemplificar o cdlculo do momento de
inércia, vamos considerar um fio retilineo com a
densidade nao-uniforme A = bs. Primeiramente,
temos de escolher um eixo de rotagao. Vamos es-
colher este eixo passando perpendicularmente por
uma das extremidades do fio. O préximo passo é a
escolha da origem de um bom sistema de coorde-
nadas. Vamos escolher um sistema de coordenadas
retangular (ortonormal) com a origem na intersecao
do eixo de rotacao com o fio. Podemos até colocar
o fio sobre um dos eixos do nosso sistema de coor-
denadas, digamos em cima do eixo X. Com esta
escolha, o eixo de rotagao estd sobre o eixo Z (ou
sobre o eixo Y) e s = x, com x variando entre 0
el. Entdo ds = dxr e A = bx. Assim, usando a
defini¢do (I3), o momento de inércia deste fio re-
tilineo nao-uniforme é

l
1
I:/Mm:/ :Jc2bxd:r:1bl4. (4.20)
0

Podemos (e devemos) usar a massa total calculada
em (M) para re-escrever o momento de inércia
(M) em termos da massa total, I = MI?/2. Este
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mesmo momento de inércia é MI?/3 caso a densi-
dade seja uniforme (faca o Exercicio O). Isto sig-
nifica que o momento de inércia deste sistema com
uma densidade uniforme é menor que o momento
de inércia com uma densidade nao-uniforme. Ora,
isto nos da uma oportunidade magnifica: podemos
alterar o valor do momento de inércia simplesmente
alterando a distribuicao de massa ao longo do fio,
mantendo a massa total constante.

Vamos considerar agora um anel de raio a com
uma densidade também linear A = b s, onde s é um
comprimento qualquer sobre o anel. Neste caso,
a melhor escolha é um sistema polar (r,¢) de co-
ordenadas devido a simetria circular do anel. Va-
mos colocar o eixo de rotagao no centro do anel ao
longo do eixo Z, com o anel no plano XY . Assim,
a distancia de uma massa infinitesimal até o eixo
de rotacao é r = a (faga um diagrama). O compri-
mento infinitesimal ds sobre o anel pode ser escrito
na forma ds = a d¢ (geometria plana) e, consequen-
temente, s = a¢. Usando a defini¢do (IH), temos

27
I:/r2dm: a®bad add
=0

= 2a%br? = %a2b12 = Ma?, (4.21)
onde usamos também a massa total (L) e o com-
primento do anel [ = 2wa. Neste caso, este resul-
tado coincide com o valor do momento de inércia
calculado com uma densidade uniforme (faga o
Exercicio ). De fato, devido a simetria circular do
anel, desde que o eixo passe pelo centro, perpendi-
cularmente ao plano do anel, nao importa como a
massa estd distribuida sobre o anel. Importa ape-
nas o fato de todos os elementos de massa estarem
a mesma distancia do eixo de rotacao.

Até aqui consideramos apenas distribuicoes line-
ares. O caso mais simples de uma distribui¢ao nao-
linear é uma distribuigao superficial plana, ou seja,
um disco de raio a ou um quadrado de lado [. En-
quanto que em uma distribuicao linear nés necessi-
tamos de apenas um grau de liberdade para espe-
cificar a densidade linear (o0 comprimento ao longo
do fio, por exemplo), precisaremos de dois graus de
liberdade para especificar a densidade superficial.

A densidade superficial é construida assim: pri-
meiro escolhemos uma &drea infinitesimal dA qual-
quer. Esta drea infinitesimal contém uma quanti-
dade infinitesimal dm de massa. A densidade su-

perficial o é definida como

dm
o=—. 4.22
A (4.22)
De forma usual, a massa total deve ser calculada
somando-se todas as massas infinitesimais,

M:/dm:/adA.

Temos novamente duas possibilidades: ou a densi-
dade superficial é constante, o = 0@, e neste caso a
massa total é

Mz/dm:oro/dA:aoA,

ou a densidade superficial é nao-uniforme.

No caso nao-uniforme, precisamos conhecer ex-
plicitamente como a densidade superficial depende
da posicao na regiao contendo massa. Como
exemplo, vamos considerar inicialmente uma dis-
tribuicao de massa circular de raio a e com uma
densidade dependente apenas da distancia radial
na forma o = o r, com og constante. Como a dis-
tribuicao de massa é um disco, as coordenadas po-
lares (7, ¢) constituem a melhor escolha. Uma area
infinitesimal em coordenadas polares é escrita na
forma dA = rd¢ dr (faca o Exercicio B). Assim, a
massa total pode ser calculada usando a densidade
superficial (IZ23),

27 a
M:/dm:ao/ d¢/ r2dr
0 0
2T

= ?an?’. (4.25)

(4.23)

(4.24)

E importante notar que a integral indefinida em
(=) tornou-se duas integrais definidas em (I—23)
sobre toda a regiao contendo massa. Também note
que estas duas integrais definidas puderam ser cal-
culadas separadamente. Isto foi possivel somente
porque a densidade superficial 0 = ogr nao mis-
tura as varidveis polares r e ¢.

E o momento de inércia deste disco com uma dis-
tribuicao de massa nao-uniforme em relacao a um
eixo de rotagao passando pelo centro do disco per-
pendicularmente ao plano do disco? (haja félego!)
Neste caso, como o eixo de rotagao passa pelo cen-
tro do disco, entao podemos usar r como a coorde-
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nada radial. Assim, usando a definigao (E3), temos

2m a
I:/TQdm:ao/ dqb/ rddr
0 0

2 3
= —ﬂ-aoa5 = “Mad>.

- : (4.26)

Novamente, este valor é maior que o valor Ma?/2
do momento de inércia do mesmo disco com uma
distribui¢do uniforme de massa (verifique). Isto é
devido ao fato de haver uma concentragao maior
de massa nas regides mais afastadas do eixo de
rotagao.

Espero que estes exemplos tenham indicado a
vocé o caminho das pedras. Dada uma distribuicao
de massa M, em geral ocupando um volume V,
a primeira providéncia é saber como a densidade
p =dm/dV associada a esta distribui¢ao, onde dV/
é o volume infinitesimal, depende da posicao na
regido contendo massa. O préximo passo é expres-
sar a massa total

M:/dmz/pdV

em funcao dos parametros que caracterizam a den-
sidade volumétrica e o préprio volume contendo a
massa total. Em seguida, podemos calcular o mo-
mento de inércia usando a defini¢ao (I3),

I:/rzdm:/Tde\/,

onde r é a distancia da massa infinitesimal dm até
o eixo de rotacao. Em geral, tanto a distancia r
quanto a densidade p sao funcoes da posicao, isto
é, fungoes das coordenadas de algum sistema de co-
ordenadas adequado ao problema. Também nao de-
vemos esquecer que a integral indefinida em (—Z3)
serd transformada em trés integrais definidas apds
a escolha do sistema de coordenadas mais adequado
a geometria do corpo rigido em consideragao.

(4.27)

(4.28)

4.3.1 Exercicios

Exercicio 3

Considere um corpo rigido formado por duas
particulas de massas m; e mo separadas pela
distancia [. Colocando a origem do sistema de
coordenadas no centro de massa (faga um dese-
nho), (a) mostre que myr; + mors = 0. Mos-
tre também que os respectivos médulos satisfazem

miry —mers = 0 el =11 +79. (b) Mostre entao
que a relacao (EIA) é verdadeira. (c¢) Suponha
que estas particulas sejam dois atomos de oxigénio,
m = 2.66 x 10726 kg, separados pela distancia
(média) I = 1.21 x 1071% m. Calcule o momento de
inércia em relagao ao eixo passando pelo centro de
massa (Ip) e também em relacdo a um eixo (para-
lelo ao primeiro) passando por um dos dtomos de
oxigénio (I'). Calcule também as respectivas ener-
gias cinéticas.

Exercicio 4

Mostre que o momento de inércia de uma distri-
buigdo de massa, homogénea e retilinea (fio), em
relagdo a uma de suas extremidades (perpendicu-
larmente), é MI?/3, onde M é a massa total e [ é
o comprimento do fio. Use o Teorema O dos eixos
paralelos para calcular o momento de inércia em
relagdo a um eixo passando pelo centro de massa.

Exercicio 5

Mostre que o momento de inércia de uma distri-
buicao de massa, homogénea e circular de raio a
(anel), em relagao ao centro do anel (perpendicu-
larmente ao plano do anel), é Ma?, onde M é a
massa total e a é o raio do anel.

Exercicio 6
Mostre que uma area infinitesimal dA em coorde-
nadas polares (r, @) é

dA = rd¢dr. (4.29)

Faca um desenho mostrando todas as quantidades
envolvidas.

4.4 Torque e momentum an-
gular

Como podemos colocar um determinado corpo
rigido em rotacdo em torno de algum eixo fixo?
Imagine que desejamos colocar uma roda de bici-
cleta em rotagao em torno do eixo que a mantém
fixa na bicicleta. Sabemos da experiéncia que pre-
cisamos aplicar uma forca (externa) para colocé-la
em rotacao. Podemos relacionar esta forca aplicada
com a aceleracdo angular?

Podemos ver claramente que a forga aplicada
estd transferindo energia a roda pelo mecanismo
de trabalho, para que a mesma possa executar
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seu movimento de rotacao. Também aprendemos
nesta experiéncia que nao podemos aplicar a forca
de qualquer maneira na roda para coloca-la em
rotacdo. Por exemplo, quando aplicamos uma forca
na mesma direcao da linha que passa pelo ponto
de aplicacao da forga e pelo eixo de rotacdo (per-
pendicularmente), ndo produzimos rotagoes (veja a
Figura £3). Em outras palavras, somente conse-
guiremos colocar a roda em rotacao quando a forca
aplicada F nao for paralela ao vetor (distancia) r.
A Figura I3 ilustra estas duas situagoes: uma onde
a forca F; é capaz de produzir uma rotacao em
torno do eixo fixo perpendicular ao plano da roda
e passando pelo centro da roda. A forca Fo néo
produz rotagoes.

F,
ry

ry

F,

Figura 4.2: A forca F; é capaz de produzir uma
rotacdo em torno do eixo fixo perpendicular ao
plano da roda e passando pelo centro da roda. A
forca Fy é incapaz de produzir rotagoes.

Note que r1 X F; # 0 e ro x Fy = 0. Isto estd
sugerindo que a quantidade r X F pode ter alguma
relevancia na dinamica do movimento de rotagao.
Evidentemente, devemos realizar mais experimen-
tos para determinarmos como o produto vetorial
r x F estd relacionado (se estiver) com a aceleracgao
angular. Serd o produto vetorial r x F' a quantidade
equivalente & forca no movimento translacional?,
isto é, r x F x a? Apenas o experimento pode de-
cidir. O experimento com a roda de bicicleta estd
indicando que sim. Este experimento também nos
revela que se o produto vetorial r X F é constante,
entao o movimento rotacional resultante é unifor-
memente acelerado, isto é, a aceleracao angular é
também constante. Este experimento também nos
revela que o sentido do vetor aceleragao angular o
é determinado pelo produto vetorial r x F. Por-

tanto a constante de proporcionalidade entre r x F
e a deve ser positiva. Além disto, uma anglise di-
mensional revela que esta constante de proporci-
onalidade deve ter as mesmas dimensoes de mo-
mento de inércia. Qutros experimentos similares
irao nos mostrar que esta constante de proporcio-
nalidade é, nada mais, nada menos, o préprio mo-
mento de inércia do corpo rigido. De fato, isto
faz sentido. Aprendemos anteriormente que o mo-
mento de inércia mede a inércia do movimento rota-
cional. Desta forma, valendo-nos de experimentos
e andlise dimensional, concluimos que r x F = I«
¢é o analogo da segunda lei de Newton para o movi-
mento rotacional. Esta relacdo também justifica a
escolha que fizemos anteriormente para a direcéo e
o sentido de nossas grandezas cinematicas rotacio-
nais, pois o produto vetorial r x F' esta sobre o eixo
de rotagao.

Para entendermos melhor os resultados experi-
mentais descritos acima e, principalmente, para
aprendermos a controld-los, vamos observar no-
vamente uma determinada massa (pontual), dis-
creta ou infinitesimal, em um corpo rigido qualquer,
como mostrado na Figura E3. O objetivo é a cons-
tru¢ao de um modelo, com uma base matematica
que seja elegante e, a0 mesmo tempo, capaz de ex-
plicar detalhadamente os resultados experimentais
envolvendo rotagoes.

—_————————
>

Vi

Figura 4.3: Rotagao, em torno de um eixo fixo, de
uma massa m; em um corpo rigido qualquer. Note
que r = v, + v, mas como o corpo é rigido, entao
devemos ter v, = 0.

A Figura I3 mostra uma massa m; (ou dm se
a distribuigdo é continua) pertencente a um corpo
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rigido qualquer de massa total

M—imi (ouM:/dm).

Note na Figura I3 que estamos indicando por r
o vetor “distancia”’, aquele vetor perpendicular ao
eixo de rotacao, o qual é usado no célculo do mo-
mento de inércia. O vetor distancia r coincidird
com o vetor distancia apenas quando a origem do
sistema de coordenadas concidir com a intersegao
do vetor distancia com o eixo de rotagao. Entre-
tanto, no caso geral, o vetor distancia r serd a com-
ponente perpendicular do vetor posi¢ao em relagao
a um eixo de rotagao passando pela origem do sis-
tema de coordenadas.

Observe na Figura I3 que o vetor velocidade v =
r da massa m; pode ser decomposto numa compo-
nente radial v, (paralela a r) e numa componente
tangencial v (perpendicular a r), v = v, + v,.
Naturalmente, a componente radial é nula em um
corpo rigido, v, = 0, pois a massa m; nao esté livre
para se movimentar nesta direcao. No entanto, po-
derfamos ter uma tnica massa neste sistema. No
caso de uma unica massa, o vetor velocidade possui
uma componente radial.

Veremos em breve que precisaremos do produto
vetorial r X v, o qual sempre pode ser re-escrito
na forma

(4.30)

rxXvy =rxv, (4.31)

mesmo no caso em que v, # 0, pois r x v, = 0 por
construgao. Também podemos ver na Figura I3
que

rxXvy rxXvwv

w=—-—=
r2 r2

(4.32)

onde w = wn é o vetor velocidade angular. Para
verificar este resultado, certifique-se que a direcgao,
o sentido e o médulo (v = rw) de w, calculados
por (33), estdo corretos. Note que fizemos uso
de (I3T) na tltima passagem em (C33). E impor-
tante ter em mente também que r = v, pois o
movimento da massa m; é circular (de raio ).
Mantendo as observagbes (1) e (E33) em
mente, podemos prosseguir. Para isto, precisamos
recordar a definicdo de energia cinética do movi-
mento de translagao. No movimento de translacgao,
a energia cinética de um corpo (pontual) de massa
m e velocidade v sempre pode ser re-escrita em ter-

mos do momentum linear p = mv,

1 1
T=—-mv-v=_—p:p,

. 5 (4.33)

p =mv.

Também sabemos que o momentum linear é uma
quantidade importante porque a sua taxa de va-
riagao temporal é igual a forca agindo na massa m
(segunda lei de Newton),

_dp _

F=2P_5 4.34
o =P (4.34)

Também sabemos que (I=3) é uma equagao dife-
rencial de segunda ordem no tempo para o vetor
posicao r(t). Resolvendo esta equagdo diferencial,
determinaremos a dependéncia temporal do vetor
posicao, ou seja, a equacao diferencial (E=3) con-
trola todo o comportamento dindmico da massa m.
Isto é o que sabemos sobre o movimento translaci-
onal. Podemos usar este conhecimento para enten-
dermos melhor a dinamica do movimento rotacio-
nal? Certamente podemos.

Procedendo de forma andloga, podemos re-
escrever a energia cinética rotacional (E22) do corpo
rigido mostrado na Figura I3 numa forma similar
a (L33),

T:11w~w:iL~L, L=]w,

: 57 (4.35)

na qual I é o momento de inércia (IF) e o vetor
L, denominado de momentum angular, é andlogo ao
momentum linear, como veremos logo em seguida.
Se 0 momentum angular L é realmente uma quan-
tidade importante, com uma importancia igual a
importancia do momentum linear, entao, por ana-
logia & segunda lei (=), a sua taxa de variagao

temporal L = I, pois I é uma constante, deve
controlar a dindmica do movimento de rotagao.

Por outro lado, vimos no inicio desta segao que
necessitamos de uma forga externa para colocar um
corpo rigido em rotagao. Portanto, a taxa de va-
riagao temporal do momentum angular deve estar
relacionada de alguma forma com a forca externa.
Esta relagao pode ser encontrada escrevendo o mo-
mentum angular total L = Iw em termos do mo-
mentum angular de cada massa m; (ou dm) pre-
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sente no corpo rigido,

N N
§ 2 2

L=Iw= mir; W = m;r; X v
i=1 i=1

N
=> 1 xp;, (4.36)
i=1

onde usamos também os resultados (I30) e (33).
Nao devemos esquecer que podemos escrever p;
m;v; somente quando este momentum linear apa-
recer no produto vetorial r; X p;, pois no movi-
mento circular da massa m; temos p; = m;Vv;L
(ndo hd movimento radial; corpo rigido). A dltima
expressao em (I30) nos permite escrever um mo-
mentum angular r; X p; para cada massa m;,

N
L:IC«JZZLZ', Li:I'iXPi-

i=1

(4.37)

Agora estamos numa posicao confortavel para de-
terminarmos a taxa de variacao temporal do mo-
mentum angular,

N
L:IQIZL“ LZ:rlxpl:rszz, (438)
=1

onde F; é a forga externa atuando na i-ésima
massa m;. As forgas internas cancelam-se aos pa-
res, sempre. Note que usamos também o fato de
r =v,+v, = v, em um corpo rigido. O resultado
(=3) acaba de nos revelar o anédlogo da segunda
lei de Newton para o movimento rotacional,

_dL

TS

(=Ia), (4.39)
(onde consideramos o momento de inércia I cons-

tante) e

N
T:Z‘Fz', Ti=1r; X F;. (4.40)

i=1

A quantidade 7 = r x F, denominada de torque,
faz o papel da forga F no movimento de translagao.
Note em (M) que, conhecendo as forgas externas
e o eixo de rotagao, temos como calcular o torque
de cada uma destas forcas externas. Assim, 7 = I«
ou a sua forma mais geral 7 = L faz o papel anélogo
da segunda lei de Newton, F = mi ou F = p, para
o movimento de translagao.

10

Observe que, se o momento de inércia é cons-
tante, é necessario uma aceleracao angular para co-
locar um corpo rigido em movimento de rotagao.
Isto implica que o torque (E=31) deve ser diferente
de zero, ou seja, deve haver pelo menos uma forca
externa F; produzindo um torque r; x F; diferente
de zero para haver rotagao a partir do repouso.
Também podemos ver em (E=d) que um torque
constante produz uma rotagao uniformemente ace-
lerada (aceleragao angular constante).

Mais algumas observagoes importantes antes
de passarmos ao desenvolvimento de algumas
aplicagoes. (1) Dada a relagdo 7 = r x F entre
torque e forca (externa), entendemos porque nao
é possivel colocar a roda de bicicleta em rotagao
aplicando uma forca ao longo da linha perpendicu-
lar ao eixo de rotacao e que passa pelo ponto de
aplicagao da forga (veja a Figura E3). Em outras
palavras, o torque 7 = r X F' é nulo quando a forca
F; é paralela ao vetor r;. (2) Como r; = ||r;]| é
a distancia entre a massa m; e o eixo de rotacao,
entao tanto o momentum angular quanto o torque
dependem da posigao do eixo de rotagdo. (3) Note
que momentum angular tem dimensoes de energia
vezes tempo e que, consequentemente, torque tem
dimensoes de energia. No entanto, nao é correto
dizer que torque é energia. Também nao é correto
dizer que trabalho é energia. Trabalho é um meca-
nismo de troca de energia. Torque é o mecanismo
que permite um corpo rigido entrar em movimento
de rotagao em torno de um eixo fixo.

O torque produzido pela gravidade tem uma ca-
racteristica especial. Seja r o vetor posicao do ele-
mento de massa dm dentro de um corpo (nao pre-
cisa ser rigido) em relagao a um referencial inercial
0. Cada elemento de massa dm estd sujeito ao peso
dmg, onde g é a aceleragao da gravidade, a qual
podemos considerar constante no interior do nosso
corpo. O torque resultante é

‘r:/dmrxg:Rx(Mg), (4.41)

onde introduzimos o vetor R do Centro de Massa,

1
R:M/dmr, M:/dm,

como uma posi¢ao média, ponderada pelas mas-
sas dm. Note que o vetor do centro de massa é
calculado em relagao ao referencial O, o qual nao

(4.42)
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precisa ser inercial. O procedimento para calcu-
lar cada coordenada do vetor posicao do centro
de massa é o mesmo empregado para calcular mo-
mento de inércia. Assim, conforme indicada pela
ultima igualdade em (), o nosso corpo extenso
pode ser trocado por um ponto material de massa
M localizado no centro de massa.

Uma propriedade importante do centro de massa
surge quando mudamos a origem do nosso referen-
cial O para o proprio centro de massa. Neste caso
devemos fazer R = 0 na definigao () para obter-
mos f dmr = 0. Nao devemos esquecer que, nesta
equagao, o vetor posicao r tem a sua origem no cen-
tro de massa, um situacao diferente da Eq. (I23),
onde o vetor posi¢ao r tem a sua origem no refe-
rencial O. Esta mesma propriedade pode ser obtida
de outra forma (mais matemadtica). Seja u o vetor
posicdo do elemento de massa dm no referencial
do centro de massa. Entdo r = R + u (faca um
diagrama). Introduzindo r = R + u na definicdo

(1), teremos
/dmu =0.

Como veremos adiante, o centro de massa ainda
terd muitas outras utilidades.

(4.43)

Por falar em trabalho, devemos determinar uma
expressao para a poténcia instantanea no movi-
mento rotacional. Em muitas situagoes, o mo-
vimento de rotagao ocorre em meios viscosos, 0s
quais oferecem uma forca dissipativa. Tendo dis-
sipagao, ha troca de energia pelo mecanismo tra-
balho. A poténcia P mede justamente a taxa tem-
poral desta troca de energia, P = dW/dt. Ob-
serve novamente a Figura E. Acrescente a ela a
forga externa F; agindo na i-ésima massa m;. Para
que este corpo rigido altere seu estado de movi-
mento rotacional, as forcas externas F; devem re-
alizar trabalho durante o intervalo de tempo dft,
dW; = F; - dr;. Lembre-se que apenas o moédulo
do vetor (distancia) r; permanece constante e que
r; = v;, onde v; é a velocidade (tangencial) da
massa m;. Assim, a poténcia instantanea corres-
pondente é P; = dW;/dt = F;-v,;. Este resultado é
simplesmente a poténcia instantanea do movimento
translacional. No entanto, ela pode ser re-escrita
numa forma mais conveniente ao movimento ro-
tacional. Para isto, basta substituir a velocidade
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tangencial pela velocidade angular, usando (I3),

Pi:Fi-vi:Fi~(w><ri):ri-(Fixw)

onde utilizamos a propriedade de invaridncia por
permutacoes circulares do produto misto entre trés
vetores. A tdltima expressdo em (EZA) contém o
torque na i-ésima massa m;,

Pi=w- (ri X Fi) =T, w. (4.45)
Desta forma, a poténcia instantanea total pode ser
escrita como

N
1=1

Sem duvidas, fomos muito felizes na construgao
de um modelo capaz de explicar a dindmica do mo-
vimento rotacional. O torque é uma quantidade
rotacional importante, pois ela tem um papel si-
milar ao papel desempenhado pela for¢a no movi-
mento translacional. A relacao (EZ33) entre torque
e o momentum angular certamente justifica suas
definigoes. As relacoes entre momentum angular e
momentum linear, (=37), bem como entre torque
e forga, (M), corroboram a importancia destas
duas quantidades angulares. Note também que a
relagao (M) entre torque e forga justifica a esco-
lha da diregao (eixo de rotagao) e sentido (regra da
mao direita) para os vetores deslocamento, veloci-
dade e aceleracao angulares.

Além de ser bem sucedido na descricao do movi-
mento rotacional, este modelo construido via mo-
mentum angular e torque, em analogia com mo-
mentum linear e forca, é matematicamente perfeito,
pois ele nos fornece também uma importante lei
de conservagao: a lei de conservagdo do momentum
angular. Podemos ver claramente em (I3d) que
o momentum angular (total) serd uma quantidade
conservada (constante no tempo) sempre que o tor-
que (total) for nulo. Esta é mais uma (na verdade
trés) entre as leis de conservagdo que ja conhece-
mos (conservacao do momentum linear e da energia
mecénica).

Teorema 5
O momentum angular se conserva na auséncia de tor-

ques, T=0 = L=0.



4.5. Giroscépios

Capitulo 4. Rotacoes

Como ja mencionamos, estas leis de conservagao
continuam vélidas, assim como as demais, mesmo
no reino microscopico onde a fisica Newtoniana nao
se aplica, ou seja, a conservagao do momentum an-
gular também é verificada em mecanica quantica.

4.5 Giroscopios

Talvez uma das aplicagoes mais importantes da
conservagao do momentum angular no nosso cotidi-
ano seja na indudstria da navegacao. A idéia é muito
simples. Um disco (ou qualquer outro objeto) é co-
locado em rotagao numa regiao ausente de agentes
dissipadores e de forgas externas. De acordo com
o Teorema B, é necessario a acao de uma forca ex-
terna para produzir um torque para modificar o
eixo de rotagao deste disco. Portanto na auséncia
de torques, o eixo de rotagdo deste sistema (per-
pendicular ao plano do disco) deve apontar para
uma diregao fixa (podemos chamar esta situagao
de inércia rotacional). Este sistema é denominado
de giroscépio (veja a Figura E). Um giroscépio é
uma peca fundamental em qualquer sistema preciso
de navegagao atual.

Sem duvidas, um giroscépio serve como um
guia, um “navegador” no espaco vazio. Por exem-
plo, o telescépio Hubble ([mbblemasa.goy) é orien-
tado por um mecanismo contendo dois giroscopios
de 45 kg cada, girando em torno de eixos nao-
coincidentes com uma velocidade angular que pode
atingir 3000 rpm. Estas velocidades angulares po-
dem ser modificadas eletronicamente para produzi-
rem pequenas variagoes nos momenta angulares dos
giroscépios. Como o momentum angular total pre-
cisa ser conservado, pois nao ha forgas externas, o
telescopio precisa girar para compensar as variagoes
de momentum angular produzidas nos giroscopios.
Desta forma, o telescépio pode manter um deter-
minado alvo fixo com um erro de cinco milésimos
de segundo. Isto é equivalente a mantermos ilumi-
nada uma moeda de um real localizada em Vitéria
(ES) com uma lanterna em cima do pao de agticar
no Rio de Janeiro (RJ).

Outro exemplo importante é a sonda espacial
GP-B (Gravity Probe-B), a qual mediu minucio-
samente o campo gravitacional ao redor da Terra
(Emsfein stanford p(hi), Esta sonda estd equipada
com quatro giroscopios construidos de esferas de
quartzo (crescidos no Brasil) com uma imperfei¢ao
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de apenas 20 nm (1 nm = 1072 m) em seu didAmetro
e com uma massa uniformemente distribuida com
uma imperfeicio de apenas 2 ppm (partes por
milhao), girando a 4000 rpm. Qualquer variagao
no espagotempo produzird uma variagdo nos eixos
de rotagao destes giroscopios.

Figura 4.4: Giroscépio ideal, formado por um anel
de massa M que pode girar livremente em torno do
eixo 7, na presenga da forca gravitacional. O eixo
de rotagao no é perpendicular ao eixo de rotagao
ni.

Um efeito muito interessante, denominado de
precessdo, surge quando um giroscépio é colocado
na presenca de uma forga externa, por exemplo na
superficie da Terra. Como sempre, vamos simpli-
ficar 0 maximo nosso giroscépio para entendermos
o efeito de precessao. Nosso giroscopio sera repre-
sentado por uma massa M, distribuida uniforme-
mente em um anel circular de raio R. Este anel
esta preso a uma extremidade de um eixo rigido de
massa desprezivel, em torno do qual o anel pode
girar livremente. A outra ponta do eixo do anel
estd apoiada por um pivo (um ponto fixo). Este
pivo permite que a ponta do eixo do anel apoiado
por ele execute livremente um movimento de 360
graus sem perda de contato. Também ignoraremos
a presenca da atmosfera. A Figura I3 ilustra este
nosso giroscopio ideal.

Podemos muito bem substituir o pivdo por um
cordao preso ao teto. O cordao é uma opgao mais
pratica, pois sempre temos um pedaco de cordao
no bolso e um bom pivdé nem sempre estd a dis-
posicao. Observe na Figura I que ha dois eixos
em torno dos quais nosso giroscépio pode girar li-
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vremente: um eixo de rotagao 71 na diregao do
suporte (fixo) do pivo (ou do cordao dependurado)
e um eixo de rotagao no perpendicular a n; e pas-
sando pelo pivo. O anel do giroscépio gira em torno
do eixo 1 com uma velocidade angular w. Seja I o
momento de inércia do anel e r o comprimento do
eixo passando pelo centro do anel. Na auséncia de
forgas externas, este giroscopio tem um momentum
angular L = Twn, o qual é conservado. Note que
este vetor momentum angular é paralelo ao vetor
r.

Como mostrado na Figura I3, a presenca da
forca externa M ¢ produz um torque,

T=rx(Mg), 7= Mrgsind, (4.47)

onde r é o vetor posi¢ao indicado na Figura EA.
Pela propriedade do produto vetorial, o vetor tor-
que em (EZ2) é perpendicular ao vetor posigao r e,
portanto, perpendicular ao vetor momentum angu-
lar L. De acordo com a Eq. (E=39), torque é igual &
taxa de variagao temporal do momentum angular,
7 = L. Como a variacio dL do momentum angular
é proporcional ao vetor torque, pois dt é positiva,
entao podemos concluir que a variagao dL é perpen-
dicular a L, L-dL = 0. A Figura I3 ilustra esta si-
tuacao antes de passarmos o limite A¢ — d¢. Note
que fizemos 6 = /2 na Figura 3. Para 6 # 7/2 a
ponta do vetor momentum angular L executa um
movimento circular de raio L sin 6.

Figura 4.5: Movimento de precessao do eixo n, pa-
ralelo ao momentum angular L, do giroscépio mos-
trado na Figura I3, com § = 7/2, em torno do eixo
n1.

Como L - dL = 0, temos entdo que o mddulo
L = Iw do vetor momentum angular é conservado

13

(Faga o Exercicio @), apesar da agdo da forga ex-
terna. Assim, apenas a dire¢do do vetor momen-
tum angular estd mudando no tempo. Podemos
dizer entdao que a forca gravitacional ainda man-
teve intacta uma das trés leis de conservagao do
momentum angular (o seu médulo), contidas no
Teorema B. Como L -dL = 0 e L = 0, entdo a
ponta do vetor momentum angular angular exe-
cuta um movimento circular, como mostrado na
Figura 3. Este movimento circular em torno do
eixo 1 é denominado de precessdo. A velocidade
angular w,, deste movimento de precessao pode ser
calculada facilmente com o auxilio da Figura 03,
pois ||dL|| = Lsinfd¢. 2 Assim,

_do 1 JldL|| _ 1

“PT Ut T LsinO dt  Lsin

[IT]].  (4.48)

Usando o torque calculado em (E1), temos a ve-
locidade angular de precessao,

Mgr gr 1
= =Z=— 4.49
“r Iw K2w’ (4.49)
onde fizemos I = MK? com K sendo um

pardmetro (geométrico) caracteristico do sistema,
conhecido como “raio de giro”.

Devemos notar que a velocidade angular de pre-
cessdo () é inversamente proporcional & veloci-
dade angular w do giroscépio. Consequentemente,
a velocidade de precessao aumenta quando a ve-
locidade angular do giroscépio diminui. No limite
w — 0, temos, de acordo com (), w, — oo.
No entanto, observamos no experimento que o gi-
roscopio nao aumenta indefinidamente a sua veloci-
dade de precessao quando a sua velocidade angular
diminui. Ele simplesmente para de precessionar e
cal quando w — 0. Isto significa que (EZd) neces-
sita de corregoes. Estas corregoes podem ser fei-
tas levando-se em consideracao a massa do eixo do
anel, a qual foi ignorada até entdao. No entanto, es-
tas correcoes seriam um refinamento desnecessério
neste momento. Em um giroscopio real, a ponta
do vetor momentum angular também apresenta um
movimento oscilatério perpendicular ao plano de
precessao. Este terceiro movimento é denominado
de nutacgdo.

Aprendemos algo muito importante com este gi-
roscopio ideal esquematizado na Figura IA: a va-

2Note que ||dL|| é diferente de dL, pois L = 0 implica em

dL = 0.
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riagao do momentum angular produz um movi-
mento de rotagao. Isto é completamente andlogo ao
movimento de translagao produzido pela variagao
do momentum linear (como acontece nos fogueti-
nhos de dgua). Também podemos ver que o simples
fato da roda estar girando impede que o centro de
massa dela caia sob a acao da forca gravitacional.
Curiosamente, a propria forca gravitacional é res-
ponsavel por manter o eixo de rotagao na posicao
angular # sem que o centro de massa “caia”.

4.5.1 Exercicios

Exercicio 7

Considere uma quantidade vetorial A qualquer que

esteja mudando no tempo, A = A(t). Suponha que

o diferencial dA seja perpendicular a A, A-dA = 0.

Mostre entao que
d(A-A)=2AdA=0. (4.50)

Este resultado mostra que o médulo do vetor A é

uma quantidade conservada (admitindo que A #
0).

4.6 As equacoes de Euler

Nés aprendemos que as leis de Newton para a
dinamica translacional sao véalidas em qualquer re-
ferencial inercial. Também ja mencionamos que as
leis da mecanica Newtoniana em geral também sao
validas em qualquer referencial inercial, e somente
em referenciais inerciais. Nos pardgrafos acima, es-
tabelecemos as leis que governam a dindmica do
movimento rotacional e afirmamos que tais leis
sao analogas as leis de Newton para o movimento
de translagdo. Sendo entao leis integrantes da
mecéanica Newtoniana, entdo elas (as leis do mo-
vimento de rotagdo) devem ser vélidas somente em
referenciais inerciais. No entanto, nenhum referen-
cial inercial foi especificado nas discussoes acima
sobre a dindmica do movimento de rotagdo. Onde
estard este referencial inercial? Veremos que ao
estabelecermos uma resposta a esta pergunta, en-
contraremos algumas caracteristicas muito impor-
tantes sobre momento de inércia até entao des-
conhecidas. Estas caracteristicas novas sao indis-
penséveis ao tratamento de sistemas reais e, mesmo
nao sendo necessario, elas justificam a existéncia
de um curso novo, denominado de Algebra Linear.
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Veremos também que o momento de inércia, o qual
é para nés um escalar (ntmero) até entdo, é de
fato uma matriz. Serd o nosso primeiro encon-
tro com uma matriz representando uma entidade
fisica. Até entdo, temos usado escalares (como
massa, carga, tempo e energia) e vetores (como
posigao, forga, torque, etc.) na descri¢io do mo-
vimento na mecanica Newtoniana.

4.6.1 Taxas de variagao no tempo

Vamos considerar novamente um corpo rigido, no
qual a distancia entre dois de seus pontos perma-
nece sempre fixa, girando em torno de um eixo pas-
sando pela origem do sistema de coordenadas iner-
cial O. Seja r o vetor posicao da massa dm neste
sistema inercial, o qual faz um angulo 6 com o eixo
de rotagao representado pelo versor 7, conforme in-
dicado na Figura I.

>

rL

dm

O¢ O.

Figura 4.6: Vetor posicao r da massa dm no re-
ferencial inercial @. O referencial nao-inercial O,
estd fixo no corpo rigido.

Podemos ver na Figura O que r; = rsinf, a
projecao do vetor posicao r perpendicularmente ao
eixo de rotacao, é exatamente a distancia da massa
dm até o eixo de rotagdo. Note também que (se
ainda nao o fez, faca)

Fr=v=wxr, w=uw. (4.51)

Vale a pena relembrar que devido a rigidez do
nosso sistema, a massa dm estd localizada a uma
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distancia fixa da origem O, ou seja, 2 = r-r é cons-

tante no tempo. Entao, derivando esta expressao
no tempo, teremos (reveja o Exercicio O)

do_y_d
dt Tdt

Assim, qualquer massa dm em um corpo rigido exe-
cuta um movimento circular de raio r; = rsinf.
Lembre-se que o vetor velocidade é perpendicular
ao vetor posicao somente em um movimento circu-
lar.

A relagao (IC2D) é muito mais que uma simples
relagao entre grandezas cinemadticas. Vejamos o
porqué disto. A observacao especial aqui é que o
vetor posigao r descreve a posigao da massa dm (ou
de um ponto qualquer no corpo rigido) em dois sis-
temas de coordenadas: no referencial inercial O e
em um outro referencial nao-inercial O.. Este re-
ferencial nao-inercial O, também tem a sua origem
no mesmo ponto O e seus eixos estao solidarios ao
corpo rigido, ou seja, vistos do referencial inercial
O, os eixos do referencial O, estdo girando junto
com o corpo rigido. Em algum tempo, por exem-
plo em ¢t = 0, os eixos destes dois referenciais sao
coincidentes. Evidentemente, para quem esté no re-
ferencial nao-inercial O, o vetor posicao da massa
dm, o qual denotaremos por r., é independente do
tempo, ¥, = 0. O vetor velocidade angular w é o
mesmo nos dois referenciais, w = w,, pois o eixo
de rotagao estd instantaneamente em repouso no
referencial inercial. Entao a relagdo (IC20) esta nos
ensinando como escrever no referencial inercial a
taxa de variacao de um vetor fixo no corpo rigido,
ou seja, fixo no referencial nao-inercial girando com
a velocidade angular w,

2=0 (rr)=2rt = r¥=0 (4.52)

e =WwXTr., w=wn.

(4.53)

Como a TUunica caracteristica especial do vetor
posicao r. € estar fixo no referencial nao-inercial,
entao a taxa de variacao de um vetor qualquer A
em um referencial girando com a velocidade angu-
lar w, vista de um referencial inercial é

d

dt

Esta relacao nos diz quem é a taxa de variacao de
um vetor no referencial inercial conhecendo apenas
o préprio vetor e sua taxa de variagao no referencial
girante (ndo-inercial), ou seja, ndo precisamos co-
nhecer explicitamente como este vetor depende do

A=A+wxA. (4.54)

tempo no referencial inercial. Nao devemos esque-
cer que estes dois referenciais devem possuir uma
origem em comum e que seus eixos devem ser coin-
cidentes em algum instante de tempo. Podemos
ver de () que dw/dt = w, como esperado: os
dois observadores medem a mesma taxa de variagao
para vetores paralelos ao eixo de rotagao (faga o
Exercicio B).

Note também que mudamos um pouquinho a
notagao das derivadas no tempo em (I2d): no lado
esquerdo escrevemos dA /dt para representar a taxa
de variagao temporal no referencial inercial; no lado
direito usamos A para representar a taxa de va-
riagao temporal no referencial nao-inercial. Esta
observacgao sobre notagao é importante para evitar
erros quando precisarmos da derivada segunda no
tempo, ou seja, quando precisamos aplicar a regra
(3) mais uma vez,

d2

A= A+20x A+wxwxA+wxA. (4.55)

Esta relagao é importante (necessaria) para expres-
sarmos a segunda lei quando o vetor posicao esta
no referencial girante (nao-inercial).

A relagéo (IC23) é tao importante que vale a pena
obte-la de outra forma. Considere i., j. e k. 0s
versores do referencial girante (soliddrio ao corpo).
Entao a taxa de variagao destes versores, vista no
referencial inercial (fixo), segundo a relagao (I24),

7

e

*ic

d

o Dy, = wxk,, (4.56)

dt

= WX, 7)e = WX,
uma vez que estes versores estao fixos no referencial
girante. Suponha A = A,i. + A,j. + A k. um
vetor descrito no referencial girante. Entao a taxa
de variacao deste vetor, vista no refrencial inercial,

3

[§]

dA dA dA
GpA 02, Oy 042
dt dt le ¥ dt Jo dt ¢
di, dje dk,
A~ + A, + A . (4.
+ "”dt+ ydt+ 2 (4.57)

A taxa de variagdo no tempo de quantidades es-
calares é a mesma nos dois referenciais. Imagine
um recipiente cheio de agua a qual estd vazando
através de um furo. Imagine também que este ob-
jeto esteja girando. Naturalmente, a vazao (volume
de dgua saindo por unidade de tempo; um escalar)
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é a mesma nos dois referenciais, pois 0 movimento
de rotagdo nao cria e nem destréi dgua. Assim, de-
vemos ter dA;/dt = A; para qualquer escalar A,.
Desta forma, usando também (E20), a Eq. (223)
se transforma na (C23).

4.6.2 Tensor de Inércia

Procedendo como na Se¢ao I, vamos escrever a
energia cinética total do nosso corpo rigido como a
soma das energias cinéticas de cada massa dm,

1

f/dmihr".

T =
2

(4.58)
O vetor velocidade angular pode ser introduzido
via qualquer uma das duas relagdes (IC2) e (23).
Vamos escolher a primeira delas, isto é, com o vetor
posicao escrito no referencial inercial. Como este
referencial é ortonormal (por construcao), entéo

.92 2
I'I'—E l’z E L«JXI‘)Z,,
=1

na qual estamos escrevendo o vetor posicao na
forma r (x1,29,23) = (x,y,z). Existe uma
forma compacta de escrevermos as componentes
(w X r) do produto vetorial (w X r)

3
(w X I‘)i = Z Zgijkwjxka

j=1k=1

(4.59)

(4.60)

na qual (g;%5) ¢ o tensor completamente anti-
simétrico de ordem trés (ou tensor de Levi-Civita),
definido pelas seguintes propriedades de suas com-
ponentes €;;; (Faga o Exercicio O):

+1 se (i,4,k) € Ppars
gijk =40 sei=joui=kouj=k, (4.61)
-1 (S (i,j, k) S P]’mpara
onde
Ppar = {(17233)7(37172)7(27371)}7 (4'62)
P)fmpar == {(173a2)7(271a3 7( ) 71)}v (463)

sao as permutagoes pares e impares, respectiva-
mente. Podemos ver entao que o tensor de Levi-
Civita troca de sinal sempre que uma permutacao
entre dois indices é efetuada. Isto justifica o adje-
tivo “completamente” anti-simétrico.
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Somas envolvendo produtos das componentes
€51 do tensor de Levi-Civita possuem muitas pro-
priedades interessantes. Em particular, iremos pre-
cisar desta,

Zgijkgirs = 6jr6k:s - 6j56kr7 (464)
i=1

na qual (d;;) é o tensor completamente simétrico de

ordem dois (ou tensor de Kronecker, ou simples-

mente “delta” de Kronecker), definido pelas seguin-

tes propriedades entre suas componentes J;; (Faca

o Exercicio [M):

6ij{

Devemos agora substituir a expressao (IT0) em
(I33) e usar os resultados anteriores,
3
)

( €l]kwjxk§ § EirsWrl
<§ EZ]k£ZT$>wjkaTzs

r=1s=1

1
0

se i =j,

N (4.65)

3 3

-

=

=1

b
I

1
3

<.

I
NE
Mw
NE

1s=1
3
Wy 5]75k5xkx.s - 6]55k7xkx )

=

r

<.
Eol
w

w

I
NE

—

1s=

Il
-
£
Il
-
S

<.

M«
N

(4.66)

wj ((5jr7“2 - xjacr)wr.

1

=

r

<.

O “caminho das pedras” é usar um indice diferente
em cada soma. Note que fizemos uso de (ETd) na
pentltima linha de (CTH). Também fizemos uso
da segunda parte do Exercicio M na tltima linha
de (ET™). Podemos perceber também que hd um
duplo produto matricial na tltima linha de (IT0O)
se imaginarmos (w;) como uma matriz linha e (w;)
como uma matriz coluna e (4;,r%—x,x,) como uma
matriz quadrada. Entretanto, como dm pdV,
onde p é a densidade, em geral depende das coorde-
nadas x;, entao é melhor definir esta estrutura ma-
tricial apds a substitui¢do do produto escalar (C00)
na energia cinética ()

U dm (6;,1% — xjxr)}wr

1 3.3
§ZZw Lir wy, (4.67)

j=1r=1

1
2j 1r=1
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na qual definimos

I, = /dm ((5jr7“2 —zz,). (4.68)
A matriz I = (I},) formada pelos elementos I, de-
finidos em (ETX) é conhecida por tensor de inércia.

Note que podemos trocar os indices do tensor de
inércia sem altera-los, I, = I,.;. Por isto, podemos
dizer que este tensor (ou esta matriz) é simétrico
(simétrica). Por se tratar de uma matriz, ou seja, é
necessario especificar dois indices para especificar-
mos qualquer um de seus elementos, este tensor é de
segunda ordem. Como dm = pdV, onde p é a den-
sidade de massa do corpo rigido, o tensor de inércia
depende apenas da geometria e da distribuicao de
massa do corpo rigido.

Também devemos notar que as componentes
(D3) estdo escritas no referencial inercial e, por-
tanto, dependem do tempo. No entanto, menciona-
mos no inicio deste pardgrafo que o vetor velocidade
angular podia ser introduzido na expressdo (I53)
da energia cinética via qualquer uma das duas
relagoes () e (C3). Escolhemos a primeira.
Caso tivéssemos escolhido a segunda relagao, o ten-
sor de inércia I continuaria a ter a mesma forma
(EDd), com as coordenadas x; representando o ve-
tor posicao r. no referencial nao-inercial. Neste
referencial nao-inercial, solidario ao corpo rigido,
o tensor momento de inércia é independente do
tempo. Isto nos mostra que mesmo nao servindo
para fazer dindmica, este referencial nao-inercial é
util para calcularmos as componentes do tensor de
inércia de forma independente do tempo. Esta ob-
servacao sera muito tutil logo adiante.

Com o auxilio do tensor de inércia, a expressao
(ET3A) pode ser re-escrita ainda numa forma mais
compacta,

1

Jw = -w
2

T=-w Tlw.

. (4.69)

Na primeira forma (primeira igualdade), o tensor
de inércia I atua sobre o vetor velocidade angular
w para produzir um novo vetor L = Iw cujo pro-
duto escalar com w nos d4 a energia cinética (ICG).
Na segunda forma (segunda igualdade), o vetor ve-
locidade angular w é interpretado como uma matriz
coluna e w? é a matriz transpostaﬂ, ou seja, uma

3 A transposicdo é uma operacio que troca linhas por co-
lunas em uma matriz.
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matriz linha. A expressdo (IGd) ou () para a
energia cinética rotacional estd nos informando que
o tensor de inércia I esta fazendo aqui o papel do
nosso momento de inércia definido em ().

Mas nao aprendemos que o momento de inércia
definido em (E3) é um escalar (um ndmero)? Sim,
de fato! Mas aqui ele é uma matriz. Logo abaixo
mostraremos como estas duas informagoes podem
ser reconciliadas. Aguarde apenas um instante.
Mas no momento, o (tensor) momento de inércia
é uma matriz simétrica. Esta é a primeira vez
que uma entidade fisica é representada matema-
ticamente por uma matriz, dai a importancia de
matrizes.

E o momentum angular? Ele é o resultado da
acao do tensor de inércia sobre o vetor velocidade
angular? Sim, de fato,

L=1Iw (4.70)
é o vetor momentum angular. Note que ao
contrario do caso particular que estudamos anteri-
ormente, este vetor momentum angular (CZ0) nao
é, em geral, necessariamente paralelo ao vetor ve-
locidade angular. Mais surpresas virao com exem-
plos.

Uma observagao importante antes de passarmos
aos exemplos: note que a energia cinética é sempre
positiva, T > 0 (o caso T = 0 nao tem qualquer
importancia; repouso). Isto significa que o vetor
L = Iw nunca poder4d ser ortogonal ao vetor veloci-
dade angular w e nem pode ser nulo, Iw # 0. Con-
sequentemente, a matriz I possui uma inversa, pois
Iw = L com L # 0 implica em w = I"'L (Faga o
Exercicio ). Portanto ja conhecemos duas propri-
edades elementares da matriz momento de inércia:
(1) ela é simétrica e (2) ela possui uma inversa.
Como serd visto no curso de Algebra Linear, estas
duas propriedades garantem que esta matriz pode
ser re-escrita numa forma diagonal (com todos os
elementos fora da diagonal iguais a zero), em ou-
tras palavras, ela pode ser diagonalizada. Vejamos
tudo isto através de um exemplo.

Vamos considerar um corpo rigido na forma de
um cubo de arestas de comprimento [, conforme
indicado na Figura . Por pura simplicidade,
iremos calcular o momento de inércia no referen-
cial solidédrio do cubo (embora estejamos usando a
mesma notacao do referencial inercial; outra como-
didade). Também para simplificar um pouco mais,
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vamos supor uma densidade volumétrica constante,
p = M/I? com M sendo a massa total do cubo.
Como o sistema cartesiano é o que se adapta melhor
a simetria do cubo, entdo o volume infinitesimal é
dV = dzxdydz e dm = pdV.

z

Figura 4.7: Corpo rigido na forma de um cubo de
arestas de comprimento . Um dos eixos principais
do momento de inércia passa pela origem e o ponto
A (diagonal do cubo).

As componentes do tensor momento de inércia
sao calculadas através da definigao (G3). Natural-
mente a integral em (E3) deve ser efetuada sobre
toda a regiao contendo massa, ou seja, dentro do
cubo. Assim, teremos trés integrais, uma em cada
diregdo. Cada uma destas integrais estd definida
no intervalo fechado [0, 1], pois um dos vértices do
cubo estd na origem do nosso sistema de coordena-
das, como pode ser visto na Figura .

Por exemplo, para a componente I11, temos

I, /dm [(m2 +y? + 22)511 - xQ}

Mo ! !
i dgc/ dy/ dz (y* +2%), (4.71)
0 0 0

a qual contém duas partes,

M/ l 1
Iu:—/dx/ dz/ y2dy
B Jo 0 0
Mo 1 !
—l—l—g/dac/dy/dez
0 0 0

M

3 3 2
=3 22l :ngz.

T+ 03 (4.72)
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Por simetria, devemos ter I1; = I = I33 (Faga o
Exercicio ). Similarmente, para o elemento I,
temos

Lo /dm (2% 4+ y° + 2%)612 — 2]

Mo 1 l
173/ da:/ dy/ dz (—zy)
0 0 0
Mo 1 l
——3/ xdm/ ydy/ dz
I° Jo 0 0

1
—ZMI2.
4

(4.73)

novamente, por argumentos de simetria, devemos
ter Iig = I13 = I»3 (Faga o Exercicio ). Assim, o
tensor de inércia é representado no referencial so-
lidario ao cubo pela matriz simétrica

+8 -3 -3 1
I=3|-3 +8 -3 ,6:EMZZ. (4.74)
-3 -3 48

Note que esta matriz é simétrica e possui determi-
nante diferente de zero, portanto possui uma in-
versa (calcule esse determinante e a inversa; veja
também o Exercicio [3).

Mencionamos que a matriz representando o ten-
sor de inércia pode ser re-escrita numa forma di-
agonal. Como isto é feito? Para diagonalizarmos
a matriz (CA), primeiro devemos responder a se-
guinte pergunta. Existe nimeros A e vetores u que
satisfazem (matricialmente)

Iu=Xu ou (I-AL)u=0, (4.75)

na qual 1 é a matriz identidade? Isto é na ver-
dade um sistema de trés equacgoes lineares para
as trés componentes do vetor u como incégnitas,
para cada possivel valor do niimero A. O problema
é que este nimero A também é desconhecido. A
solugao vem junto com o problema, pois este sis-
tema de equagoes lineares é homogéneo. Aprende-
mos (ou iremos aprender, isto ndo importa aqui)
que um sistema homogéneo admite uma solugao
nao-trivial (diferente de zero) somente quando o
determinante da matriz (I — )\]l) for igual a zero
(Faga o Exercicio [A),
I-A1|=(A—-28)(A—11B8)>=0.  (4.76)

Este polinémio em A é conhecido por polindmio ca-
racteristico. Assim, é possivel somente a existéncia
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de trés valores para A\, Ay = 28, A 118 e
A3 = 113. Estes valores sao conhecidos como au-
tovalores da matriz (CZA). Quando os autovalores
aparecem repetidos, como Ay e A3, eles sao deno-
minados de degenerados. O numero de autovalores
iguais é o grau da degenerescéncia. Neste caso, te-
mos uma degenerescéncia de grau dois.

Conhecendo os possiveis valores de A (os auto-
valores), podemos determinar as componentes dos
vetores u para cada valor de \. Isto é feito subs-
tituindo os valores dos autovalores A de volta em
(™). Estes vetores u sdo denominados de au-
tovetores. Como o sistema é homogéneo, haverd
pelo menos uma componente destes vetores que
nao poderd ser determinada. Quando h&d degene-
rescéncias, o numero de componentes indetermina-
das é igual ao grau da degenerescéncia. Muito bem,
ao executarmos este procedimento, teremos (Faga
o Exercicio )

u; = al(]-a]-v]-)v
Uz = 042(*].,0, 1)5 (477)
us = 043(—17 1,0)

Estes vetores satisfazem (CZ3) para quaisquer va-
lores das constantes «, e sao denominados de auto-
vetores.

Note que a estrutura geral em (EC3) é a acao
do tensor de inércia em um de seus autovetores
resultando no mesmo autovetor multiplicado pelo
autovalor correspondente. Este tipo de estrutura,
denominada de equagdo de autovalor—autovetor, tem
um papel fundamental em ciéncias exatas em geral
(mais detalhes no curso de Algebra Linear).

Evidentemente, como os autovetores us e ug cor-
respondem ao mesmo autovalor A = 113, entéo po-
demos usar qualquer combinacao linear de us e us.
Esta observagao é muito 1util para escrevermos uma
matriz ortogonal® U que diagonaliza o tensor de
inércia (ICZA), ou seja,

260 0
Ip=U'TU=|0 118 0 (4.78)
0 0 118

A receita para encontrarmos esta matriz ortogonal
U é simples: ela é formado pelos autovetores do

4Uma matriz U é denominada de ortogonal quando a sua
inversa U~1! for igual a sua transposta UT, isto é, U1 =
UT. Em outras palavras, é muito facil calcular a inversa de
uma matriz ortogonal.
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tensor de inércia. Os autovetores (E221) formam as
colunas da matriz ortogonal U. No entanto, temos
um probleminha: os autovetores escritos na forma
(3A) ndo formam uma matriz ortogonal (Faga o
Exercicio M). Isto se deve ao fato de haver uma
degenerescéncia de grau dois. A solugao é formar
combinacoes lineares dos autovetores degenerados,

u/g = ajus + asus, u’3 = bius + boug, (479)

e determinar os valores das constantes a e b que
tornam a matriz formada por estes novos autoveto-
res uma matriz ortonormal. Uma possivel escolha
éa1 1/\5, a2:0,b1:1/\/66b2 2/%

Com esta escolha, teremos

1 1 1
Loy

U= 7 01 7 (4.80)
V3 V2 Ve

Note que normalizamos o autovetor u; antes de
usé-lo. Esta matriz é ortogonal e diagonaliza o
nosso tensor de inércia (Z2A) de acordo com a re-
ceita () (Faca o Exercicio [3).

Uma matriz ortogonal tem uma outra proprie-
dade igualmente importante: ela deixa o moédulo
de qualquer vetor inalterado. Por exemplo, calcule
a acdo da matriz (IZ=20) no vetor velocidade angular
(visto como uma matriz coluna)

w1
)
w3

w = (4.81)

Agora calcule o médulo ao quadrado deste novo
vetor w’,

W w =wTw = (Uw)TUw

=wTUTw =wTw=w w, (482

na qual fizemos uso da propriedade de ortogona-
lidade UT = U~!. Portanto este resultado nos
mostra que uma matriz ortogonal sempre deixa o
médulo de um vetor invariante.

Em mecéanica, os autovetores (C72) ou (==0) de-
finem novos eixos mutuamente perpendiculares, os
quais sao denominados de eixos principais do ten-
sor de inércia. Os autovalores sao os momentos de
inércia principais, Iy = 28 e I, = I3 = 115. Ha
situacoes em que os trés momentos de inércia prin-
cipais sao iguais e é neste caso (degenerescéncia tri-
pla) que o momento de inércia pode ser considerado
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um numero, como suposto no inicio da nossa dis-
cussao sobre a dinamica do movimento rotacional
(Faga o Exercicio [M).

A fim de calcularmos a energia cinética rotacio-
nal e o momentum angular mais facilmente para o
sistema mostrado na Figura I, vamos supor que o
cubo esteja girando em torno do eixo x com uma ve-
locidade angular de médulo w, isto é, w = (w, 0,0).
Neste caso, a energia cinética (IC0d) e 0 momentum
angular (IZ70) sdo,

Ly o 9

T =-MIl*w*,

3 (4.83)
L = MI?w(2/3,—-1/4,—1/4),

respectivamente (Faca o Exercicio ). O angulo
entre weL é

w-L 8
wL V82

Caso tivéssemos escolhido o vetor velocidade na
direcao de um dos eixos principais, por exemplo,
na dire¢do de uy (a diagonal do cubo passando pela
origem), entdo w e L seriam paralelos.

=

cosa = a=27,94°. (4.84)

4.6.3 Momentum angular e torque

Resta agora rediscutirmos as equagoes de movi-
mento 7 = L. Elas continuam validas? O torque 7
e o momentum angular L ainda continuam sendo
calculados pelos produtos vetoriais 7 = r X F e
L =r x p? Quem é o ponto de referéncia? Para
calcular o torque via r X F e usar a segunda lei de
Newton F = mi# simultaneamente, o ponto de re-
feréncia deve ser sempre um ponto inercial, como a
origem do referencial inercial O, por exemplo, pois
a segunda lei de Newton na forma F = mr sé é
valida num referencial inercial. Vale lembrar que
todas as derivadas temporais nesta sub-sec¢ao (ape-
sar da notagao) sao feitas no referencial inercial.

Seja r o vetor no referencial inercial O indicando
a posicao do elemento de massa dm no interior de
um corpo (nao precisa ser rigido). Entao, o momen-
tum angular resultante, devido aos momenta linea-
res dmr de cada massa dm, calculados em relagao
a origem do referencial inercial O, é

L:/dmrxi‘.

Vamos supor também a presenca de um segundo re-
ferencial O., desta vez solidéario ao corpo. Pode ser

(4.85)
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localizado no centro de massa, por exemplo. Seja
u o vetor posicao do elemento de massa dm neste
referencial O, (fixo no corpo) e R o vetor posigao
do referencial O, em relacao ao referencial inercial
O. Entao r = R + u (faga um diagrama). Assim,
o momentum angular (Z3) pode ser reescrito na
forma

L:RX(MR)—i—/dmuxil
+R><(/dmi1)+(/dmu)xR. (4.86)

Este resultado (©de ser simplificado tremendamente
caso a origem do referencial O, esteja no centro de
massa, pois podemos usar a propriedade (EZ3) (e
a derivada dela). Neste caso especial, 0 momentum
angular (Z20), calculado no referencial inercial O,
simplifica para

L=Rx (MR)+L,, LC:/dmuxu, (4.87)

onde L. é o momentum angular do corpo em
relagio ao centro de massa (com a velocidade
medida no referencial do centro de massa).
Lembrando que as forgas internas nao contri-
buem para o torque resultante, entao o torque re-
sultante 7 devido ao torque provocado pelas forgas
externas dmt agindo em cada massa dm, calculado
em relagdo a origem do referencial inercial O, é

T:/dmrxi‘.

Este torque pode ser re-escrito na seguinte forma:

(4.88)

r:/dmrxfz%/dmrxfzn (4.89)

Portanto, as equagoes que governam o movimento
de rotacao continuam sendo T = L. Certamente ja
esperavamos por este resultado, pois tanto o mo-
mentum angular (C=23) quanto o torque (C=3) estao
sendo calculados em relacao a um ponto inercial
(em repouso ou em movimento uniforme), onde a
segunda lei de Newton assume sua forma mais sim-
ples. No entanto, ha uma grande surpresa quando
escrevemos o torque em relagao a origem do refe-
rencial (ndo-inercial) O, soliddrio ao corpo, intro-
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duzindor = R + u,

Tcz/dmuxf‘zfdm
+

( / dmu) x R.  (4.90)

uxu

Note que dmi é a forga no elemento de massa dm
e u ¢é o brago desta forca para calcular o torque em
relagad a origem do referencial nao-inercial O.. Note
também que T, # L., com L, definido em (=3).
Podemos até argumentar que este resultado ja era
esperado, pois o torque esta sendo calculado num
referencial ndo-inercial. A grande surpresa é que
a relacao 7. = LC ¢ valida num referencial nao-
inercial com sua origem no centro de massa! De
fato, para o centro de massa, o ultimo termo em
(M) se anula devido & propriedade (EZ3). Isto
serd muito 1til logo a seguir.

4.6.4 As Equacoes de Euler

O tnico inconveniente em 7T = L, com L = lw,
é que o tensor de inércia calculado no referencial
inercial O depende também do tempo e isto pode
dar uma forma complicada para as equagoes de mo-
vimento. A solucdo deste problema estd na relagao
(E33), a qual serd usada para calcularmos o torque
com o momentum angular escrito no referencial gi-
rante (onde o tensor de inércia é independente do
tempo). Assim,

dL

dt

= — =wxL+L. (4.91)
Desta forma, podemos re-escrever (IL'ID]) sem a pre-

senca do momentum angular,

T=wxIw+Iw. (4.92)

As trés equagdes de movimento contidas em (I°I2)
sao conhecidas como equacdes de Euler. Elas de-
sempenham o mesmo papel da segunda lei de New-
ton para as translagoes (Faca o Exercicio ). Nao
devemos esquecer que tudo que estd no lado di-
reito em (C) deve ser calculado no referencial
nao-inercial.

Podemos notar em () que somente quando
o vetor velocidade angular w for paralelo ao vetor
momentum angular L, isto é, quando w for propor-
cional a um dos autovetores do tensor de inércia I,
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pois L = Tw, é que teremos a expressao 7 = L = Tw
com a qual estdvamos acostumados. Além disto,
devemos nos lembrar que o tensor de inércia nesta
expressao é calculado no referencial solidario ao
corpo rigido, onde ele é independente do tempo,
e que o torque T esta sendo observado no referen-
cial inercial. Apenas o lado direito de (C) é que
estd sendo calculado no referencial nao-inercial.

Nao seria interessante se pudéssemos calcular o
torque em (IC2) também em relagao a algum ponto
especial no referencial do corpo rigido? Isto ajuda-
ria muito em situagdes em que o centro de massa
do corpo rigido estd em movimento. De fato este
ponto especial existe: ele é o centro de massa. Re-
veja a discussao no final da subsecao anterior. Por-
tanto, podemos continuar usando 7 = L, com L
e T calculados em relagao ao centro de massa, in-
dependentemente do centro de massa estar acele-
rado ou nao. Isto significa que até mesmo o lado
esquerdo de (IC) pode ser calculado no referen-
cial nao-inercial do corpo rigido, mas este torque
s6 pode ser calculado em relagao a um ponto: o
centro de massa (viva o centro de massal).

O fato de podermos calcular tanto o torque (em
relagio ao centro de massa) quanto o tensor de
inércia no referencial do corpo rigido nos permite
aplicar a segunda lei de Newton com facilidade,
por exemplo, a um corpo rolando em um plano in-
clinado, onde o centro de massa certamente esta
acelerado. B por isto que, em geral, as equagoes
(diferenciais) de Euler devem ser resolvidas junta-
mente com as equagoes (diferenciais) provenientes
da segunda lei de Newton para o movimento trans-
lacional do centro e massa.

Antes de alguns exemplos, uma observagao sobre
a taxa de variacdo da energia cinética (ITd) no
tempo, ou seja, poténcia instantanea. Com o tensor
de inércia calculado no referencial do corpo rigido,

7

a derivada de (T3) é
T:%(m-1w+w.1w):w.1w, (4.93)

na qual a ultima igualdade é possivel somente por-
que o tensor de inércia I é representado por uma
matriz simétrica e o produto escalar também é
simétrico (repita este procedimento usando a repre-
sentacao matricial do vetor velocidade angular). O
resultado em (C3) ¢ idéntico a w - T,

T=w-Iwo=w-T. (4.94)
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Esta expressao para a poténcia do movimento ro-
tacional é andloga a expressao v - F para a poténcia
no movimento translacional.

Vejamos alguns exemplos (simples) de como po-
demos utilizar as equagdes de Euler (C). Va-
mos considerar inicialmente um corpo rigido livre
de torques. Esta situagao é andloga a situacao em
que um corpo estd em queda livre. Vamos supor
também que o nosso corpo rigido esteja girando em
torno de um de seus eixos principais, ou seja, vamos
considerar que o vetor velocidade angular seja pa-
ralelo a um autovetor qualquer do tensor de inércia.
Se o torque resultante é nulo, 7 = 0, e se w for para-
lelo a I, entdo a equagéo de Euler (I-2) nos diz que
o vetor velocidade angular é constante no tempo,
w = 0, pois o tensor de inércia ja é constante no
tempo e Iw = Aw, com A constante. Caso o corpo
rigido nao esteja girando em torno de um de seus ei-
X0s principais, isto é, caso w nao seja mais paralelo
a I, entao o vetor velocidade angular nao sera mais
constante no tempo, pois teremos w x Iw 4+ Iw = 0
de (C). Note que nestes dois casos o vetor mo-
mentum angular no referencial inercial é constante
no tempo, pois o torque resultante é nulo.

(T

r
1

Figura 4.8: Esfera rolando em um plano horizontal
sem deslizar. O referencial O é inercial.

Como um segundo exemplo, vamos considerar
um corpo rigido com uma distribui¢ao uniforme de
massa M na forma de uma esfera de raio R. O
momento de inércia desta esfera, em torno de seu
centro de massa, isto é, com a origem do referencial
nao-inercial colocada no centro de massa, é propor-
cional a identidade, I = I'l, ou seja, os autovetores
do tensor de inércia sao triplamente degenerados
(veja o Exercicio ). Vamos supor também que
esta esfera esteja rolando, sem deslizar, sobre um
plano horizontal. Em principio, podemos imaginar
a necessidade de uma forga externa F = (F, F,,0)
paralela ao plano horizontal para manter a esfera
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rolando. Vamos supor que esta forga seja constante
e esteja sendo aplicada na parte superior da esfera
conforme mostrado na Figura 3. Entao esta forca
resultante produz um torque em torno do centro de
massa da esfera,

T = Rk x (Fyi + F,j) = RF,i + RF,j

—wXxIw+Iw=Jwxw+Iw=1Iw, (4.95)

onde aproveitamos também para usar as equagoes
de Euler (0). Note que estamos usando o fato de
podermos calcular inclusive o torque no referencial
da esfera, desde que a origem esteja no centro de
massa.

Re-escrevendo (C3) em termos de componentes,
temos

I, = RFy, Iw,=RF,, Iw,=0. (4.96)
Além desta equagodes, temos que considerar o movi-
mento de translacao do centro de massa da esfera.
O movimento de translagao do centro de massa obe-

dece a segunda lei de Newton F = M¥, ou seja,

F, =Mz, F,=Mgjg, 2=0. (4.97)
De fato, temos de escolher z = R para que a es-
fera permaneca no plano XY (horizontal). Nao de-
vemos esquecer que a condi¢ao de rolamento sem
deslizamento impoe condigoes de vinculos na velo-

cidade do centro de massa,

¥ = —Rk X w = —Rwyi — Rw,J, (4.98)
ou seja
i=—Rw,, §=—Ruw,, 2=0. (4.99)

Ao invés de tentarmos resolver as equagoes aco-
pladas (CM), (CI2) e (CM) formalmente, pode-
mos improvisar. Por exemplo, podemos derivar as
equagoes de vinculos (-I9) no tempo e eliminar as
derivadas das componentes da velocidade angular
usando (D) e, finalmente, eliminar as componen-
tes da forga usando (1), para obtermos

. : R? MR?
a:fwayffTszf T

= =0 = w,=0, (4.100)
. . R? MR? .
Y= —Rw, = TFZ/ == I Y

= =0 = w;=0. (4.101)
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Pronto, temos o que procurdavamos: r = 0, movi-
mento retilineo para o centro de massa, e w = 0,
movimento uniforme para o vetor velocidade angu-
lar. Vamos as surpresas. Primeiro, note que a com-
ponente w, nao precisa ser nula, como poderiamos
esperar. Segundo, note que nao hé necessidade de
uma forca externa para manter a esfera rolando.
Para que ela permaneca rolando, basta ter uma ve-
locidade angular inicial. Esta situacao é comple-
tamente andloga ao movimento uniforme do centro
de massa. Basta haver inércia (massa ou momento
de inércia) para haver movimento.

4.6.5 Exercicios

Exercicio 8

Faca A = w em (C3) e mostre que w = w,.. Use
as propriedades do produto vetorial. Use também
o fato de que w é o mesmo nos dois referenciais.

Exercicio 9
Efetue as somas em (D) explicitamente e mostre
que

(w x r)l = Wol3 — W3Ta, (4.102)
(w X I')2 = W3Tr1] — W13, (4103)
(w X r)3 = W1To — Walk1, (4.104)

conforme previsto pelas propriedades do produto
vetorial (equivalente ao uso de determinantes).

Exercicio 10
Verifique explicitamente a propriedade (ETd). Efe-
tue também explicitamente as seguintes somas:

3 3

2
E 5jr6ks‘rk:xs = 5j'r E Tl = 6]'7«7’ ’
k=1

M«

=
Il

1

—

S

(4.105)

NE

(4.106)

3
E 0js0krTrTs = T;Tp.

k=1

—

S

Exercicio 11
Mostre que a energia cinética (E0d) pode ser re-
escrita nas seguintes formas:

1 1

1
T=gw: Iw = Sw- L= 5LI*lL, (4.107)

onde L é o momentum angular (I=70).
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Exercicio 12

Use a defini¢ao (LX) para calcular todos os seis
elementos do tensor de inércia para o cubo descrito
na Figura I3 e no texto ao lado da figura. Compare
seus resultados com (IC3) e (C3).

Exercicio 13

Use w = (w,0,0) e o tensor de inércia (ICA) para
determinar a energia cinética (ETH) e 0 momen-
tum angular (EE70). Recalcule também a energia
cinética usando as expressoes em (EIOA). Calcule
também o angulo entre w e L. Faga um dese-
nho (bem feito) mostrando estes dois vetores jun-
tamente com o cubo da Figura I e o respectivo
sistema de coordenadas.

Exercicio 14

Calcule o polinémio caracteristico da matriz (I_72)
e mostre que ele pode ser fatorado como mos-
trado em (7d). Encontre o autovetor u; (deter-
mine suas componentes) correspondente ao autova-
lor Ay = 23, Tu; = A\ju;. Normalize este autovetor,
isto é, imponha que u; - u; = 1. Isto determina a
constante arbitraria a; (o = 1/v/3).

Exercicio 15

Normalize os trés autovetores apresentados em
(E3) e construa uma matriz U contendo estes au-
tovetores normalizados como colunas,

1 -1 -1
B V2P

U=|u 01 = (4.108)
B o

Mostre que esta matriz nao é ortogonal, ou seja,
U~! # U"T. Mostre que a matriz definida em (IZ=0)
é ortogonal. Mostre também que esta matriz (Z20)
diagonaliza o tensor de inércia (CZA) segundo a
prescrigao (CZ3).

Exercicio 16

Determine o tensor de inércia (I0H) de uma esfera
macica de massa M, densidade uniforme e raio R.
Coloque a origem do referencial no centro da esfera.

Exercicio 17

Escreva explicitamente as trés equagoes de movi-
mento que estdo contidas na relacao vetorial (ICT).
Use o tensor de inércia na forma diagonal e deixe as
expressoes em termos das componentes do torque,
do tensor de inércia e do vetor velocidade angular.





