Introducao breve a Cosmologia

Esmerindo Bernardes !
L.I.A. — LABORATORIO DE INSTRUMENTACAO ALGEBRICA
Departamento de Fisica e Ciéncia dos Materiais
Instituto de Fisica de Sao Carlos

Universidade de Sao Paulo

21 de setembro de 2023

lemail: sousa@ifsc.usp.br


mailto:sousa@ifsc.usp.br

Sumario

1 As Equacgoes de Einstein

2 Elementos de Geometria Diferencial

2.1 ConeXan . . . . v v e e e e e e
2.1.1 Definicao . . . . . . . ..
2.1.2 Componentes . . . . . . . . . . e
2.1.3 I-formadaconexao . . . . . . . .. .
2.1.4  Transporte paralelo . . . . . . . ... ... oL

2.1.4.1 Geodésicas I . . .. ..o oo
2.1.5  Conexao Riemanniana . . . . . .. .. .. ... ... ... ...
2.1.6  Exercicios . . . . . . . . . e e

2.2 Torcao . . . .. e
2.2.1 Definicao . . . . . . ..
2.2.2 Primeira equacao estrutural. . . . . . ... ..o L.

2.2.2.1 Especulagoes. . . . . ... Lo
2.2.3 Componentes . . . . . . . . . e e e
2.2.4  Simbolos de Christoffel . . . . . . ... ... o o000
2241 Geodésicas IT . . . . .. . ... .. ..o
2.2.5  Exercicios . . . . . . ... e e
2.3 Curvatura . . . . ...
2.3.1 Definicao . . . . ..o
2.3.1.1 Segunda equacao estrutural. . . . . . .. .. ... L.
2.3.2 Componentes . . . . . . . . ..
2.3.2.1 Propriedades. . . . . ... ...
2.3.2.2 Leis de conservagao. . . . . . . . . ..o

2.4 Derivadade Lie . . . . . . . . . e
2.4.1 Difeomorfismo, mapa tangente e pull back . . . . . . ... ... ...
2.4.2  Transformacoes pontuais e de coordenadas . . . . ... ... ... ..
2.4.3 Objetos e quantidades geométricas . . . . . . .. ... ... ... ..
2.4.4 Derivadasde Lie . . . . . . . . ... o

3 As Equacoes de Einstein

3.1 Formulacao Lagrangiana . . . . . . . .. .. .. ...
3.1.1 Espaco-tempo plano . . . . . ... ... ..
3.1.2  Espaco-tempo curvo . . . . . ... e

i



SUMARIO SUMARIO
3.1.3  Formulacao lagrangiana . . . . . . ... ... ... L. 33

3.2 Linearizacao . . . . . . . ... Lo e e e 37
3.2.1 Limite newtoniano . . . . . . . . ... oo 39

3.2.2  Ondas gravitacionais . . . . . . . . . . . ..o 41

4 Cosmologia 43
4.1 Espacos com simetria maximal . . . . . . .. ... 0oL 43
4.1.1 Condigoes sobre tensores. . . . . . . ... 43

4.1.2 A volta do tempo universal . . . . . .. ... 46

4.1.3 O redshift cosmologico . . . . . . ... Lo 47

4.1.4 O tensor energia-momentum . . . . . . . ... 49

4.1.5  Termodindmica . . . . . . . ... 49

4.1.6 Equagoes de Einstein . . . . . . . ..o 50

4.1.7 Nossouniverso L. . . . . . .. .. L oL 52

4.2 Espagos estacionarios . . . . . . . ... Lo e e e 53
421 Introdugao . . . . . . .. 53

4.2.2  Schwarzschild . . . . ... o o o 54

4.2.3 Motivacao . . . . ..o e 55

4.2.4 Propriedades . . . ... o6

4.2.471 Provas . . . ... e e e e o6

4.2.5 Forma candnica . . . . . ... oL o7

4.2.6  Campos . . . ..o e e 58

4.2.7 Universo de Godel . . . . .. ... oo 61

A Topologia 62
AT Introito . . . . . e e 62
A2 Estrutura . . . . . . L e e e 62
A3 Propriedades . . . . . L 65
A4 ConsStrugoes . . . . . v o o e e 67

B Variedade diferenciavel 70

il



SUMARIO SUMARIO

v



Capitulo 1

As Equacoes de Einstein

Sob certas condicoes, as equacoes de Einstein podem ser escritas na forma

R
R, — 5 I +Ag =rkSw, k=——, R=R",, pre{01,23} (1.1)
onde G ¢ a constante gravitacional (do modelo Newtoniano), ¢ é a velocidade da luz (no
vacuo), Sy, ¢ o tensor dos esforcos contendo informacoes sobre a distribuicao de matéria e
energia, e R é o trago do tensor de Ricci,

R =Ry = R0 = 2(=T" 4] + Tl 01,0).- (1.2)

Os coeficientes I'*,,, sao definidos pela agao de uma conexdo V e, num sistema de coorde-
nadas local, sao calculados pelas coordenadas g,,, da métrica,

1
Veueu = Fauueay Fauu = _(_guu,a + Gow,p + gau,u)a Fauy = gaardum (13)

2
também conhecidos por simbolos de Christoffel, onde e, é um vetor da base canonica dos
vetores tangentes num determinado ponto.

Observando o tensor de Ricci em (1.2) e os simbolos de Christoffel em (1.3), percebemos
que as dez equagoes de Einstein em (1.1) sao equagoes diferenciais parciais (EDP), acopladas
e nao-lineares, para as componentes g, da métrica. Estas EDP determinam como a métrica
depende das coordenadas (num sistema de coordenadas local). A ordem mais alta das
derivadas parciais é dois e pode haver termos de ordem seis na métrica (produto de seis
componentes, incluindo suas derivadas). O tensor dos esforcos S, contribuird com funcoes
conhecidas da posicao, além da propria métrica. Portanto sao EDPs altamente nao-lineares,
em geral.

A meétrica determinada pelas equacoes de Einstein é de um espago M, o qual é denomi-
nado de variedade diferenciavel. Este espago contém também o espaco V dos vetores tangentes
e seu dual V*, bem como o espago das funcoes diferenciaveis F. Este espago (ou variedade,
por simplicidade) pode ser reconstruido “colando-se” pequenas copias do espago euclidiano.
Um ponto p num destes “retalhos” euclidianos tem coordenadas z* (coordenadas locais). A
métrica nos dard informacdes sobre a estrutura geométrica desta variedade.

Algumas observagoes sobre notacoes que estamos usando:



Capitulo 1. As Equacoes de Finstein

. Indices repetidos numa mesma expressao representa uma soma (convencao de Einstein
para somas),

R=R',=)» R, (1.4)

. Um par de indices dentro de colchetes (parénteses) representa uma antissimetrizacao
(simetrizacao),

o 1 a « o 1 a «
I puloy] — 5 <F po,y r ,uu,a)y I w(a,y) — 5 <F o, +T ,uy,a) . (15)

A simetrizagdo e a antissimetrizacao pode ser aplicada a um ndmero n de indices,
resultando na soma de todas as combinagoes pares para a simetrizacao e impares para
a antissimetrizacao, dividida pelo nimero n! de combinacoes.

. Um indice precedido por uma virgula (ponto e virgula) representa uma derivada parcial
(derivada covariante),

of

= oav

fo=0.f X, =V, X=X, +1,X". (1.6)
. Os versores da base do espago tangente V sao denotados por e, e aqueles do espaco
dual V* por e*, os quais satisfazem, por definicao,

et(e,) = o*,. (1.7)

Em um sistema de coordenadas local, podemos usar 1-formas e derivadas parciais como
base,
0 0 oxt
= —, dz* = =o",. 1.8
B Oxe (&E”) ox (18)
Um vetor tangente X qualquer e um vetor dual n qualquer podem sempre serem escritos
em termos de uma base:

el =dx", e

X = X"e,, n=ne", (1.9)

onde as componentes X* e 1, sao fungoes da posicao.
. Os vetores duais em V* se “alimentam” de vetores tangentes em V),
n:V =R, nX)=nX"€e,)=nX" VneV,VXeV, (1.10)

produzindo nimeros reais (R). Os vetores tangentes se “alimentam” de fun¢oes esca-
lares em F,

X:F—=R, X(f)=X"e(f)=X"f,(ocal), VXeV VfelF, (1.11)
produzindo novas funcoes escalares.

. A a¢do de um vetor tangente numa fungdo é uma derivada, denominada de derivada
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10.

direcional,

X(f) = SIo+ix)| (1.12)

t=0
onde p é um ponto da variedade diferencidvel.

Um tensor T do tipo (k,l) é um mapa multilinear de k vetores tangentes e [ vetores
duais no conjunto dos ntimeros reais ou no conjunto das fungoes reais (num determinado
ponto):

T:Vx--xVxV x---x V" =R, (1.13a)
T =T ey @ Qe e Q- Qe (1.13b)

onde V é o conjunto dos vetores tangentes (base e, ) e V* é o conjunto dos vetores duais
aos tangentes (base e*).

. Alteracoes de indices sao efetuadas pela métrica:

e = guwe’, e'=g"e,,  §""ga, =", (1.14)

Um espago (variedade) com uma métrica é a Geometria Riemanniana.

. A métrica nos permite calcular, entre outras coisas, num sistema local de coordenadas,

a distancia ds entre dois pontos proximos,

ds® = g, dxtdx”, (1.15)
e o produto escalar entre dois vetores,

A, B" = g,, A" B". (1.16)

A assinatura da métrica que usaremos em 4D é (4, —, —, —), representando os sinais
dos auto-valores, ou —2, a soma desses sinais.

Uma curva z#()) parametrizada por A tem um vetor tangente u",

e
b

u it (1.17)

Desta forma, a métrica pode ser reescrita como
ds® = g datdr’ = u,u® d\*. (1.18)

A curva z#()) é do tipo espago se u,u® > 0, do tipo tempo se u,u® < 0 e do tipo nula
(luz) se uqau® = 0.



Capitulo 2

Elementos de Geometria Diferencial

2.1 Conexao

2.1.1 Definicao

Seja M uma variedade diferenciavel, V o espaco dos vetores (ou campos) tangentes em p,
um ponto em M, e F o conjunto das funcoes diferencidveis em M. Uma conexao V em M
¢ uma aplicacdo V : VXV =V talque V : (X,Y) — VY, VXY €V, definida por

VxapyZ =VxZ+ fVyZ, VXY, ZEV,VfeETF, (2.1)
V(Y + f2) = VY + X(f)Z + fVxZ, (2.2)
Vx(T&T) = (VxT) T +T® (VxT'), VI, T € T, (2.3)

CoVx =VxoC, (2.4)

onde T é o conjunto dos tensores do tipo (r,s) em M e C é a operagao de contragao, a qual
pode ser definida por

C:VxV' =R, C(Cle,®e") =el(e,) =6k, (2.5)

onde e, e €” sdo os vetores de base em V e V* (dual), respectivamente. Devido as propriedades
(2.2)-(2.3), a conexdo V tem o status de derivada. Portanto, a conexdo de um campo
tangente constante é nula e podemos acrescentar mais uma propriedade na definicao de uma
conexao:

Vsf=X(f), VfeF (2.6)

Do ponto de vista geométrico, uma conexao VxY nos informa a taxa de variacao de Y
na direcao de X,
d
VY = =Y(p+tX)| |, (2.7)
dt o
num ponto p em M. Note que o campo tangente X é o vetor tangente da reta t — p +tX,
a qual é a primeira aproximacao de uma curva que passa pelo ponto p. Isto nos permite
investigar dois campos tangentes infinitesimalmente proximos, Y (p) e Y(p +tX). O campo
Y (p + tX) precisa ser transportado para o ponto p sem qualquer alteragdo, um processo

4



Capitulo 2. Elementos de Geometria Diferencial 2.1. Conexao

conhecido como “transporte paralelo”’. Assim, podemos determinar se Y (p) e Y (p+¢X) estao
“conectados” de alguma forma, por exemplo, se um deles é uma “copia” do outro, devidamente
deslocado, transportado, ao longo desta curva passando por p. Transporte paralelo e curvas
geodésicas sao fundamentais. A conexao definida por (2.7), também conhecida por derivada
covariante, tem uma importancia pratica, operacional, mas ainda nao apresenta uma relacao

explicita com a estrutura geométrica (métrica) da variedade diferenciavel.
Exercicio 1. Use um tensor do tipo (1,1) para exemplificar a propriedade (2.4). Sugestoes:

1. escreva este tensor (1,1) como

Tr=T" e, ®ce€"; (2.8)

2. use a métrica para relacionar vetores tangentes e duais:

e’ = g"%,. (2.9)

Exercicio 2. Use a defini¢ao (2.7) para provar as propriedades (2.1)~(2.4). Caso prefira,
substitua o produto tensorial por um produto escalar.

2.1.2 Componentes

Seja {e,}] uma base para os vetores tangentes em V. Sendo V., e, um outro vetor tangente,
este pode ser escrito na base {e,}! como

Ve, €0 =T €q, (2.10)

onde os campos escalares ['*,,, sdo denominados de componentes da conexdo. Vale notar que
estes campos escalares nao formam um tensor, embora sejam grafados em geral como tal.
Note também que as componentes da conexao em (2.10) informam como o espago tangente
varia em todas as direcoes. Isto aproxima a conexao da estrutura geométrica da variedade
diferenciavel.

A agao de uma conexao VxY pode ser escrita em termos dos coeficientes I'*,,, escrevendo
os campos tangentes em termos de uma base, X = X%, e Y = Y%, e fazendo uso das
propriedades (2.1)—(2.2) e de (2.10),

VY = X*(V,Y%)ea, (2.11)

onde introduzimos
vV, Y® = eM(YO‘) + 1%, Y. (2.12)

A quantidade V,Y“, definida pela Eq. (2.12), denominada de derivada covariante, forma um
tensor do tipo (1,1). Fazendo uso de um sistema local de coordenadas, onde e, = 0/0x* =
O, a derivada covariante pode ser reescrita como

Ye,=V,Y*=0,(YY)+I*,Y" =Y, +1,Y". (2.13)

1Veja, a escada de Schild para uma construcdo geométrica, pag. 248 do livro Gravitation
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Por isso, o operador V,, ¢ também conhecido como operador derivada covariante, uma ex-
tensao da derivada usual. Por ser um tensor, a derivada covariante, ao contrario da usual,
permite a construcao de novos tensores pelo processo de derivagao covariante.

Cuidados. Vale observar que V,, # V., isto ¢ V,Y® ¢ um nome e nao a agao de uma
conexdo V,, numa fungao Y, pois, por defini¢ao, V., Y = ¢,(Y?).

Definimos inicialmente a conexao como uma aplicacao binaria de vetores tangentes em
vetores tangentes. No entanto, como vetores tangentes e duais estao interligados pela mé-
trica, podemos também definir a agdo da conexdo em vetores duais. Seja {e®}} uma base
para os vetores duais V* em M definida por e®(eg) = d5. Entao, VX,Y € Ve Vy € V7,
temos, por definicao, n(Y) = C(n®Y') € F e, pela propriedade (2.2), Vx(n(Y)) = X(n(Y)).
Por outro lado, pelas propriedades (2.3)—(2.4), obtemos

VxoCn®Y)=Co((Vxn) @Y +1n®(VxY)) = (Vxn)(Y) +n((VxY)) = X(n(Y)). (2.14)

Esta identidade nos permite definir a conexao também como a aplicacao V : V x V* — V*,
V:i(X,n)— VxneV, VX €VeVneV* induzida pela dltima igualdade em (2.14),

(Vxn)Y = X(n(Y)) = n(VxY). (2.15)

Escrevendo todos os vetores em alguma base, n = n,e%, X = X%, e Y = Y%¢,, obtemos as
componentes da derivada covariante de um vetor dual,

(Vxm(Y) = (Vx )oY = (V1) XHY, (2.16)

onde
v,u No = eu(na) - Fyua U (217)

é um tensor do tipo (0,2). Em particular, quando n =e®, X =¢, e Y = e,, entdo de (2.15):
(Ve,e%)(ey) = —e* (TP ep) = T, = Ve, % =—T""3 e’ (2.18)

A ac¢do da derivada covariante V em um tensor arbitrario pode ser construida como
no exemplo seguinte. Consideremos aqui o tensor G = g,ee” do tipo (0,2). Entdo, da
propriedade (2.2) e de (2.18),

Vxg = Vx(gue'e”) = (Vxg)we'e” = X“(Vaguw)e'e”, (2.19)

onde
Vag;w = ea(g;w) - Fga,ugol/ - Faaug/w (2'20)

¢ um tensor do tipo (0,3). Este exemplo mostra que cada um dos dois indices do tensor g,
contribui com um coeficiente de conexao.

2.1.3 1-forma da conexao

Apesar dos coeficientes (ou componentes) da conexdo nao formarem um tensor de terceira
ordem, eles formam um tensor de primeira ordem do tipo (0, 1), ou seja, uma 1-forma. Da

6



Capitulo 2. Elementos de Geometria Diferencial 2.1. Conexao

Ve, 6o =+ eq Ve, € = =1 q €%
V.Y =e,(Y) +T9,,Y" V.Y =e,(Ya) = T",.Y,
Vag,uu - ea(gw/) + Fuaaggll + Fyaag#a vag;w - ea(g;w) - Faaugou - Faaugua

Tabela 2.1: Derivada covariante em termos das componentes da conexao. Num sistema local
de coordenadas, e, = 0/0z*.

primeira coluna da Tabela 2.1, temos
oy =€ (Ve e,) = w”u(eq), (2.21)

O objeto w”,,(eq) definido em (2.21) transforma um vetor tangente (e,) em uma funcao (ou
niimero) real e é linear em seu tinico argumento (devido a uma das propriedades da conexao).
Estas sao as caracteristicas que definem uma 1-forma, a qual é um tensor do tipo (0, 1).
Do ponto de vista geométrico, podemos afirmar que w",(e,) “é a taxa inicial na qual e,
gira na direcao de e, ao longo da curva tendo e, como vetor tangente”. Veremos mais adiante
que estas 1-formas tem um papel importante na estrutura geométrica de uma variedade
diferenciavel. Em particular, quando a variedade é uma curva imersa no espaco euclidiano,
estas 1-formas estao diretamente relacionadas com a curvatura e a tor¢cao usuais. Igualmente
importante: o uso de formas (diferenciais) nao requer um sistema de coordenadas local.

2.1.4 Transporte paralelo

Seja v : R — M uma curva determinada pelo vetor tangente X. Se diz que um vetor
tangente Y é “paralelo” (em relagdo a uma conexao V) a um outro vetor tangente X, ao
longo da curva v determinada por X, se

VxY =0, (2.22)

ou seja, Y é paralelo a X quando Y nao variar (girar) na diregao de X. Esta é a generalizacao

da movimentacao de um vetor no espaco tridimensional euclidiano sem mudar sua direcao.

Esta nocao generalizada de paralelismo tem propriedades geométricas e fisicas importantes.
Considerando a Sec. 2.1.2, a condi¢ao de paralelismo (2.22) pode ser reescrita como

VxY = X*V,, (YVe,) = Xte, (Y")e, + X!'Y"V,, e,
= X" (YV) +T7,0Y ey
= [X(Y") + 70 X"Y e,
= (X'V,Y")e, =0,

onde as duas ultimas formas sao muito tteis,

X(YY) +TY 0 XPY® =0, (2.23a)
XMV, Y = 0. (2.23D)
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Consideremos um sistema local de coordenadas (). A curva z(t) no R", correspondente
a curva 7(t) na variedade M, serda determinada univocamente pelo vetor tangente X =
X*(x)0y (derivada direcional), cujas componentes sao

B dz®

X¥z)=— = 2" 2.24
()= 2 e, (2.24)
satisfazendo a condicao inicial £*(tg) = X*(x(to)). Para qualquer funcao analitica f em M,
a acao do vetor tangente X em f é

, d ;
X(f(2(t) = " ()0 f(2(t)) = .f = J. (2.25)
Assim, podemos reescrever a condigao (2.23a) localmente como:
VY 4T @Y™ = 0. (2.26)

Estas sao equagoes diferenciais parciais (EDPs) de primeira ordem para as componentes do
vetor tangente Y, paralelo ao vetor tangente X. As solucoes destas EDPs sao determinadas
univocamente por uma unica condicao inicial. Assim, sempre existird um campo vetorial Y
satisfazendo a condicao (2.22) ao longo da curva v(t), determinada pelo campo vetorial X,
em uma variedade M com uma conexdo V. Como a condi¢ao (2.26) nos permite “conectar”
vetores em espacos tangentes distintos, através dos coeficientes de conexao I'*,,,, isto explica
o nome para a conexao V, dado por Levi-Civita.

Naturalmente, esta nocao de paralelismo possibilita correlacionar diferentes vetores tan-
gentes em pontos diferentes de uma variedade: os vetores tangentes X e Y satisfazendo
VxY = 0 estao correlacionados por um transporte paralelo ao longo da curva ~(¢) determi-
nada por X.

2.1.4.1 Geodésicas I

Em particular, quando Y = X em (2.22) ou em (2.26), a curva z(t) determinada por
it TH o pi%i? =0 (2.27)

¢ denominada de geodésica. Note que VxX = 0 informa que a taxa de variacao do vetor
tangente X na direcao tangente a curva -y ¢ nula.

A geodésica (2.27) pode ser reescrita numa forma mais adequada & cinematica. A taxa
% é a velocidade u®, por ser tangente a curva z°(t),

«
o dx

= — g~ 2.28
- (228)

onde ¢ ¢ apenas um parametro (nao necessariamente o tempo). Assim, a geodésica (2.27)

torna-se em
u'Vut =it 4 T guu’ = 0, (2.29)

onde usamos também a forma (2.23b). O lado esquerdo informa que a velocidade u* ndo

8



Capitulo 2. Elementos de Geometria Diferencial 2.1. Conexao

muda de diregao ao longo da geodésica.
Geodésicas nao sao unicas. Mediante uma reparametrizacdo t — s = s(t), a equagdo
(2.27) da geodésica torna-se

d?z" dz® da® dzt
[N Y i 2.30
ds? T s ds ds ) ds (2.30)
com b(t) (arbitraria) satisfazendo
§—b(t)s* = 0. (2.31)
Quando b(t) = 0, entdo s = cit + ¢y (transformacdo afim), onde ¢; sdo constantes. As

geodésicas da forma (2.27) estao definidas univocamente a menos de uma transformacao
afim.

2.1.5 Conexao Riemanniana

Uma métrica g em M é um tensor do tipo (0, 2),
g:VxV-=>F ¢g:(X)Y)—»gX,Y)eF, VXY eV, (2.32)
simétrico e nao degenerado,

gX.Y) = g(Y, X), VXY eV, (2.33)
gX,Y)=0, YXeV = Y =0 (2.34)

A nocao bésica de métrica é aquela mesma que aprendemos em Mecanica (Fisica I): ela
informa a orientacao relativa dos vetores de uma determinada base e define o produto escalar
entre dois vetores quaisquer. A métrica desempenha o mesmo papel de uma equacao analitica
que representa uma curva ou uma superficie no espaco euclidiano: ela representa a estrutura
geométrica de uma variedade diferenciavel.

Vamos denotar por g,, o produto escalar entre dois vetores tangentes quaisquer de uma
determinada base,

Juv = g(e,u,a eu)- (235)

Estas sao as informacoes contidas no manual de uso quando compramos uma base num
espaco tangente. Conhecendo estas informacoes podemos calcular o produto escalar entre
dois vetores tangentes X = X*e, e Y = Y*e, quaisquer,

XY =g(X,Y) = guX"Y". (2.36)

Momento de conectar a conexdao com a estrutura geométrica da variedade diferenciavel,
via a métrica. Dada uma métrica g em uma variedade M, diz-se que uma conexao V é
compativel com a métrica g quando g(Y'(t), Z(t)) for independente de ¢ ao longo de uma
curva 7(t) determinada por X, quaisquer que sejam os vetores tangentes Y e Z, desde que
sejam paralelos a X. Em outras palavras, angulos e comprimentos sao preservados durante
o transporte paralelo. Este processo ¢ denominado de isometria.

Uma condigao necessaria e suficiente para que uma conexao V seja compativel com uma
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métrica g é:
Vxg=0,VX eV (2.37)

De fato, como
9(Y, Z2) = gu¥Y"2" = Clg®Y © 2), (2.38)

onde C é a operacao de contracao, entao

Vx g(Y,Z) = X(9(Y, 2))
=Vxo(O(@RY®Z)=CoVx(g®Y ® Z)
=Co(Vxg®YRZ+gVY R Z+9gRY ®VxZ)
=g(WxY,Z) + g(Y,Vx Z).

(2.39)

Note que a primeira igualdade é devido ao fato de ¢(Y, Z) = g, Y*Z" € F ser uma funcao
escalar. A condigdo Vx g = 0 foi utilizada na ultima igualdade. Consideremos agora o
transporte paralelo dos vetores Y e Z, paralelamente a um vetor X, ao longo de uma curva
v(t) determinada por X = d/dt. Do resultado anterior, temos

d
XY, 2)) = —9(Y,2) =0, (2.40)
pois VxY = VxZ = 0. Assim ¢(Y, Z) ¢ uma constante ao longo da curva ~(t).

A isometria (2.37) determina a parte simétrica dos coeficientes de conexdo em termos
das componentes da métrica. Das Eqgs. (2.19)—(2.20) temos

vX g = 0= vagm/ =0 = ea(guu) = Faaug;w + Faaugau = Fuau + Fuau = 2F(,u\a|1/)- (241)

A notagdo (u|a|v) significa uma simetrizagdo nos indices p e v (o indice « foi excluido).
Numa base local, a parte simétrica das componentes da conexao é determinada pela derivada
parcial da métrica (um gradiente). Além disso, a isometria Vx g = 0 torna a conexao unica.

Cuidados. Note que a métrica foi utilizada como uma aplicacao para relacionar as
componentes de vetores tangentes (contravariantes, X") com as componentes de vetores
duais (covariantes, X,,):

X, = guwX". (2.42)

Muito cuidado deve ser tomado quando hé derivadas nas expressoes onde os indices precisam
ser modificados pela métrica. Por exemplo, pode ser necessario escrever o tensor B,” = V,A”
como B,,. Neste caso, o segundo indice requer atencao:

B = gvaB." = 0baVAY = V,i(90aAY) — AV 1000 (2.43)

Portanto, apenas quando Vx g = 0 ou, equivalentemente, V, g, = 0 é que podemos escrever
B, = gV, A=V ,A,.

10
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2.1.6 Exercicios

Exercicio 3. Mostre que os coeficientes de conexdao nao formam um tensor e que, ao con-
trario, a derwada covariante é um tensor. Sugestoes:

1. considere uma mudanca de base {u} N {1} e, consequentemente, das coordenadas
de um vetor tangente Y =Y"e,, da forma

ew = A e, YW = AV YV AR AT, = 60 (2.44)

o

2. verifique que os coeficientes de conexdo I'*,,, definidos em (2.10), transformam-se
como

T = AY APy AT T 4 AY AP e, (AY); (2.45)
3. wverifique que a quantidade V,Y" transforma-se como um tensor (1,1):

Vo YH =, (YF)+TH Y = AF AP, VY (2.46)

Exercicio 4. Deduza as expressées aparecendo em (2.12), (2.17) e (2.20). Sem fazer cdlcu-
los, que tipo de tensor é a derivada covariante de um tensor do tipo (k,1)?

Exercicio 5. Determine explicitamente os resultados (2.26) e (2.27).

Exercicio 6. Mostre que mediante uma reparametrizacao conveniente, a equacao da geodé-
sica (2.27) pode ser reescrita na forma (2.30).

Exercicio 7. Mostre que
S(t) =cy+ Cl/efb(t)dtdt (247)

¢ a solugdo geral da EDO (2.31).

Exercicio 8. Considere uma curva arbitrdaria y(t), determinada por X = i¥0,, conectando
0s pontos p e q. Em termos da métrica, a distincia entre esses pontos € dado por

to to

q q
I v
l:/ds:/(g,wdx“dx”)l/Q = /(gwdidi)mdt:/ﬂ/?dt, (2.48)
dt dt
p p

t1 t1

1) Mostre que esta distincia é independente da parametrizacao, isto é, podemos realizar uma
mudanga geral de parametro, t — s = s(t), sem alterd-la. 2) Use as equagoes de Lagrange
para mostrar que a integral definida em (2.48) tem um extremo quando

ca | o g Liyd, .. o
*+ 17,0l = —é[a(x xa)} <. (2.49)

3) Podemos afirmar que a geodésica € a curva com a menor distdncia entre dois pontos em
M? }) Interprete a fung¢io L como a Lagrangiana de uma particula livre. Cuidado com a
conservacao da energia, pois podemos ter uma situacao relativistica.

11
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2.2 Torcao

2.2.1 Definicao
A torcao T de uma conexao V é uma aplicacao bilinear T : )V x V — V definida por
T(X,)Y)=VWY - VWX - [X)Y], VXY €V, (2.50)

onde [X,Y] = XY — Y X é o produto de Lie. Podemos notar da definicdo que a torcdo
satisfaz as seguintes propriedades:

T(Y,X) = ~T(X,Y), (2.51)
T(fX +Y,Z) = fT(X, Z) + T(Y, Z). (2.52)

Para provar estas propriedades, basta usar as das propriedades (2.1)—(2.2) e as propriedades
do produto de Lie:

[X,Y] = —v, X], (2.53)
Z,X + fY] = [Z,X] + f[2,Y] + (Z[)Y. (2.54)

As propriedades da tor¢ao mostram que ela é um mapa multilinear, o qual combina dois
vetores tangentes e forma um novo vetor tangente. Permitindo que um vetor dual 7 atue no
resultado da tor¢ao, teremos um numero real,

T(X,Y,n) =n(T(X,Y)), Vne V" (2.55)
Desta forma, a tor¢ao é um tensor do tipo (2,1),
T:VXxVxV' =R, T=T",e,Re, e (2.56)

Vale observar que na auséncia da torcao, o produto de Lie entre campos tangentes é
determinado também pela conexao,

T=0 = [X,Y]=XY-VX=WY-WX. (2.57)

2.2.2 Primeira equacao estrutural.
é instrutivo determinarmos a componente contravariante da torcao,
TX,)Y)=T(" X,YV)=XY - Y (X — [ X, Y]+, (X)Y" —w*,(Y)X", (2.58)

onde fizemos uso das 1-formas da conexao, definidas em (2.21). A expressdo acima fica mais
interessante trocando as componentes dos campos tangentes pela acao de um elemento da
base dual, Y* = e*(Y'),

TX,Y)=X(e*(Y)) =Y (e*(X)) — e*([X,Y]) +w*, (X)e"(Y) —w, (Y)e"(X). (2.59)

12
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Agora ¢ o momento de introduzir duas formas diferenciais novas (a menos de um fator 2),
do tipo 2-formas,

(W% ANe")(X,Y) =w* (X)e"(Y) —w*,(Y)e" (X), (2.60)
(de*)(X,Y) = X(e*(Y)) = Y(e*(X)) — e*([X,Y]), (2.61)

onde A representa o produto exterior entre formas diferenciais e d representa a derivada
exterior numa forma diferencial (com a propriedade d? = 0). Assim, a agdo da componente
contravariante da tor¢do em (2.59) pode ser reescrita em termos de formas diferenciais,

TX,Y) = (de”)(X,Y) + (w*, AN e")(X,Y). (2.62)
Como os vetores tangentes X e Y sado arbitrarios, entao
T = de” + w®, Ne”. (2.63)

Estas equagoes, associadas a torcao, formam o primeiro conjunto das chamadas equacdes
estruturais de Cartan, as quais determinam as principais caracteristicas geométricas de uma
variedade.

A estrutura da componente contravariante da tor¢ao em (2.63) é semelhante a estrutura
da derivada covariante em (2.12), introduzida como uma extensao da derivada usual numa
variedade. Desta forma podemos tomar

De® = de® + w®, A €”, (2.64)

como uma extensao da derivada exterior usual. Ao contrario da derivada exterior usual,
D? # 0. No entanto, a primeira equagao estrutural (2.63) pode ser reescrita numa forma
elegante (e compacta): T = De®.

2.2.2.1 Especulacoes.

Como uma extensdo da derivada exterior, o termo extra em (2.64) contém informacoes
sobre como os vetores tangentes (de base) estao girando em todas as dire¢des. Qual é o
significado da palavra torcao neste contexto? Veja o excelente comentario de John Baez
sobre o significado de torcao.

2.2.3 Componentes

Seja {e,} uma base para os vetores tangentes e {e*} uma base para os vetores duais. As
componentes do tensor torcao nesta base sao dadas por

Ta;w = T(eaa Cu, 6,,) = 2Fa[uu] - Oaum (265)

onde

0%y = T =T, 2%y = %0 + 1%, (2.66)
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C%w =X, V)" (2.67)

sao as constantes de estrutura do produto de Lie. Note que as componentes antisimétricas da
conexao podem ser determinadas se conhecermos a torcao e o produto de Lie. Vale lembrar
que as componentes simétricas sao dadas pela métrica. Porém, o contririo é ainda mais
interessante: se a torcao ¢ nula, entao as constantes de estrutura sao determinadas pelo
parte antissimétrica da conexao, C,, = 2I'*,,).

Em um sistema local de coordenadas, e, = 0,, as constantes de estrutura sao nulas
(para campos suaves) e de’ = 0 (e = dz¥). Uma consequéncia importante nesse caso é a
ndo-comutatividade entre as derivadas ordinarias (J,) e covariantes (V,):

v,uf,u - vuf,u = _Ta/uxf,ou (268)

onde f € F e estamos fazendo uso da notagdo 0,f = f, (f., = V.f). Note que esta
nao-comutatividade é proporcional a torcao.

2.2.4 Simbolos de Christoffel

Impondo que a conexdo seja compativel com a métrica (Vxg = 0) e que nao tenha torgao,
suas componentes I'*,,, sao determinadas completamente pela métrica. A compatibilidade
com a meétrica determina a parte simétrica e a torcao nula determina a parte antisimétrica.

Uma forma de determinar as componentes I'*,, é fazendo uso da derivada covariante
da métrica como escrita na tltima igualdade em (2.39) e das outras duas obtidas dela por
permutagoes ciclicas,

X(g(Y,2)) = g(VxY, Z) + g(Y, Vx Z), (2.69)
Z(9(X,Y)) = g(VzX,Y) 4+ g(X,VzY), (2.70)
Y(9(Z, X)) = g(VyZ,X) + g(Z,VyX). (2.71)

Podemos somar as duas ultimas e subtrair a primeira e depois isolar g(X, Vy Z),

29(X, VyZ) = =X(9(Y, 2)) + Y (9(X, Z)) + Z(9(X,Y))
+9(X, [V, Z2]) + 9V, [X, Z2]) + 9(Z, [ X, Y]), (2.72)

onde utilizamos (2.57), uma consequéncia de impormos tor¢ao nula. As componentes da
conexdo podem ser calculadas tomando X =e,, Y = e, e Z = ¢, (vetores de base) e usando
as propriedades do tensor métrico:

1
guéréau - Fuau - 5{_6,u(gcw) + ea(guu) + €u(9ua) + C,uaz/ + Ccmu + sz;u;v}' (273)

Note que as constantes de estrutura precisam ser conhecidas. Mas para serem conhecidas,
os campos vetoriais precisam ser conhecidos primeiro.

Fazendo uso de um sistema local de coordenadas, os vetores da base do espago tangente
podem ser identificados com derivadas parciais (e, = 0,). Como derivadas parciais comu-
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tam, entao os campos tangentes também comutam e, consequentemente, as constantes de
estrutura se anulam (c*,, = [e,, e,]* = 0). Portanto, num sistema local de coordenadas, as
componentes da conexao sao determinadas exclusivamente pela métrica,

1
Lyap = 5(_90457“/ + 998, + Grap)s (2.74)
os quais sao denominadas de simbolos de Christoffel (1869). Note que

Tsos = Ty (2.75)

Em muitas ocasies, a contragao (trago)

1 1
F'uuu - an’yga'y,zz = %g,zx = 8l/ In V ’9’7 (276)

onde g = det(g,,), é importante. Por exemplo, ela aparece na divergéncia (contragdo na
derivada covariante) de um tensor arbitrario X":

Vo XY = X", +T7,u X" (2.77)

O trago (2.76) aparece também no calculo das componentes do tensor de Ricci, Eq. (2.98).

2.2.4.1 Geodésicas II

As Eqgs. (2.27) para a geodésica z#(t), onde t é um parametro qualquer, podem ser rees-

critas numa forma mais conveniente para identificarmos quantidades conservadas. Vamos

introduzir as velocidades u* = 2* e abaixar o indice contravariante livre,

. 1 . 1

gouu#—i_ruaﬁuauﬁ = gouuu—i_ﬁ(gaa,ﬁ—i_gaﬂ,a_gaﬁ,a)uauﬁ = gaaua—'—goa,ﬂuauﬁ_§gaﬁ,ouauﬁ =Y,
(2.78)

onde usamos o simbolo de Christofell escrito em termos da métrica, dado em (2.74). Os dois

primeiros termos na tltima igualdade acima podem ser trocados por uma tinica derivada,

s_ 4d

Goal™ + Joa pu™u E(gmua) = U,. (2.79)

Assim, a geodésica (2.78) pode ser reescrita como

1 dz*
. - B =0 [N . 2.80
Uy — 2ga57gu U .U T o ( )

Esta forma nos revela que a velocidade u, serd constante ao longo da geodésica quando a
coordenada z” nao aparecer explicitamente na métrica (gas, = 0).

2.2.5 Exercicios

Exercicio 9. Verifique os resultados (2.65) e (2.68).
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Exercicio 10. Verifique que os coeficientes de conexdo sao dados pela (2.74) quando a tor¢ao
é nula e a métrica é compativel com a conexdo (isometria).

Exercicio 11. Ezemplifique o resultado (2.84) para uma matriz simétrica tridimensional
arbitrdria.

Exercicio 12. A peniltima igualdade em (2.76) é uma propriedade vdlida para qualquer
matriz.  Seja (gu) uma matriz arbitrdria e nao-singular. Entao a matriz inversa (g")
correspondente pode ser calculada através de:

5 1
(9") = ;(A,W), (2.81)
onde (A,) € a matriz dos co-fatores de (gu),

/
A = (=1)"" gy Z Op G2pz * ** Yripn» (2.82)
P

e g o determinante de (g,):

g - det(g,uy) == Z 517 glpl o 'gnpn
p

/ /
—9u Z Op Gops =+ Gnpn + -+ + (=1) g1,y Z Op G2p2 * * * Yrips (2.83)
P P
= Z g1AL,
onde a soma € feita sobre as permutacées p = (p1,...,pn) de n inteiros, as quais formam

o grupo das permutacoes S, com n! elementos. Cada permutacdo p possui uma paridade 9,
definida como £1 quando o nimero de transposicées (troca de dois elementos) contidas em
p for par ou impar, respectivamente. Mostre que a derivada do determinante acima poder
ser escrita como:

gx = Z Op [(G1pir Gnpa) -+ (G1py *** Inpa )]
p

= ZQ/LV,)\A;LV =g Z g,u,u,)\gm/'
uv uv

(2.84)

2.3 Curvatura

2.3.1 Definicao

A curvatura R de uma conexao V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao
multilinear R:V x V x V — V definida por

R(X,Y,Z) = Vx(WZ) — V(VxZ) = Vixx1Z, VX, Y, Z €V, (2.85)
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ou
R(X,Y)Z = (VxVy — VwVx — Vixv])Z, YX,Y,Z €V, (2.86)

a qual é um tensor do tipo (1, 3), naturalmente definido como
R(n, X,Y,Z) =n(R(X,Y,Z)), Vn e V". (2.87)

Note que a curvatura definida em (2.85) é antisimétrica nas duas primeiras entradas, R(Y, X, Z) =
“R(X,Y, 2).

2.3.1.1 Segunda equagao estrutural.

2.3.2 Componentes

Seja {e,} uma base para os vetores tangentes e {€*} uma base para os vetores duais. As
componentes do tensor de curvatura nesta base sao dadas pela agao (2.87),

e*(Rley, ey, e5)) = eu(T%5) — e, (I%,45) + T%61%,5 — T, 15 — C° . T %5, (2.88)
onde C%,, = [e,, €,]* sdo constantes de estrutura. Note que estas componentes sdo anti-

simétricas em [ e v.

Em um sistema local de coordenadas, e, = 0,, as constantes de estrutura C‘SW sao nulas.
Nesse caso, as componentes do tensor de curvatura sao determinadas exclusivamente pelo
tensor metrico g,

R ot R =T1%5, — %5, +T%,50%,5 — T9,5T° 5
=T, — %, + T%,0°%,5 — [%,T° (2.89)
= 2(~Tgpup) + D7 L08),

onde introduzimos a condicao de torcao nula na peniltima igualdade, a qual implica na
simetria dos indices covariantes dos simbolos de Christoffel, I'*,, = I'*,,,. Neste caso as
derivadas covariantes V,V, nao comutam devido ao tensor de curvatura (tor¢ao nula),

V. (V, X% =V, (VX = +R*,, X" (2.90)
Vu(Vung) = Vu(Vins) = =R guuma- (2.91)

Estas relagoes podem ser usadas como a acao do tensor de curvatura,
VuX*=[V,,V,]X*=R,X", V,.=[V,V,]|=V.V,-V,V,. (2.92)

A regra para a acao de V,, num tensor arbitrario ¢ usar uma contragdo com o tensor de
curvatura para cada indice contravariante (e trocar o sinal para indices covariantes), conforme
ilustrado na Tabela 2.2.
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VMVXQ = +RQ5MVX6 VMVXB - _Raﬁquoa
Vquaﬁ = +RQ6MVX§ + RB(SMVX(S VMVXOJB = _R6aNVX5 - RaﬁHVX(S

Tabela 2.2: Ac¢ao do tensor de curvatura em termos da derivada covariante V,, = [V,, V,].

2.3.2.1 Propriedades.

A maioria dass propriedades seguintes valem apenas para o caso onde a torcdo é nula e
a métrica é compativel com a conexdo (os simbolos de Christoffel sao determinados pela
métrica) e com a grafia R%g,, em (2.89):

2Rop(uv) = Rappw + Rapyp = 0, (RI)

QR(OCB)W = Ropw + Rpaw =0, (RH)

6 Rafsu) = 2(Rapuw + Raws + Ravgu) = 0, (RIII)

2Rjapju) = Rapu — Ryvap = 0, (RIV)

Riapuy = 0, (RV)

6V B 1) = 2(Vp R gy + Vi R gpp + VR 3) = 0. (RVI)

As propriedades (RI)—(RIII) sdo consequéncias da agdo (2.92) e suas generalizagoes mos-
tradas na Tabela 2.2. A simplificacdo nas propriedades (RIII) e (RVI) decorre das duas
primeiras propriedades. As propriedades (RIV)—(RV) decorrem das trés primeiras proprie-
dades.

A propriedade (RVI) é conhecida como identidade de Bianchi (1902) ou Ricci-Bianchi
(pouco antes de 1889). Para prova-la, precismos verificar, pela inspecao explicita das per-
mutacoes, que

V[pVM = V[lva]. (2.93)

Usando esta identidade, as agoes mostradas na Tabela 2.2 e a propriedade (RIII), temos
V[pvu,,]wa = —V[pRﬂaW]wn, — RWQ[WV,J]%, (2.94)
ViwVwa = =R ) Vywa — R Vwy = =R o[V jws. (2.95)

Comparando estas duas expressoes, resulta a identidade de Bianchi,
Vil oy = 0, (2.96)

para w, arbitrarias. A antissimetriza¢ao na identidade de Bianchi ocorre somente nos indices
P ev.

2.3.2.2 Leis de conservagao.

Devido as propriedades de antissimetria (RI)—(RII), as contragoes (ou tracos) seguintes sao
nulas,
Raa/u/ = Raﬁ,uu =0. (297)
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A tnica possibilidade de contrair dois indices do tensor de curvatura, e obter um resultado
nao-nulo, é

Rgaau = Raazxa = Rau = Rua~ (298)

Este tensor resultante ¢ conhecido como tensor de Ricci (1903). Note que este tensor é
tnico devido as propriedades (RI)—(RII) e sua simetria decorre da propriedade (RIV). As
suas componentes em termos da métrica, calculadas a partir das componentes do tensor de

curvatura (2.89), sdo
R = 2(=T%an) + T0I700). (2.99)

Contraindo os indices p e « na identidade de Bianchi, propriedade (RIV), temos
VaR® s = VuRys — Vi Rys. (2.100)

O lado esquerdo desta relagao também pode ser reescrita em termos do tensor de Ricci,
contraindo os indices 3 e p,

2V*R,, = V,R = V"¢, R, (2.101)

onde introduzimos o traco do tensor de Ricci, R = RY,, e usamos o fato da conexao ser
compativel com a métrica, V%g,, = 0. O traco R do tensor de Ricci é conhecido como a
curvatura escalar da variedade diferenciavel. Este resultado representa a conservacgao (local)
das quantidades G, conhecido como tensor de Einstein,

1
VHG =0, G =Ry~ guR R=R. (2.102)

Vale lembrar que o tensor métrico também satisfaz V*g,,, = 0, pois a conexao é compativel
com ele. Note que o tensor de Einstein contém derivadas de segunda ordem da métrica.
Numa variedade de quatro dimensoes, o tensor de Einstein ¢ o tinico tensor contendo deri-
vadas de segunda ordem na métrica que satisfaz a lei de conservagio em (2.102).

Veremos adiante que o tensor de Einstein seré identificado com o tensor energia-momentum,
fornecendo as equagoes da dinamica do campo “gravitacional” g, .

2.4 Derivada de Lie

Além da conexao, ha um outro processo para quantificar a mudanca em um tensor arbitrario
devido ao movimento na direcao de um campo vetorial dado, conhecido como derivada de
Lie. Embora nao seja possivel formar novos tensores com a derivada de Lie (em contraste
com a conexao), veremos que ela desempenha um papel muito importante no estudo das leis
de conservacao.

2.4.1 Difeomorfismo, mapa tangente e pull back

Seja ¢ : M — N um difeomorfismo (isomorfismo com uma inversa) entre as duas variedades
M e N de mesma dimensdao. Entao o difeomorfismo (uma transformacao linear) ¢ nos
permite identificar o espago tangente V,, em um ponto p de M com o espaco tangente V)

19



2.4. Derivada de Lie Capitulo 2. Elementos de Geometria Diferencial

em um ponto g = ¥(p) de N,
itV = Vo) [ VX €V, VX € Vi) = 0X(f) = X(foy), VfEN,  (2.103)

um processo conhecido por drag along (ou carry along), onde vetores tangentes em M sdo
“carregados” (transportados) até A. Nao somente vetores tangentes, mas qualquer objeto
geométrico pode ser drag along pelo difeomorfismo .

O difeomorfismo 1 nos permite também definir uma func¢ao f o (composi¢ao) em M
para cada funcao f definida em N. Esse processo pelo qual f o1 foi definida é conhecido na
literatura de lingua inglesa por pull back. Usando o processo pull back, podemos transferir
um vetor dual em A para M,

Qualquer objeto geométrico pode sofrer a agao de um pull back definido pelo difeomorfismo
.

Quando M = N e ¢*(T) = T, v é uma transformacao de simetria para o campo tensorial
T, ou seja, embora o campo tensorial 7" tenha sido movido por 1, ele continua o mesmo. Em
particular, a transformacao de simetria para o tensor métrico g ¢ denominada de isometria.
Veremos que angulos e distancias sao preservados numa isometria. Fxm geral se uma teoria
fisica (M, T) ¢ construida através de campos tensoriais 7 de uma variedade M, entdo
uma outra teoria fisica (N, T), onde ¢ : M — N & um difeomorfismo, terd as mesmas
propriedades fisicas. Desta forma, difeomorfismo ¢ a liberdade (gauge, grupo de invariancia)
desta teoria fisica.

2.4.2 Transformacgoes pontuais e de coordenadas

Até aqui mantivemos qualquer sistema de coordenadas fora da discussao de difeomorfismos.
Apenas os campos foram movidos por uma transformacao induzida pelo difeomorfismo .
Esta situacao é denominada de transformacgao pontual (ou ponto de vista ativo). No entanto,
outra interpretagao pode ser feita em termos de coordenadas (ponto de vista passivo).

Escolhido um sistema de coordenadas (x) numa vizinhanga de um ponto p € M, vamos
denotar por z* as coordenadas de p em (u). Naturalmente, este mesmo sistema de coorde-
nadas (u) pode ser usado numa vizinhanca U de ¢ = ¢(p) € N. Vamos denotar por y* as
coordenadas de ¢ em (p). A transformagao inversa ¥~ pode ser usada para definir um novo
sistema de coordenadas (¢’) numa outra vizinhanga ¢~1(U) de p requerendo

’

xH

=l 210
ou seja, que as coordenadas de p nesse novo sistema de coordenadas (') sejam idénticas as
coordenadas de 1(p) no sistema de coordenadas (u). Assim, ¢ induz uma transformagao de
coordenadas (u) — (1) sem a necessidade de “locomover” os campos. Apesar da diferenca
de principios dos dois pontos de vista, eles sdo equivalentes. As componentes do campo ¢(7T)
em 1)(p) no sistema de coordenadas (1) (ponto de vista ativo) sdo também as as componentes
de T em p no sistema de coordenadas (') (ponto de vista passivo).

Consideremos inicialmente uma mudanca de coordenadas () — (/) em uma variedade
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M. Isto significa que um dado ponto p em M pode ser escrito nestes dois sistemas de
coordenadas. As coordenadas de p no sistema de coordenadas (i) serdo denotadas por x# e
no sistema (u') por z*. Um tnico ponto e dois sistemas de coordenadas. Vamos quantificar
localmente (infinitesimalmente) os dois pontos de vista. O ponto de vista passivo é descrito
localmente por uma transformacao de coordenadas afim, definida como

ot = APzt 4 | det(AM,) # 0. (2.106)
A transformacao inversa (u') — () é dada por
ot = APt 4 at, (2.107)

onde
AP A = A A, =68, = — A (2.108)

O simbolo de Kronecker §* tem o seguinte significado: 61 = 6} =1, )" = 83 = 0, etc. Vale
observar que 0% X” # X*, mas §¥6% = 0,62 = §*. O conjunto {A,a} forma o grupo das
transformacoes afim. Tais transformacgoes de coordenadas formam as matrizes de mudanca

de base ,
/ ® H / /
A/u' = ai A:u‘ ) = 8i AM MA'U'V/ = AM IIAM,U/ - 55 (2109)

N Y N PG

O ponto de vista ativo, p — 1(p), é descrito localmente por uma transformacao pontual
y* = P" % + b, (2.110)

onde x* e y" representam as coordenadas de p e ¥(p), respectivamente. Note que esta
transformacao envolve apenas um sistema de coordenadas, mas dois pontos. Ha uma trans-
formagao pontual para cada transformacao de coordenadas (2.106) quando o novo sistema
de coordenadas (p') for convenientemente escolhido de forma a permitir que

/

yulw(p) p’ (2.111)
isto é, quando as coordenadas do ponto transformado ¥ (p) no sistema (u) forem iguais as
coordenadas do ponto original p no sistema (x'). Diz-se neste caso que o sistema (') foi
“arrastado” (dragged along). De fato, as componentes de ¥ (p) no sistema (u’) podem ser
calculadas através da transformagio de coordenadas (2.106):

g = Nyt + (2.112)
= AP (PP oa® 4+ 0") + o (2.113)
= o, (2.114)

Esta igualdade nos permite determinar P e b:

I

P, = A6 b= —AFya® (2.115)
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2.4.3 Objetos e quantidades geométricas

Um objeto geométrico ® em um ponto p de uma variedade M é uma correspondéncia
entre os sistemas de coordenadas na regiao contendo p e conjuntos (ordenado) de nimeros
satisfazendo duas condigoes: 1) H4 apenas um conjunto de nimeros para cada sistema de
coordenadas; 2) Se ®, representa as componentes do objeto ® no sistema de coordenadas
(1) e @ em (1), entido @y sdo fungdes do ponto p, ¢ = ¥(p), ®x, A¥, e das derivadas de
A u

CI)A/ :52/FA(p7q,(I)A,AM,M,...), (I)A:FA(p7q,(I)A/,A“M/,...). (2116)

Note que a transformacdo inversa possui a mesma forma funcional (o mesmo Fy). Uma
quantidade é um objeto geométrico onde @, sdo fungoes apenas de @, e A“/u, sendo linear e
homogénea em ®, e algebricamente homogénea em A* . (isto &, pode envolver varias copias
lineares de A). Tensores é um exemplo bem conhecido de quantidades geométricas.

2.4.4 Derivadas de Lie

Permitindo que as componentes de uma quantidade ® sejam funcoes analiticas em uma regiao
em torno de um ponto p em M podemos formar campos ®,, representados no sistema de
coordenadas (11). Podemos também formar um campo ® = 1, (®) em uma regido em torno
do ponto ¥(p), também em M, tal que suas componentes ®, no sistema de coordenadas
(i) satisfacam

Dy, = Oy, (2.117)

Este processo de “deslocamento” do campo ocorre, em geral, em uma dada direcao ao
longo de uma curva 7(t) determinada por um vetor tangente X. Isto significa que o di-
feomorfismo 1, é gerado pelo vetor tangente X e forma um grupo (local) com um tnico
parametro (t, real). A derivada de Lie de um campo ® em relagao ao vetor tangente X em
p € definida como

£xDy(p) = — lim 22 ®) = 24 ()

t—0 t

(2.118)

Assim como o vetor tangente X é o gerador da transformagao pontual (finita) p — ¥ (p), dada
pela Eq. (2.127), a derivada de Lie £x ¢ o gerador da transformacao finita ®5(p) — ®a(p),

Dp(p) = ¥ Pa(p) = exp(—tLx)Pa(p). (2.119)

O sinal negativo nesta transformacio é devido ao fato de ®, ter sido definido em v (p) e estar
sendo calculado em p (veja a Eq. (2.127)). Portanto, £x é o gerador de um grupo com um
inico parametro continuo t (confira a definigdo (2.118)). Uma outra expressdo equivalente
para a derivada de Lie pode ser escrita derivando a (2.119) em relagdo ao parametro t:

d d
V2 = — Xl +exp(—tLx) o ®. (2.120)
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Re-arranjando os termos, ap6s o limite t — 0, teremos:

S ®)| = 5(D)  6(D) = —L£x2. (2.121)

t=0

Portanto, as duas quantidades ® e ® contendo as mesmas informacdes fisicas estdo rela-
cionadas por transformagoes infinitesimais ao longo de um vetor tangente arbitrario. Este
resultado serd muito 1til no estudo da formulacao lagrangiana do campo gravitacional. Se-
jam, em M, T7 e Ts tensores arbitrarios, f uma funcao, C' uma contracao e X, Y e Z vetores
tangentes, entao a derivada de Lie satisfaz as seguintes propriedades:

Cof=4£0C, (2.122)

LT @T) = (£0) @ Th+ T ® (£Ty), (2.123)
Ex(Y + fZ) = £xY + f£xZ + X(f)Z, (2.124)
LicinZ = £xZ + FLyZ — Z(F)Y, (2.125)

ExyZ = ExbyZ — £y ExZ. (2.126)

Vamos aqui utilizar a definicao da derivada de Lie para obter expressoes explicitas para
a derivada de Lie de escalares, vetores tangentes e duais. A derivada de Lie de um tensor
arbitrario podera entao ser calculada a partir destes resultados. Consideremos uma curva
v(t) determinada por X = X%, (= X®0, em algum sistema de coordenadas). O ponto p,
com coordenadas x*, é levado ao ponto ¢ = 1(p), com coordenadas y*, ao longo de ~(t) pela
transformacao pontual finita

y" = exp(tX)zt
= (1 +tX*0, + O(t?))a" (2.127)
~ ot XY,

ondet = 0 eemt =0 temos p=¢. Comparando esta forma infinitesimal com a transfor-

magao pontual (2.110), temos
PH, = 68, b= X, (2.128)

Esta transformacao pontual corresponde a transformacgao (infinitesimal) de coordenadas
(1) — (1) (confira as relagoes (2.108) e (2.115)):

A, =60 o = =M XY, (2.129)
At =68 at = tXP (2.130)

Assim as transformagcoes de coordenadas (2.106) e (2.107) podem ser reescritas como:

ot = oM (¥ —tX"), (2.131)
S A . G (2.132)

As matrizes de mudanca de base, definidas em (2.109), sdo determinadas a partir destas
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ultimas duas relagoes:

/ /

A, = 67 (52 — 10, X®), (2.133)
AP, = 6%(8" + t0, XM). (2.134)

Da definigao (2.118) e de (2.127) podemos determinar a derivada de Lie de uma quan-
tidade escalar ¢. A condigio ¢(q) = ¢(exp(tX)p) = ¢(p) pode ser escrita também como

¢(p) = ¢(exp(—tX)q), onde ¢ = ¢(p). Assim

£x6(p) = —lim M
— _lim P(exp(—tX)q) — é(p)
10 ¢ (2.135)
C iy (L= X)6(p) — 6(p)
t—0 t

= X(6(p)) = Vx¢(p),

onde usamos o fato ¢(q) = exp(tX)p(p). Este mesmo procedimento pode ser seguido para
determinarmos a derivada de Lie de um campo vetorial tangente Y*. Como no caso anterior,

V¥ (q) = 84 (p), (2.136)
pode ser reescrita como:

— —

Y (q) = Y* (exp(tX)p)

= exp(tX)Y* (p) (2.137)
=00 Y*H(p).
Portanto, B
YH (p) = 5;:/ exp(—tX)Y*(p) = 55(1 —tX)Y*(p). (2.138)

Resta apenas passar as componentes Y* para o sistema de coordenadas (). Isto é feito
com o auxilio da matriz (2.134):

YH(p) = A% ()Y (p) & 65 (04 + 10 X" (p))YH (). (2.139)

Desta forma, a derivada de Lie £xY* pode ser avaliada em p:

Yr(p) — YH(p)

£xY*(p) =—lim

t—0 t
8% (0 + 10, X3 (1 — tX)YP — y»
= —lim -£
t—0 t
w 2 _ a_yu
o @ 0X (1 OV - Y
t—0 t

— X(V*) - Y(X*) = (X Y-
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Este resultado pode ser interpretado numa forma independente de coordenadas. Para tal,
basta interpretarmos £ xY* como as componentes do vetor £xY:

£xY = (£xY)e, = [X,Y], (2.140)

onde
(LxY)* = £xYH =[X, Y] (2.141)

Para o caso de uma variedade de torcao nula, T'= 0, temos
£xYH = [X,Y]* = VxY" — Vy XP, (2.142)
Analogamente, a derivada de Lie de um campo vetorial dual w = w,e” (e*(e,) = o*),
£xw=(£xw),e, (2.143)

onde
(£xw), = £xw, = X(w,) + wae, (XY), (2.144)

é definida e determinada. A forma independente de coordenadas correspondente é:

£xw, = Vx(wy,) + wa V, (X). (2.145)

Em particular, £yg = 0, onde g é o tensor métrico, é uma isometria (preserva angulos e
distancias). A distancia infinitesimal em p é dada pela métrica g calculada em p,

ds®|, = g (p)datds” = g (p)dat da”, (2.146)
enquanto que em g = ¢(p),
ds®|, = G (q)datdz” = gw,(q)él’jﬁz,d:v“/dx”/, (2.147)

onde a ultima igualdade é devido a condigdo (2.111), a qual implica em dy* = 5" dzt em
q = ¥ (p). Requerendo a igualdade dos intervalos infinitesimais em p e ¢ = ¢(p), ds?|, = ds?|,,
implica em guy(q)éﬂ,éz, = g,v (p). Esta condicdo implica, por sua vez, em g,,(p) = ¢,.(p) e,
portanto, em Lxg,, = 0. Em geral, para o caso sem tor¢ao e conexao simétrica determinada
pela métrica, Vxg,, = 0, temos

£Xgm, = ngw/ + gaVVMX“ + guaV,,Xa = 2V(HXV). (2.148)
Portanto, o vetor tangente K que produz uma isometria, Lxg,, = 0, deve satisfazer
VK, =0, (2.149)

conhecida como equacdo de Killing (1892) e o campo K é dito ser um campo vetorial de
Killing. A segunda derivada covariante de um campo de Killing esté relacionada com o tensor
de curvatura. Tomemos a relagdo (2.91) com 7" = 0 e suas permutagoes ciclicas positivas
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para um campo de Killing K:

Vu(VoKo) = Vo (ViKe) = Vu(VuKy) + Vi (VoK) = =R KK, (2.150)
va(vltKV) + vlt(vVKa) - _Rwa/u/K”/a (2151)
VV(VQKM) + va(vuKzz) = _R’yua,quy- (2152)

Subtraindo a tultima relacao da soma das duas primeiras e fazendo uso da propriedade
R (wa) = 0, obteremos
V.V,K,=—-R,,K,. (2.153)

Sendo esta uma equacgao de segunda ordem, um campo de Killing K, podera ser determinado
conhecendo-o e sua derivada covariante M,, = V, K, em um ponto arbitrario da variedade.
Estas condigoes iniciais serao entao utilizadas para integrarmos o sistema

WV Ky = U Mya,  u'VyMyg = =R Kou” (2.154)

sobre uma curva (t) determinada por u” ligando o ponto inicial a um outro ponto arbitrario.
Devido a equacao de Killing, M,, = —M,,. Assim, no méximo n + n(n — 1)/2 vetores de
Killing poderao ser determinados. Um exemplo importante ¢ o espaco n = 4 com uma
métrica de Minkowski (R”,,, = 0). A condi¢ao (2.153) implica em:

Ky = po + My, x". (2.155)

As quatro componentes p, determinam as translacoes, enquanto as seis componentes M,
determinam as rotacoes no espacgo-tempo (grupo de Lorentz), gerando assim o grupo de
Poincaré.

Os campos de Killing estao intimamente relacionados com teoremas de conservacao. Ve-
jamos dois exemplos, ainda que desprovidos de uma motivacao fisica. Seja u® um vetor
tangente a uma geodésica e K, um vetor de Killing. Entao a quantidade £ = u*K, ¢ uma
constante sobre a geodésica:

wWV,E =u'V,(u“K,)
= K,(u"V,u®) +uu”(V,K,) (2.156)

= uu"Vuq) = 0.

Como segundo exemplo, consideremos um tensor simétrico 7" (energia-momentum, por
exemplo) satisfazendo a equagao de continuidade

v, T" = 0. (2.157)
Um vetor K de Killing produz correntes

JH = K, T, (2.158)
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as quais sao conservadas

V"=V, (K, T")
= TH(V,K,) + K, (V,T") (2.159)
= TV ,K, =0.
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Capitulo 3

As Equacoes de Einstein

3.1 Formulacao Lagrangiana

3.1.1 Espaco-tempo plano

Consideremos o espago-tempo como uma variedade Riemanniana (M, ) com uma métrica do
tipo Lorentz-Minkowski n = (1,—1, —1, —1). Designaremos por 7 o tempo proprio (medido
pelo relogio em movimento) e por u® o quadrivetor tangente a geodésica (s), parametrizada
pelo seu comprimento s, de uma particula de massa m. Entao, da invariancia do intervalo
infinitesimal ds, em um determinado sistema de coordenadas O,

ds® = ?dr* = dw,dz?, (3.1)

em relacao ao grupo de Poincaré, temos

dx®
uu, =1, u®=—. 3.2
s (3.2)
O quadrivetor momentum correspondente serd denotado por
(6 « g
p* = mecu® = (E’ﬁ)’ (3.3)

onde £ é energia e p o momentum linear. Um observador em um outro sistema de coordenadas
O', com velocidade ¢ em relacao a O, mede a energia da particula como

po/ = Aolapa =~(E/c—p-U/c) = p*ua, (3.4)

onde
YE=1-5% B=v/e, v =(y,77/c), (3.5)

e (A*,) é um elemento do grupo de Poincaré. Portanto, a componente temporal de qualquer
tensor no sistema O pode ser calculada contraindo este tensor com o vetor quadrivelocidade
v® de O'. Caso a particula tenha uma carga ¢, ela experimentard uma forca de Lorentz, na
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presenca de um campo eletromagnético, dada por

d d q
I vy ut = L pvn _
TP = meut = meu oy My, (3.6)
onde .
FMV - _(AV“M - A#J/) - _FVW Al = (Qb’ A)? (37)
e

. 1 - . .
E=-"0A-Vp H=VxA (3.8)

Note que o campo H é um pseudo-vetor (suas componentes ndo trocam de sinal com uma
inversao do sistema de coordenadas). As equagoes de Maxwell sdo dadas por

O F™ = — " Jv = V. E=dnp, Vx H=—J—-0,E, (3.9)
c c c
— — 1 —
0,/ F'" =0 = V-H=0, VxE=—--0,H, (3.10)
c
onde .
J = (cp, J), (3.11)
¢ 1
FpH — §ewaﬁFa5 (3.12)
¢ o dual do tensor eletromagnético F),,:
0 E, FE, E, 0 -H, —-H, —H,
—-FE, 0 H, —H H, 0 E., —F
(F*) = o ) 1. (3.13)
-E, —H, 0 H, H, -FE, 0 E,
-E., H, —H, 0 H, E, —-E, 0
Note que *F* = —F"_ Qutras duas observagoes importantes: i) a equacao de Maxwell
(3.10) também pode ser escrita como
GN*F"” =0 = F[/W’a] =0 = F/W ¢ A[%V}, (3.14)

onde a ultima igualdade ¢ devido ao Lema de Poincaré (formas diferenciais), cuja validade
é garantida localmente; ii) a equagdo de Maxwell (3.9) ja contém a conservagao da carga e
da corrente devido a anti-simetria do tensor eletromagnético F'*":

4
0,0,F" =0 = —— 0,5 anJ” = 0,J" =0, (3.15)
C

Vale observar que h& uma liberdade na escolha (gauge) do vetor potencial A* em (3.14) da
forma

AP — AM 4 OrE, (3.16)
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[sto nos possibilita resolver a equacao
0"0,= = —0,A" (3.17)

para podermos fazer a escolha 0,A* = 0 (gauge de Lorentz). As equacgdes de Maxwell (3.9)
no gauge de Lorentz podem ser reescritas como

4
010, A” = %TJ”. (3.18)

As equagoes de Maxwell também podem ser obtidas pelo formalismo lagrangiano. Apenas
duas quantidades invariantes ao grupo de Poincaré podem ser construidas com o tensor
eletromagnético:

F,F" =2(H? — E?), (3.19)
F, F" =4F - H. (3.20)

Note que apenas a primeira identidade é um escalar, a outra é um pseudo-escalar. Assim, a
densidade lagrangiana de campo vetorial de massa m pode ser escrita como:

11 1 1
L=———F,F" — A, J*+ -m*A,A°. 21
47 4 * c? + 2" (3:21)

Esta densidade lagrangiana é uma funcao do potencial A, e de suas derivadas primeiras A, ,.

A acao tem a forma usual:
+o00o
S = / dt/ﬁdV. (3.22)
—00 \4

Vamos supor que esta acao entre dois pontos fixos no espaco-tempo possa ser deformada de
forma continua em algum parametro A:

_ds

55—5

. (3.23)

As equacgoes de movimento sao determinadas pela condicao 65 = 0 ou, equivalentemente,
dL = 0. Assim, tendo em vista £ = f(Aa, Aar),

oL oL

5£ = 8—140651404 + aA—W(SAa’V (3 24)
oL oL oL '
= {8%1@ -0, (—GAOW)] 0A, + 0, (—814&’”614&) .
Como sempre, o termo de superficie nao contribui e, portanto,
oL oL
gA. 0, (3Aa,y> =0 (3.25)
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representa o as equagoes de Maxwell em (3.9). No entanto, estas equagdes ndo contém
as equagoes de movimento dadas pela (3.6). Mas ela contém leis de conservagio. Sendo

L= f(As, Auy), teremos

oL oL
al/£ - Aa,ua_fla + Aa,uyaA—w
oL oL
- Aa,uau (aA—W> + Aa,uyaA—w (326)
oL
o, <Aa,y_a A) ,
de onde podemos concluir
oL
Hy ny N1 %
0,T 0, T 5AOWA& n" L. (3.27)

O tensor simétrico T*” é o tensor de energia-momentum do campo vetorial A*. Para o caso
do campo eletromagnético com a densidade lagrangiana (3.21), ele é

™ = —LF“QF”Q —n"L. (3.28)
e

A componente temporal T% ¢ a densidade de energia do campo eletromagnético enquanto
que as componentes tempo-espaciais T /c sdo as componentes da densidade de momentum
(¢ T sao as componentes da densidade do fluxo de energia, vetor de Poynting). As demais
componentes espaciais T* sdo as tensoes (forca por area) devido ao fluxo da densidade de
momentum. As equagoes (3.28) podem ser integradas e fornecem leis de conservagao para a
energia e momentum.

3.1.2 Espaco-tempo curvo

O modelo matemético para o espago-tempo curvo serd uma variedade diferenciavel M qua-
dridimensional com uma métrica riemanniana g,,. A passagem do espaco plano para o
espago curva serd feita através do principio da co-variancia geral: i) a métrica plana 7, é
substituida pela métrica curva g,,; ii) as derivadas 0, (derivadas covariantes associadas com
nu) sao substituidas pelas derivadas covariantes V, (associadas com a métrica g,,). Isto
corresponde ao acoplamento minimo da eletrodinamica quéntica e, neste caso, diz-se que a
matéria é acoplada a gravitacao; iii) todas as leis fisicas do espago-tempo deverdo ser escritas
em termos de uma quantidade fundamental, a saber, o campo tensorial g,, (métrica).

Como o elemento de volume do espago-curvo depende também da métrica, é util adotar
o ponto de vista de um elemento de volume df2 fixo (associado a métrica de Minkwoski 7,,,)
sendo transformado em um outro d€’ associado a métrica g, através de uma transformacdo
inversivel de coordenadas (u) — (1):

G = A% A s, (3.29)
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onde (Aa/ ) € a matriz mudanca de base. O teorema da “lei da inércia” de Sylvester garante
que a métrica g, também, como 7,,, terd um autovalor positivo e outros trés negativos.
Vamos denotar por J o determinante (jacobiano) da matriz (A%',). Tomando o determinante
nos dois membros da equacao anterior, lembrando que o determinante da matriz (1,,) é £1
ou 0, teremos

lg| = J%, (3.30)
onde g é o determinante da matriz (g,,). O elemento de volume orientado numa variedade
é representado em termos de formas diferenciais

dQ) = dx®* Ndz®* N - ANdx™
= A A% A datt N datE A A dat (3.31)
= Jasy,
ou

= /]g| Q. (3.32)

Assim, todas as densidades tensoriais correspondentes & métrica (1,,) devem ser multipli-
cadas pelo jacobiano \/|g| para continuarem independentes do elemento de volume quando
houver variacoes.

Aplicando as regras da substituicdo minima para o campo eletromagnético, teremos uma
densidade lagrangiana da forma

11 1
Lem = <___FMVFMV - —A J + §m2AaAa) ari

474
X f , g (3.33)
= guaguﬁpaﬁFuu QQ,uaAaJM + _mQQMaAaAu V |g\,
Ardc 2
onde
F,, = —2V,A,,. (3.34)

Note que agora o campo gravitacional também aparece na lagrangiana da matéria Lgyy.
O mesmo procedimento aplicado ao tensor de energia-momentum, Eq. (3.28), nos permite
reescrevé-lo como

1
Tha = ——F""Fo — ¢" Leu
471“ (3.35)
— F}LOLFVB MVE
47rcg ap EM

As equacoes de Maxwell sao reescritas na forma
1% 47—‘- 14 * LV
V" = —?J . V,/FY =0, (3.36)

e as equacoes de movimento na forma

%FW%. (3.37)

u’'V,ut =
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Algumas observagoes sao pertinentes: i) apesar de ainda podermos resolver a equagao
V,A" = -V, V'E| (3.38)

sendo = uma func¢ao arbitraria, para podermos escrever a primeira equacao de Maxwell em
(3.36) no gauge de Coulomb, V,A” = 0, ela contém um termo dependente do tensor de
Ricci,
47
V., VYA¥ = RFYA, — —JH, (3.39)
c

em contraste com a expressao equivalente (3.18) no espago-tempo plano. Isto indica prudén-
cia no uso da substitui¢do minima; ii) como ndo ha mais observadores inerciais em geral, o
observador nao podera utilizar-se da facilidade p,v* para medir a energia de uma particula
de momentum p®, embora tal medida possa ser realizada localmente (numa regido restrita).
[sto acarreta outro problema. Numa regiao restrita pode nao haver conservagao da energia,
uma vez que o campo gravitacional pode realizar trabalho. A conservacao da energia podera
apenas ser definida numa regiao isolada; iii) nada foi dito aqui sobre como obter o tensor de
energia-momentum (3.35) da densidade lagrangiana (3.33).

3.1.3 Formulagao lagrangiana

Vamos considerar aqui uma teoria envolvendo um conjunto de campos, por exemplo, o campo
gravitacional g,,, o campo eletromagnético A,, etc. Vamos denotar todos os campos por 1.
Entap v representa uma colecao de campos em uma variedade M. Seja S um funcional em
M, isto é:

S:FeM— R/S[H] €R. (3.40)
Seja 1, uma familia de possiveis configuragoes dos campos. Assim, havera um valor para o
parametro real A\, por exemplo A = 0, correspondente a configuracao que representa as equa-

¢oes de campo de um determinado sistema fisico (¢ satisfaz certas condigdes de contorno).
Vamos supor que existam campos Y, duais a 1), satisfazendo

59 — /X&p, (3.41)
UcM

onde a integragao ¢ feita numa regiao U de M e o integrando é um escalar (ha uma contracao
em todos os indices omitidos). Estamos usando a notagao

dip
o) = — . 3.42
Y= . (3.42)
Neste caso, dizemos que o funcional S é diferenciavel e escrevemos
05
—| =x (3.43)
oY %o
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onde x é a derivada funcional. Consideremos agora um funcional diferenciavel da forma

S[y] = /L[w,w, N (3.44)

onde £ é um funcional local de 1 e suas derivadas. Quando a configuracao dos campos ¥
for aquela que satisfaca as equacoes de campo e dé 05 = 0,

55:/X5¢:U/5,czo, (3.45)

U

entao, a quantidade £ é denominada de densidade lagrangiana e o funcional S de agao.
Certas condi¢oes de contorno deverao ser obedecidas pelos campos no contorno U da regiao
U. O tensor (simétrico) de energia-momentum 7" é definido como

_ B % (3.46)

T = 6 X = R
Vigl ™ Vgl ov
onde 8 é uma constante arbitraria. Este tensor ¢ nulo nas regioes ausentes de matéria.

Consideremos como exemplo, a densidade lagrangiana para o campo eletromagnético no
vacuo

11 11
Lo — E,, Fr = g g"PF sF., /gl 3.47
EM T Ao H |91 47r4cg 9 sFw /9] ( )
A acdo correspondente é
Spm = /EEM- (3.48)

U

Assim, o tensor de energia-momentum (3.46) é dado por

B 0Sq 1 Y | ow
Tpo‘ = = g FF* — ng‘u Fqu s (349)

v ]g| 0977 16w

com =2e

0SEM po _ 1 v pa o uB
e 097 = g [0V EwE™ 4 3(6 9" Fas Fu /o]

| X (3.50)
- - 7% uv ov po
T ( 2ngFWF + 29" F,, F ) V09| g

De volta ao espago-tempo quadridimensional, isto é, a relatividade geral, é possivel es-
crever uma lagrangiana da forma

L =paLla~+ Bulm (3.51)

para o acoplamento da matéria ao espago-tempo. Em geral, a lagrangiana L£,; da matéria
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também conterd o campo gravitacional g,,. Assim,
L=0 = 0Lg=0Ly =0. (3.52)

Como a acao Sy correspondente & matéria deve ser invariante por difeomorfismos, ou seja, se
¢x : M — M é uma familia de difeomorfismos gerada pelo vetor tangente v, entao S, V|
é equivalente a Sy (@G, P3¢]. Em geral,

0Sn = / 05 5 + / 05 g, = 0. (3.53)
;w

Vamos supor que o primeiro termo do lado direito seja nulo, isto é, o campo ¢ satisfaz as
equagoes de campo para a matéria. Entao,

0Sm 0Sm

g, = 56 g = 0, 3.54
5 g,u 5@25)\ lm/ /\g,U« ( )

ou, requerendo invariancia de T"” e devido & invaridncia do determinante da métrica,

/ VI T 59,0, = / VIl ST 6659, = / VI 6659, =0, (3.55)

onde nem todas as dez componentes dg,, sdo independentes (difeomorfismo é equivalente a
uma transformagao de coordenadas). Assim, podemos escrever

[ VT g — 56590 = 0. (3.56)
Dos resultados (2.121) e (2.145), temos

6g;u/ - 5¢§\gul/ = £vguu = QV(MUV)' (357)

Substituindo este resultado na equacao anterior, obtemos

[V =2 [ VTS0, =2 [ Va1V + 2 [Vl (9,0, =0
U U U U

(3.58)
O termo de superficie ndo contribui (explique), portanto,

v, " = 0. (3.59)

Desta forma, o tensor de energia-momentum é localmente conservado como uma consequéncia
da invariancia por difeomorfismos e das equacoes de campo para a matéria. No entanto, nem
sempre é possivel integrar as equagoes (3.59) para obter leis de conservagao para a energia
(escalar) e momentum (vetor), pois a integragao implicaria na existéncia de vetores de Killing,
0s quais podem nao existir em um espago-tempo curvo.

Vimos em (2.102) que o tensor de Einstein também é conservado, independentemente
de quaisquer equacoes de campo e da forma das variacoes, sendo, portanto, um candidato
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3.1. Formulacao Lagrangiana Capitulo 3. As Equacoes de Finstein

natural para o tensor de energia-momentum do campo gravitacional. De fato, a densidade
lagrangiana

Lo=Ig|R= gl 9" R, (3.60)

onde R é o traco do tensor de Ricci, Eq. (2.99), estabelece as equagoes de Einstein quando
a métrica inversa ¢g"” é utilizada como o campo gravitacional e suas variacoes consideradas
independentes. A acao correspondente,

Se = / Lo (3.61)
U

¢ conhecida como agao de Hilbert (1915). Ela estabelece o tensor de Einstein como o tensor
de energia-momentum correspondente:

Ba 0Sa

TV:—_7
" Val 99

Entao, as equacoes de campo para o campo gravitacional devem ser fornecidas pela condicao

5L = RO(\/[9]) + V19l Rud(a) + /1al ¢ 6(R,) = 0. (3.63)

O 1ltimo termo contribui apenas na superficie e pode ser ignorado (paciéncial). A variagdo
do determinante g da matriz (g,,) pode ser escrito na forma

1. 1
6(v/| !):§|g| 2 6|9
1
~ 9 19| " 09, (3.64)

1 v
= —5\/|g|guu5g“ :

A primeira igualdade é decorrente da propriedade (2.84) para uma matriz A arbitréaria:

(3.62)

Sdet(A) = det(A) tr(A~16A). (3.65)
A segunda igualdade é devido a
9" Gov = 0% = 0G4 = —Gualupd9”’, (3.66)

a qual implica em
900w = — 909", §" R = —gudR". (3.67)

Portanto, a acao de Hilbert fornece
1
0Sq = /5£G = / varl (R;w - 59,“,]%) ogh” +/5K =0, (3.68)
U U U
onde K ¢ uma quantidade definida na superficie U contendo a regiao U. Este termo de
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superficie pode ser reabsorvido na definicao da acao. Assim, as equacoes de Einstein para o
campo gravitacional na auséncia de matéria,

1
GMV = Rp,l/ - EgMVR = 07 (369)

sdo obtidas da condigdo (confira a equacdo (3.45))

dSq = /659 = /Xwég‘“’ =0, (3.70)
U U
onde 59
G
L= 226 _ G 3.71
Xu 3G 19| Gy ( )

Substituindo este resultado na (3.62) obteremos f¢G,, como o tensor de energia-momentum
para o campo gravitacional. Note que o tensor de Einstein G, satisfaz as identidades de
Bianchi-Ricci, V*G,,,,, Eq. (2.98), independentemente das equacoes de campo. Tais conside-
racoes nos leva a supor que as as equagoes de campo para o campo gravitacional na presenca
de matéria sao dadas por

G = kT, (3.72)

onde T}, é o tensor de energia momentum da matéria e x uma constante arbitraria a ser
determinada pelo limite newtoniano.

3.2 Linearizacao

Uma condicao necessaria para a obtencao do limite newtoniano contido nas equagoes de
Einstein (3.72) é a condigdo de um campo gravitacional fraco:

Guv = Muw + mz (373)

onde 7,, representa uma perturbagao pequena na métrica 7, do espaco-tempo plano do
tipo Minkowski (+, —, —, —). O processo de linearizagao das equagbes de Einstein consiste
em substituir a métrica original g,, pela métrica perturbada (3.73) e reescrever o tensor
de Ricci (2.99) até primeira ordem na perturbacao v,,. Vale salientar que: I) a métrica
nao-perturbada em (3.73) nem sempre precisa ser a métrica 7, do espago-tempo plano. Ela
pode ser qualquer métrica para a qual as solucoes das equacoes de Einstein sao conhecidas;
IT) em geral, ndo ha garantias de que as solugdes reais, obtidas das equagoes nao-linearizadas,
quando linearizadas coincidam com as solugoes obtidas das equagoes linearizadas. Podemos
encontrar, portanto, solucoes espurias das equacoes linearizadas. No entanto, hd maneiras
de checar a estabilidade das solugoes das equagoes linearizadas.

A perturbagao v,, também pode ser interpretada da seguinte maneira: suponha que
o campo gravitacional g,,(A\) dependa de um parametro real A, associado a uma familia
de difeomorfismos (transformacoes de coordenadas) ¢, no espago-tempo a qual induz uma
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transformacao ¢*g,, no campo gravitacional. Assim, a menos de uma constante,

d
Y = aguu = 5guy- (374)
A=0

Portanto, lembrando do principio da invariabilidade das leis fisicas por difeomorfismos, 7,,
e 7//w = ¢y, devem representar a mesma perturbacdo. No entanto, vimos em (2.121) que
h& uma liberdade na escolha de v;,, da seguinte forma:

Vi = Vv £ Legu = Y £ (Vi + Vo), (3.75)

onde &, é um vetor arbitrario (relacionado com os difeomorfismos ¢, ).

Os simbolos de Christoffel (2.74) linearizados assumem a forma

1
Fa;w = 5(_7u1/,a + Yav,u + IV,ua,u) = naﬁrﬁpu- (376)

Note que estamos utilizando a métrica nao perturbada 7,43 para modificar as componentes de
um tensor. Isto pode ser justificado tendo em vista que todas as grandezas fisicas devam ser
escritas como relacoes tensoriais envolvendo a métrica perturbada g, (tensor fundamental).
A tnica excecao serd a métrica inversa nao perturbada:

g/w — nlw _ ,y/w # nuanuﬁgaﬁ_ (3'77)

Substituindo os simbolos de Christoffel linearizados (3.76) no tensor de curvatura (2.89) e
retendo apenas os termos lineares em v, teremos

(6% « (07 1 oo
R Buy = r Buy — I B = _577 (’Yua,ﬁzx ~ Yvo,Bu Tt VvBop — Vuﬁ,m/) (3'78)

Contraindo os indices « e p teremos o tensor de Ricci (2.99) linearizado (substituindo 8 por
w no final):

(6% 1 (6% (0% (8%
R, = R 00 = 3 [8 (aw,,a + 8,/yua) — (GM&/y +0 aa%,,)}, v =% (3.79)
cujo traco é
R=R", = 0"0"v,, — 0"0,~. (3.80)
Portanto, o tensor de Einstein linearizado pode ser escrito como:
1 « = 1 an = anf <
ij = R/W — §UAWR =0 8(“%)6, — 5(8 aa’}/lw + 77“,,8 0 ’704/3), (381)
onde
B 1
Yap = Yap — 577048’7- (3.82)

Este novo tensor #,, pode ser invertido facilmente. Lembrando que v, = 4, entao o traco
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de Y, €
Portanto,
_ I _
YaB = YaB + Enaﬂﬁ)/- (384)

Vale notar que este tensor novo, 7,,, aparece também naturalmente na linearizacao da
densidade de campo (veja (3.32)):

1 _
V09l g = (1 - 57)(77/11/ + Vw) = M + Yy (3.85)

onde g é o determinante do campo g, (veja (2.83)),

9= det(gm,) = Z 5}0 9ipy " Gnpn = det(nlw) +7. (386)

PESn

O tensor de Einstein (3.81) pode ser escrito numa forma mais simples fazendo uso do
gauge (3.75):

/ ny 1 ,
aaﬁ/ow 23 ’)/ay—g Y
1
- aQ(fyal’ - aafy - au&a) B 5&/(7 - 2(‘3a§a) (387)

= aa;}/azz - aaaagu-
Podemos ver desta equacao que a escolha
O Yaw = 0 (/9] ga’) = 0, (3.88)

correspondendo ao gauge de Lorentz do eletromagnetismo, sempre pode ser feita, pois £ é
um vetor arbitrario, o qual pode ser escolhido para satisfazer

0°0nE, = 0"V an. (3.89)

Fazendo a escolha (3.88), as equac¢oes de Einstein linearizadas (3.81) simplificam em

1
G = =50 0oy = £ Ty (3.90)

3.2.1 Limite newtoniano

Além da condigao de campo fraco (ou linearizacdo), Eq. (3.73), ha mais duas condi¢bes para
a obtencdo do limite newtoniano: i) velocidades baixas v < ¢ implica em T = 0, isto ¢, o
fluxo de energia (vetor de Poyinting) é desprezivel, e em T* ~ 0, isto é, o fluxo de momentum
(pressao) é desprezivel; ii) todas as quantidades sdo estaticas (ou variam muito pouco no
tempo). Isto significa que podemos desprezar todas as derivadas temporais da métrica e
do tensor de energia-momentum. Assim, em primeira aproximacao, correspondendo a uma
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distribuicdo de matéria-energia rarefeita (poeira), apenas a energia de repouso contribuira
para o campo gravitacional: Toy = pc®. As demais componentes de T, sdo todas nulas.
Neste caso, as equagoes de Einstein no gauge de Lorentz podem ser escritas como:

1 1
—560460/700 = HTO() = KCQP, —580‘60ﬁoo = O, j%2% 7& 0. (391)

Considerando que os campos sao estéticos e a métrica de Minkowski com autovalores (1, —1, —1, —1),
entao estas equacgoes podem ser reescritas como:

V0 = 26%p, V4, =0, uv # 0. (3.92)

A dltima equacao diferencial admite apenas a solucao trivial 7, = 0. A primeira equagao é
uma equacao de Poisson para a densidade de massa p. Esta equagao é analoga a equagao de
Poisson para a gravitacao newtoniana:

pdV

]

V2¢ = 4nGp, ¢ = -G (3.93)

onde G = 6,67 x 1071m?/kg/s? ¢ a constante universal da gravitacao. A fim de determinar
univocamente g € k, devemos fazer uso das equacoes de movimento dadas pela geodésica:

d2 «a dx?
dz; i P T T di’ ds = cdr = c\/1 — (v/c)? dt. (3.94)

S

Para velocidades baixas, u” ~ (1,0,0,0) e dr =~ dt. Desta forma, podemos reescrever a
equacao da geodésica como

1
= = Thoo = 586’“700 = 0", (3.95)
onde a tltima igualdade é a aceleracdo da lei de Newton. Lembre-se que 0%¢ = —0,4,
k=1,2,3. Entdo,
2

Yoo = §¢ = 2"—}/00. (396)

Substituindo este resultado na (3.92) e comparando o resultado com a (3.93), teremos

81G 52

= =2,07x 107" —. 3.97

Este sinal positivo no valor da constante x indica que fizemos uma boa escolha para o
sinal do tensor de curvatura quando trabalhamos com a métrica do tipo (1,—1,—1,—1).
Considerando a terra como uma esfera de 6374 km de raio e uma massa de 6x10%* kg, a
perturbacdo g no espaco-tempo plano é da ordem de 107°. Vale observar também que
KTpo ~ 2 x 1072 m~2.
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3.2.2 Ondas gravitacionais

Supondo o gauge de Lorentz,
%Yo = 0, (3.98)

a equacao de Einstein linearizado no vicuo torna-se em
0“0aVyw =0 (3.99)

a qual é uma equacao de uma onda propagando-se com a velocidade da luz ¢, sem sofrer
qualquer auto-interacao, cuja funcao pode ser escrita em termos de ondas planas

Y = €™ (3.100)

onde k" é o vetor de propagacao e €,, = €,, 0 tensor de polarizacao. A equacao de Einstein
obriga a norma do vetor de onda k" seja nula:

k"k, = 0. (3.101)
O gauge de Lorentz possibilita escrevermos quatro relagoes as componentes ¢,
ke, =0, (3.102)

reduzindo assim para seis o nimero de componentes independentes do tensor de polariza-
¢ao. No entanto, outras quatro componentes podem ser eliminadas por transformacoes de
coordenadas (difeomorfismos)

YV = Y £ (Ouby + 0uE), (3.103)

CcoI1

8°8at, = 0, (3.104)

pois as equagoes (3.98) e (3.99) permanecem invariantes. Uma possivel escolha é o gauge de
radiacao:

€ =0, e=¢€¢,=0. (3.105)
Neste gauge v = 0 o que implica em %, = 7,,. Portanto, o campo ,, possui apenas dois

graus de liberdade, correspondendo aos dois tinicos estados independentes de polarizacao.

Para determinarmos a eliticidade do vetor de onda k¥, vamos supor que uma onda plana
movendo-se na direcdo do eixo z: k¥ = (k,0,0,k). O tensor de polarizacdo neste caso,
levando em conta as real¢oes (3.102) e (3.105), serd a matriz

0 O 0 0
0 € € 0
(ew) = b (3.106)
0 €2 —€2 0
0 O 0 0
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Vamos efetuar agora uma rotacao em torno do eixo z por um angulo 6. A matriz de Lorentz
correspondente é

1 0 0 0
0 cos(#) sin(d) O
(A7) = ) sin(f) (3.107)
0 —sin(f) cos(f) 0
0 0 0 1
Assim, nossa rotacao pode ser efetuada matricialmente como
0 0 0 O
0 € € 0
(ANU)<AMQ)(€aU) = /11 /12 ) (3108)
0 612 _612 O
0 0 0 O
onde )
€11 = €11 cos(260) + €12 sin(20),
1 = 11 008(26) + €12 5n(26) (3.109)

€15 = —€118in(20) + €12 cos(26).

Isto é uma rotagao com um angulo de 26. Em geral, a heliticidade A de uma onda plana
arbitraria ¢ é definida como a fase da onda plana resultante,

Y = ey, (3.110)

de uma rotacao em torno da direcao de propagacao por um angulo 6. Portanto, a heliticidade
do campo 7, é £2.
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Capitulo 4

Cosmologia

4.1 Espacos com simetria maximal

4.1.1 Condicoes sobre tensores.

Tensores pagam um preco para manterem sua forma invariante perante uma transformacao
linear de coordenadas. Dada uma transformacao x — T, um tensor mantém sua forma
invariante se satisfizer a condicao

T(y) =T(y), Y. (4.1)

Queremos que tensores mantenham sua forma invariante perante transformacoes lineares de
coordenadas, pois caso contrario, eles seriam de pouca utilidade.

Como Lie mostrou, podemos conhecer praticamente tudo sobre uma transformacao linear
de coordenadas analisando seu comportamento em torno da identidade,

h =t + e (x), e € 1. (4.2)

Vejamos o comportamento de tensores perante a transformacao infinitesimal (4.2). Consi-
deremos inicialmente um tensor de posto zero, ou seja, um escalar,

S(z) = S(x) = 9(z) = S(x) + e=—&"(z) + O(e?). (4.3)
x
Como as quantidades £#(z) sdo arbitrarias, entdo (4.3) implica que que escalares manterao

sua forma invariante se nao dependerem das coordenadas,

5@) = S(x) % —0. (4.4)

Para um tensor de posto um, um vetor, manter sua forma invariante,

o
Oz

o€

A (@) = Au(z) +e (—AV By e

oxv

Au(x)

ozt

) +0O(e2), (4.5)
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ele deve satisfazer

af’j 14 8A 14 14 14 v (0% 14 v

%A,, +¢ (975 =¢ WA,, + AW,f = fva + Au;lff = ’fl/;oc (5#14 + Au;llf =0, (4-6)
onde usamos a defini¢ao da derivada covariante §,,, = V,§, dada na Tabela 2.1 e o fato da
métrica ser compativel com a conexao (V,g.s = 0). Aplicando o mesmo procedimento para
um tensor de posto dois, que mantém sua forma invariante,

oz 0z _
TMV(I) = al‘l‘ wTaﬁ(fL‘), (47)

somente se a condicao

2"
oxH

o . 0T,
Taz/ + %T/AO{ + 5

axay = €O‘§HTQV + éa;l/T,ua + Tm/;aga -
§aip (65T“V + 55T,f") + Tia® =0 (4.8)

for satisfeita. Por analogia, a condicao em um tensor de posto quatro, como o tensor de
Riemann, deve ser

0&° o0& 0&° o0& 0T vap
_Taua —1 oo —1T, vo —=1T vao 7 -
ot a ozv " a o el Bt ozs " e ox°

Eor (0T v + 0T oy + 2T 5 + 3T ) + Tywrao€” =0 (49)

Quando o tensor de posto dois na condicao (4.8) é o tensor métrico g,,, a condigao de
manter a forma invariante é denominada de isometria. Neste caso a condigao (4.8) pode ser
re-escrita na forma

51/;# + €M;V = V,ugu + Vyfp =0 (410)

pois a métrica ser compativel com a conexao (g, = 0). Uma quantidade & satisfazendo
a condigao (4.10) é denominado de vetor de Killing (outro que também descobriu os grupos
de Lie). Os vetores de Killing sao geradores de grupos de Lie. Cada vetor de Killing &,(x),
em qualquer posicao z, é determinado conhecendo apenas &,(Z) e £,.,(Z) = V,§£,(Z) num
ponto escolhido Z. Devido a propriedade de anti-simetria em (4.10), §,., = —&,,,, pode
existir no maximo N(N — 1)/2 vetores de Killing num espaco de dimensdo N. Um espagco
que admite o numero maximo de vetores de Killing é denominado de espaco maximal. Num
espaco maximal, o valor de um vetor de Killing num ponto particular £ pode ser escolhido
livremente, por exemplo £,(Z) = 0. A mesma escolha ndo pode ser feita para a derivada
covariante &, (Z) de um vetor de Killing.

Condicoes adicionais importantes podem ser obtidas para os tensores de posto um e
dois satisfazendo as condigoes (41.6) e (4.8), respectivamente, para manterem suas formas
invariantes. Por comodidade, vamos escolher £,(Z) = 0 num ponto arbitrario Z. Assim, a a
condigao (4.10) fornece

G

=9 o

oee

V,ugy = guavuia = _gua% i (411)

T

v

T
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em Z, onde usamos o fato da métrica ser compativel com a conexao, V,g,, = 0. Desta
forma, a condigdo (4.6) para um tensor de posto um manter sua forma pode ser reescrita
como

{agv VaAM} _oe

8&1 au
%Ay—i_f oxv oxr™ " = Ay

= 5 —0.  (4.12)

z

= ga o = ga;ﬂ(sﬁAa

T

Devido & anti-simetria de &,.5, entdo seu coeficiente em (4.12) deve ser simétrico,

0n A% =00 AP (4.13)
A contracao dos indices pu e 5 nos da

(N —1)A%|_=0. (4.14)

Como o ponto & é arbitrario, a condigdo (4.14) é valida em qualquer ponto. Assim, fica
proibido a presenca de tensores de posto um (vetores) num espago maximal de dimensao
maior ou igual a dois. Vetores podem existir apenas em espacos maximais unidimensionais.

Repetindo este procedimento para um tensor de posto dois, a condigdo (4.8) torna-se
Sasp (0,T° +0,T,%) |, =0, (4.15)
a qual implica em
ST, + 60T, = 62T°, + 65T,° (4.16)

devido & anti-simetria de &,.3. Contraindo os indices ;1 e 8 e abaixando o indice o, obtemos
(N —=1)To +Toa = g T, (4.17)

O lado direito desta relacao pode ser eliminado subtraindo dela ela mesma com os indices «
e v trocados,
(N - 2) (Tcw - Tua) |~ = 0. (418)

Assim, apenas tensores de posto dois simétricos podem existir em espacos maximais de
dimensdo um e maior ou igual a trés. Admitindo a simetria T,, = T,, a condigdo (4.17)
fornece outra restricao importante:

T _ L of

v N Guv = fg;uu % = 0. (419)

Ou seja, um tensor de posto dois num espaco maximal de dimensao diferente de dois deve ser
proporcional ao tensor métrico. Podemos usar a condi¢ao (4.8) para determinarmos que a
fungao f(x) em (4.19) deve ser uma constante. De fato, substituindo (4.19) em (4.8), temos

f f

F(Vi&y +V08,) (4.20)

onde usamos a condigao (4.10). Como os vetores de Killing £ sao arbitrarios, entao a funcdo
fem (4.19) é uma constante. Como o tensor de Ricci é de posto dois (e aparece nas equagoes
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de Einstein), entao ele deve ser escrito na forma

Ruu = %gw/a R= Raaa N 7é 27 (421)

de acordo com a condigao (4.19), em um espago maximal.

4.1.2 A volta do tempo universal

Logo apo6s Einstein amarrar o tempo com o espaco, construindo um espago quadridimensional
denominado de espacgo-tempo por Minkowski, surge um grande problema na Relatividade
Geral aplicada a Cosmologia: quem ¢ o tempo? Como podemos afirmar que o espago-
tempo possui uma dinamica sem re-introduzir um tempo, um segundo tempo, sobre o qual
a evolucao ocorre? A solucao encontrada, a qual perdura até hoje, foi separar o tempo
do espaco, numa forma branda. Branda ou nao, o fato é que tivemos de separar o tempo
do espaco. Esta separacao ¢ similar ao preenchimento de uma esfera por cascas esféricas
concéntricas, onde a direcao radial, sempre perpendicular as cascas esféricas, faz o papel
do tempo. Esse tempo ortogonal as hipersuperficies espaciais ¢ o tempo universal, o tempo
cosmolégico. é o tempo absoluto de volta? Como esse tempo foi criado? Questoes a parte,
esse é o tempo proprio do espaco que esta sendo criado.

Um espago-tempo quadridimensional com uma métrica lorentziana (—+++), cujas hiper-
superficies espaciais sejam maximais e apresentem curvaturas nao-nulas, tem uma métrica
que pode ser escrita na forma

-1 0 0 0
(1) .

g= 1 ki La(t) >0, ke {1,0,—1}, (4.22)
a®(t)r? 0

tal que
25 2 2,2 2 dr =2 (102 | o2 2 _
—cdr® = <ds‘g‘ds> = —c*dt*+a*(t) e +7 (d@ + sin“ 6 d¢ ) , <ds} = (cdt, dr,d0, de),
— kr
(4.23)

correspondendo a um espago com curvatura positiva (k = +1), nula (kK = 0) ou negativa
(k = —1), respectivamente, onde a coordenada radial 7 é medida em unidades a. Podemos
reparametrizar a coordenada radial 7 em (4.23) como

r=siny, (k=+1), 7=x, (k=0), 7=sinhy, (k=-1), (4.24)

46



Capitulo 4. Cosmologia 4.1. Espa¢os com simetria maximal

para reescrever as trés métricas possiveis na forma,
dx? +sin® x (d6? +sin®0d¢?), (k= +1),

ds® = —c?dr? = —c*dt* + a®(t) < dx® + x* (d6? + sin® 0 dp?) , (k= 0), (4.25)
dx? + sinh® x (d6? + sin® 0 d¢?), (k= —1).

Vale ressaltar que as coordenadas (¢, x, 0, ¢) sdo todas independentes, em principio.

Como calculamos distancias, areas e volumes neste espaco-tempo? Num dado instante ,
a distancia radial de um objeto que move junto com o referencial é

7 B sinT'r7, k=41, 0<7<1
_ _ dr i, .
r(t) = \/<0,dr,0,0|g O,dr,0,0>:a(t)/ ﬁ:a(t) 7, k=0,7>0.
0 sinh™'7, k=—1,7>0.
(4.26)

A distancia radial r(t) em (4.26) ¢ denominada de distancia prépria. Como 7 ¢ independente
de t, entao a razao entre a distancia propia r e o fator de escala do universo a é constante,

"
— = cte. 4.27
" cte ( )

[sto ¢ uma lei de conservacgao, a qual implica que variacao logaritmica temporal da distancia
radial r é igual aquela do fator de escala a do universo,

2| e
Il

.
- H. 4.28
- (4.28)

A derivada logaritmica H(t) = a(t)/a(t) as vezes é denominada de “constante” de Hubble, a
qual, em geral, depende do tempo.

4.1.3 O redshift cosmolégico

Suponha que a luz emitida por um objeto distante chegue até o observador (situado na
origem do nosso sistema de coordenadas) de forma radial. Como a luz permanece imovel no
espago-tempo (geodésica nula), dr = 0 e de (4.23) temos

cdt T (4.29)
a(t) VI ki
Como o lado direita desta equagao é independente do tempo, entao o seu lado esquerdo é
uma quantidade conservada. Tomando o intervalo de tempo dt como o periodo temporal da
luz emitida ou recebida, entao sua frequéncia é v = 1/dt e a lei de conservacao (4.29) pode
ser reescrita na forma

av = % = cte. (4.30)
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A mudanca relativa na frequéncia de uma fonte distante, mais conhecida como redshift, é

Ve —Vy Ao — e
- = 4.31
: v, Ae ( )

onde v, é a frequéncia observada (na origem) e v, ¢ a frequéncia emitida pela fonte distante.
Mesmas observagoes para o comprimento de onda A, onde A\v = c¢. Assim, o redshift pode
ser relacionado ao parametro estrutural via a lei de conservacao (4.30),

l—l—z:a

(4.32)

Note que t, > t., onde t, é o tempo durante a observacao, portanto posterior ao tempo da
emissao t.. Assim, podemos ter a(t,) > a(t.) e z > 0 (redshift), correspondendo ao aumento
do fator de escala do universo. Caso o fator de escala do universo esteja diminuindo, entao
a(t,) < a(te) e z < 0 (blueshift).

Conhecendo as derivadas do fator de escala num determinado tempo, digamos t;, entao
podemos usar o teorema de Taylor para avalid-lo num tempo ¢ proximo de ¢;,

alt) = alt) + alt) (1 — 1) + Zilt) (1 — 1) - (4.33)
a(t) Nt Y N2 R () ()
a(ti)—HH(tz) (8= t:) + 5S() (= t)" + -+, H“”M(@)’S(“)—a(tz) (4.34)

Escolhendo usar as quantidades H (Hubble) e S (Slipher) no tempo de observacao, H, =
H(t,) e S, = S(t,), entao devemos fazer t; = t, e t = t. para usar (41.32) e reescrever (4.34)
como
a(te) 1
a(t,) 14z

Esta ¢ uma boa aproximacao para t, proximo de t.. Isto significa que ela presupoe que a
fonte luminosa esteja proxima. Combinando (4.26) e (4.29), temos c(t, —t.) = r., onde . é a
distancia real da fonte luminosa, e considerando z pequeno, z < 1, entao outra aproximacao
pode ser feito no lado esquerdo da Eq. (4.35),

1
~1— H,(ty—to) + 7% (to — to)?. (4.35)

zer Hyre, (4.36)

onde mativemos somente o termo linear em c¢(t, —t.) = r.. Assim, esperamos que a mudanca
na frequéncia relativa da luz emitida por fontes proximas seja proporcional a distancias que
estamos delas (lei de Hubble-Slipher).

A derivada logaritmica H(t) = a(t)/a(t) em (4.28) pode ser avaliada no tempo de emis-
sdo t. (passado) conhecendo a taxa de variacdo do redshift z no presente. Para tal, basta
calcularmos a taxa de variacdo de z em relacdo a t,, usando a Eq. (4.32)

= alt)  altalt)dt.  alt)alt,) alt)

d
T T @ T a) T @) @t alt)alt)  alt) (4.57)
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onde usamos a lei de conservacao (4.30). Deste resultado, combinado com (4.32), temos

H(t) = H(t,)(1+2) — 572 (4.38)

4.1.4 O tensor energia-momentum

Precisamos observar a estrutura do tensor energia-momentum

TOO TOl T02 T03

Tor | Ty Tio T
(1) = TOl Tll le T13 = tensor de | , (4.39)
02 | Tha T To3

TOS T13 T23 T33

escalar vetor

ordem dois

onde a submatriz formada pela componente tempo-tempo (7)) tem o carater de um tensor
de ordem zero (escalar), a submatriz formada pelas componentes tempo-espago (Tp;) tem
o carater de um tensor de ordem um (vetor) e a a submatriz formada pelas componentes
espago-espaco (T;;) tem o carater de um tensor de ordem dois.

No entanto, vimos que num espago isotropico e homogéneo maximal, um escalar deve ser
constante, o vetor deve ser nulo e o tensor de ordem dois deve ser proporcional & meétrica.
Assim, o tensor energia-momentum no espaco-tempo deve assumir a forma

p(t)c?
p(t)e* | _ P(t) gu | (4.40)
‘ P(t) gij P(t) g2

| P(t) gs3 ]
onde p(t) é a densidade de massa (p(t)c? é a densidade de energia), P(t) a pressao (fluxo do
momentum linear) e g;; sdo os elementos puramente espaciais de uma das métricas em (4.25).
Como as métricas em (4.25) sdo diagonais, o tensor energia-momentum (4.40) representa um
fluido perfeito, descrito pela sua densidade p e sua pressao P.

4.1.5 Termodinamica

Considere uma regiao de volume V' contendo uma massa m e uma energia U a uma pressao
P. A primeira lei da Termodinamica diz respeito ao balanco energético deste sistema: a
energia térmica (infinitesimal) d@Q que entra ou sai desta regiao é usada para variar a energia
interna (dU) e o volume (dV'). A variacdo do volume ocorre via trabalho mecanico, PdV.
Assim, podemos escrever a primeira lei na forma

dQ = dU + PdV, (4.41)
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a qual representa a conservagao de energia. Considerando que o universo esteja sendo criado
e ja possua um volume V' e que h& nada além dele, entao nao pode haver uma troca de energia
térmica. Desta forma devemos ter um processo adiabatico, d@) = 0. Como a entropia S é
definida por TdS = dQ, onde T é a temperatura, entao a entropia nao pode variar num
processo adiabético. A segunda lei da Termodinamica diz que a entropia do universo deve
aumentar sempre em processos reais (como em maquinas térmicas) e permanecer constante
em processos ideais (como na méaquina térmica de Carnot). Portanto, do ponto de vista da
Termodinamica cléssica, a criacao do universo é um processo ideal.

Considerando entao um processo adiabético, d@Q = 0, a primeira lei (4.41) nos fornece a
equacgao de estado

P=-"=— 4.42
dV pe’ ( )

onde p. ¢ a densidade de energia interna. Nesta densidade de energia nao esta incluida a
matéria. Em geral, a densidade de energia energia-matéria deve ser escrita na forma

P = pet Pm; (4.43)

onde p,, esta relacionada a matéria e p, esta relacionada a energia interna. Um exemplo de
energia interna no nosso cotidiano ¢é a energia associada aos modos de vibracao e rotacao de
moléculas.

4.1.6 Equacoes de Einstein

As equacodes de Einstein e as leis de conservacao,

R 8
G = Ry = 5 9 = LgTW, VI, =0, (4.44)

A
determinarao o fator de escala a(t) presente nas métricas (4.25) quando uma equagao de
estado for dada, relacionando a densidade p e a pressao P presentes no tensor energia-
momentum (4.40).

Considerando as métricas (4.25) e o tensor energia-momentum (4.40), as equacoes dife-
renciais correspondentes estdo mostradas na Tabela 4.1. Podemos notar (na segunda linha)
que apenas uma das equagoes diferenciais vindas das equacoes de Einstein é que distingue os
trés casos. A ultima linha mostra a curvatura R (traco do tensor de Ricci) do espago-tempo.

A segunda equagao de Einstein nos diz que o fator de escala (do universo) a(t) varia no
tempo com uma aceleracao sempre negativa caso a pressao P e a densidade de energia p sejam
positivas, como normalmente esperamos. Isto significa que em qualquer cenario, expansao
ou contracao, a dinamica do universo estd em desaceleracao. A tnica forma de obtermos
uma dinamica acelerada ¢ admitindo uma pressao negativa, como aquela apresentada em
(4.42). Admitindo a equagao de estado (4.42) e que a densidade de energia-matéria possa
ser escrita na forma

p = pe+ P, (4.45)

onde p. é a densidade de energia interna e p,, ¢ a densidade de energia ligada a matéria,
entao da segunda equagao de Einstein na Tabela 4.1 temos trés regimes possiveis para a

20



Capitulo 4. Cosmologia 4.1. Espa¢os com simetria maximal

k=+1 E=0 k=-1

22 __ 87w 2 22 __ 8w 2 22 __ 87w 2 : :
a=Spa—1 a*=Spa a*=pa”+1  Einstein-1

i=—L(p+3P)a i=—-F(p+3P)a a=—L(p+3P) Einstein-2

pa=-3(p+P)a pa=-3(p+P)a pa=-3(p+ P)a Conservagdo

R=487n(p—3P) R =48w(p—3P) R =48w(p—3P) Curvatura

Tabela 4.1: Equacoes diferenciais satisfeitas pelo fator de escala a(t) considerando um espaco
homogéneo e isotropico com curvatura positiva (k = +1), nula (k = 0) e negativa (k = —1).
A curvatura R do espago-tempo é mostrada na ultima linha.

dinadmica do universo,

>0 = desacelerado,
p+3P=pn—2p.=0 = estacionario, (4.46)
<0 = acelerado.

os quais dependem da relacao entre as densidades de energia interna e de matéria. O regime
estacionario p,, = 2p. ¢ instavel. Se p,, é ligeiramente superior (inferior) a 2p., o regime é
desacelerado (acelerado). (analisar a derivada)

A opcgao pelo regime estacionario tem um interesse histérico se combinado com a exigéncia
de ser estatico. Ser estatico implica numa velocidade nula (@ = 0) para o fator de escala a.
Entao da primeira equacgao de Einstein na Tabela 4.1, temos

3k
p=3p.=—>0 = k>0. (4.47)
8ma
A dnica possibilidade £ > 0 é k£ = 41 na Tabela 4.1. Este universo estatico possui um fator

de escala estatico dado por
1 1

= —. 4.48
8mp. A ( )
Note que a condicao a = 0 garante que p = 3p. seja constante, como podemos inferir da
equacao proveniente da lei de conservacao mostrada na Tabela 4.1. Admitindo a equacao
de estado (4.42) e a densidade de energia-matéria na forma (4.45), as equagoes de Einstein

(4.44) podem ser reescritas na forma

2 _
ap =

R
R/w o Egm/ + Ag/ﬂ/ = 87TT/§T)a A = 8mp,, (4'49)

pois o tensor energia-matéria-momentum pode ser escrito na forma 7}, = Tﬁ,e,) + T;ET), onde

T,Ef;) = —pPeYu- Esta é uma possivel interpretagao do modelo de Einstein: um universo finito
(fechado e sem fronteiras), estatico e instavel. Einstein denominou A em (4.49) de constante
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cosmologica.

4.1.7 Nosso universo I

Como um exercicio de criar universos a la bossa nova, pequenas variagoes sobre o mesmo
tom, vamos considerar as sugestoes seguintes como inéditas e procurar adapta-las aos dados
experimentais do momento sobre o movimento de galaxias e ou eventos distantes e a radiacao
de fundo. A criagao do espacgo produz ondas gravitacionais?

Inspirados pelo modelo do Einstein, vamos usar a equagao de estado (4.42) e a densidade
de energia-matéria na forma (4.45), porém sem a restricdo da densidade de energia interna
pe ser constante. Desta forma, as equacoes de Einstein sao

R
Ry = = G + Ay = 87T, A=81pe, Toy” = pm, Ty =0, (4.50)
onde a “constante” cosmologica A ndo é mais constante. As equagoes Curvatura, Conservacao
e Einstein—2 na Tabela 4.1 tornam-se em
a P . Az

R = 487 (4pe + pm), o= TR a= ?(Qpe — Pm),s (4.51)
respectivamente, para qualquer um dos trés modelos (fechado ou aberto plano ou aberto
curvo).

Momento de fazermos nossas escolhas, principalmente se tivermos dados experimentais
para nos guiar. Para um universo com uma dinimica estacionaria (acelera¢ao nula), devemos
ter pm = 2p. (p = 3pe). Para um universo com uma dindmica acelerada, devemos ter
Pm < 2pe (p < 3pe). Porém, podemos propor uma equagao de estado da forma

Pe = WP, (4.52)
e usar a segunda equagdao em (4.51) para determinar a relagao
Pm = cra” @, (4.53)

A escolha w = 0 corresponde a situacao em que a energia interna nao existe (p. = 0, cold
matter) e a terceira equac¢ao em (4.51) fornece

47T01

3

t(n) = Co(n —sinn), a(n) = Co(1 —cosn), Cy = (4.54)
Estas sao as equacdes paramétricas de uma cicléide, cuja circunferéncia geratriz tem raio
Cy. Este universo é periddico, de periodo 27Cy. O valor maximo do fator de escala é 2C)
no tempo wCy. Das propriedades geométricas da cicléide ser uma curva braquistocrona e
tautocrona, podemos afirmar que o fator de escala deste universo atinge seu valor maximo no
menor tempo e que dois universos inicializados em instantes diferentes irdao atingir o mesmo
valor maximo do fator de escala no mesmo intervalo de tempo, respectivamente.

A escolha w = 1/2 ou 2p, = p,,, (hot matter) fornece uma aceleragao nula para o fator
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de escala,

a(t) = viamey — 1t + ca, (4.55)

o qual cresce linearmente com o tempo. Note que a singularidade a = 0 pode ser evitada
neste caso.

A escolha w = 2 ou p. = 2p,, fornece uma aceleracao negativa e constante para o fator
de escala,

a(t) = ! + 27mey 2. (4.56)
87'('01
Neste caso, a singularidade a = 0 é proibida. No instante inicial, o universo tinha um
fator de escala finito. O que fez este universo entrar em movimento? O fator de escala
deste universo crese parabolicamente para sempre, com uma aceleracao constante e positiva.
Como estamos no modelo fechado, a parte espacial deste universo é uma “casca'eférica de
raio a(t). Apds um tempo longo a parte espacial deste universo se asemelhara a um espaco
euclidiano (chato). Estamos 147
Curiosamente os trés casos acima sao as unicas possibilidades de obtermos solugoes ana-
liticas (dadas por expressoes alébricas) das equagoes de Einstein (mais leis de conservagao).
analise?

4.2 Espacos estacionarios

4.2.1 Introducao

Definicdo 1 (Métrica estacionaria). Uma métrica é estaciondria se existe um sistema de
coordenadas particular onde ela é explicitamente independente do tempo,

0w _
020 ’

(4.57)

onde z° representa a coordenada tipo tempo, ds* = gopa°2® > 0 (assumindo a assinatura
+7 R _)

Essa definicao é equivalente a essa outra, a qual é independente de um sistema de coor-
denadas:

Definicao 2 (Espaco estacionario). Um espagotempo é estacionario se, e apenas se, ele
admite um vetor de Killing do tipo tempo.

Para verificarmos esta equivaléncia, basta definirmos o campo vetorial particular X* = §
(do tipo tempo; verifique). Assim, a derivada de Lie da métrica,

LXg,uu = AX.Q/U/ + guaAz/Xa + guaA,uXa - A,uXV + AVX/JJ (458)

se torna nula para X* = o},

LXg;w = Juv,0 = =0, (459)
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implicando que a métrica ¢ estacionaria e que X* = §f ¢ um vetor de Killing. Como Lxg,.
¢ um tensor, teremos Lxg,, = 0 em qualquer sistema de coordenadas.

Definicdo 3 (Métrica estatica). Uma métrica é estatica se sua forma quadratica ds* =
gudzrtdz” é invariante a uma reversao temporal.

De acordo com essa definicdo, uma métrica estatica nao pode conter termos mistos
(tempo-espaco), ou seja go; = 0, onde estamos admitindo x° do tipo tempo (verifique).

Defini¢ao 4 (Espago estatico). Um espagotempo é estatico se, e apenas se, ele admite um
vetor de Killing do tipo tempo, ortogonal as hipersuperficies (tipo espaco) deste espagotempo.

Como esse espago admite um vetor de Killing do tipo tempo, ele é também um espaco
estacionario.

Uma hipersuperficie ¢ dada pela condicao f(z*) = cte., onde f ¢ uma funcao bem
comportada (admite uma série de Taylor),

fla" +dat) = f(a") + fadx™ + - - - = cte. (4.60)

Como f é constante, entao, até primeira ordem, o gradiente f, é ortogonal ao vetor tangente
dz, (verifique),
of

n,=fu,= gt n,dzt = 0. (4.61)

Qualquer campo vetorial da forma X, = A(z)n,, serd ortogonal a hipersuperficie f(z*) = cte.
Esse campo satisfaz (verifique)

Xu0aXy) = X(uVaX,) = 0. (4.62)

Essa condigao é necessaria para mostrar que se o campo X, for de Killing, entao A =
X? = X,X*. Impondo que este campo X, seja de Killing, do tipo tempo e ortogonal a
hipersuperficies, entao a funcao f torna-se em f = 7° = Az + B, com A e B constantes.
Isto significa que num espaco estatico, a nocao de tempo universal da mecanica Newtoniana
é recuperada. De fato, se...

Defini¢ao 5 (Espaco esféricamente simétrico). Um espagotempo é esfericamente simétrico
se, e apenas se, ele admite trés vetores de Killing do tipo espaco, linearmente independentes,
com oOrbitas fechadas, satisfazendo

(X7, XI] = €9, X" (4.63)

4.2.2 Schwarzschild

A meétrica de um espacotempo esfericamente simétrico pode ser escrita na forma
ds® = goo(r,t) Pdt* + goi(r, t) edtdr + gii(r, t) dr® + f(r,t) (d6* + sin® 6 d¢*) (4.64)

onde fizemos
2 =ct, 2t =71, 2> =sinf cos ¢, x° = siné sin ¢. (4.65)
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Usando as equacoes de Einstein,

R 8rG
Guy - KgT,LLI/ = 07 G‘uy = Ruy - Eg/_“/ + Ag/JJ/7 Kg = 77 (4.66)

obtemos 7
4.2.3 Motivagao

Potencial (escalar) o, % =0 — MG

Energia potencial YV =mgo —%;

Campo gravitacional =-Vo —MTGQGf

Forga gravitacional F =mgE —mG%GGf

Segunda lei F =mja

Principio da equivaléncia mqg = my

Energia cinética T = Ziy?

Energia mecanica E=T+V

Tabela 4.2: Elementos fundamentais da teoria newtoniana da gravitacao.

Trabalho (energia mecéanica trocada):

W:/F-dr:—mg/ng-dr:—mg/d¢:—mgq§+cte = AW =-AV. (4.67)

W:/F‘dr:ml/adr:m[/v'dV:%UQ—i-cte — AW =+AT. (4.68)
Conservacao da emergia mecanica gravitacional:

AE = AT + AV =0. (4.69)

Energia E=hw=hv

momentum linear p = hk = h/A

espectro vA=cou& = pc

Tabela 4.3: Elementos da teoria do {6ton.
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1. Variacao da energia do fo6ton em termos de sua frequéncia: AE = hAv;

2. A energia trocada com o campo gravitacional é dada pelo trabalho: AE = AW =
—maAd;

3. Usar o principio da equivaléncia: hAv = —m;Ag;

4. Supor que o féton tem uma “massa inercial” dada pela relacio £ = mic®: hAv =
— 500 =~ Ag;
5. Frequéncia em funcao do potencial:

d 1 2
14 C

Quanto maior o potencial, menor a frequéncia (red shift). A frequéncia do relagio em B
deve ser alterada para medir o mesmo intervalo de tempo entre dois sinais luminosos emitidos
em A. O tempo de voo de um sinal entre dois pontos sempre serd o mesmo.

4.2.4 Propriedades

1. Eventos (luz) na mesma posicao (z° fixo):

, 0
05 = (edr ) = (cdt, 6= o), 20 =0, (471)
2. Métrica como uma forma quadratica (espaco rimanniano):
ds® = (%€ cdt)? + Aydaidt + Bi(da')? + Cyejda'dy’ (4.72)
3. Estacionério: 94 9B aC
U (4.73)

ot ot ot

(a) Cada relogio trabalha com uma frequéncia que é um miltiplo de sua frequéncia
natural.

(b) Cada sinal luminoso (ou queda livre) entre dois pontos pode ser repetido indefi-
nidamente com a mesma duracao.

4. Estatico: A; =0

(a) A duragdo de um sinal luminoso entre dois pontos é a mesma para os dois sentidos.

4.2.4.1 Provas

Considere um sinal luminoso entre dois pontos vizinhos numa dada diregao x! (dz? = 0,
j# 1) 2
ds? = (e®/“cdt)? + Ardx’dt + By(dz')* = 0. (4.74)
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Esta ¢ uma equacio (algébrica) quadrética em dt/dx! = «:

A B
o+ e 4 —Le ¢ = . (4.75)
¢ c
As raizes (s; e so) desta equacao satisfazem

A B
S1+ 89 = _0_216—2¢/02’ 8189 = 0—216_2¢/62. (4.76)

Cada raiz é proporcional ao tempo de voo dt, o qual deve ser sempre o mesmo no trajeto
dx'. Entdo estas raizes nao podem depender do tempo t.

Considere agora um sinal luminoso envolvendo as diregoes 2! e x7/ (da* = 0, k # I e
k # J) num tempo t:

ds® = (/% cdt)? + Aydz’dt + Ayda’ dt + By (da")? + By (da”)? + Cpydalds’ = 0. (4.77)

Sendo dz! e dz” distancias fixas, entdo num tempo posterior ¢’ teremos esta mesma equacao
com Cp; trocado por C7;. Desta forma, a diferenga entre estas duas equagoes é

(C[J — C}J>$1dl"] =0 = C[J = C}J (478)

Caso as duas raizes s; e sy difiram apenas por um sinal significa que o tempo de voo em
sentidos opostos é o mesmo. Assim, se s; + so = 0, entdao A; = 0.

4.2.5 Forma candnica

Completando quadrados na métrica (4.72), ela pode ser reescrita na forma
> 1 N\ o
ds? = /¢ (cdt - —2widwz) — hyjdz'dy’. (4.79)
c
1. ¢: potencial escalar,
2. w;: potencial vetor,
3. h;j: métrica espacial.

Invariancia de calibre:
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4.2.6 Campos

Para compreendermos o significado dos campos ¢ e w, devemos ir para a situacao de campos
fracos (< ¢?) e velocidades baixas (< c¢), onde a gravitagio newtoniana pode ser usada.
Assim, a métrica candnica (4.79) pode ser reescrita numa forma aproximada:

2 1 2 o
ds? = e2%/¢c (cdt — —w;dx’ ) — hijdx"dy’

~ [(1 +2%) (cl — QX - g) — (%)2] (cdt)?
~ [1 ~(8) 28 oY z] (cdt)? (4.80)

ou

ds = {1 — <2)2—|—2ﬂ Y. z] lﬂcdt

c 2 c

1L/oN2 ¢ v w
~ 1__<_> T 2 ar 4.81
{ 2 \c +02 c 02]0 ( )

Considere a acao dada por

1 [? 1 [2/1, 1
= ds=At— = P —p—-v-w At—— £dt (4.82)
c )i c* )1 \2 c

onde L é a lagrangiana por unidade de massa (apds usar o principio da equivaléncia, m =
mr = mg)l

1 1
L= 51)2 —¢— “vow. (4.83)
Usando as equacoes de Euler,
d (0L oL
— — =0 4.84
obtemos as equagoes de movimento para 0os campos ¢ € wW:
d*r
o ~Vo+ —V x (V x w), (4.85)

até primeira ordem nos campos (fracos). Estas equagoes tém a mesma forma das eletromag-
néticas, com w fazendo o papel do potencial vector. O tltimo termo em (4.85) é do tipo for¢a
de Lorentz (por unidade de carga). Assim, uma particula com velocidade v perpendicular
ao campo “magnético” B = V X w executard uma trajetoria circular (frequéncia B e raio
v/B) e, caso contrario, uma trajetoria helicoidal.

O primeiro termo em (4.85) é o campo gravitacional produzido pelo espago estacioné-
rio. O segundo termo é a aceleracao de Coriolis, produzida por um referencial girante com

o8



Capitulo 4. Cosmologia 4.2. Espacos estacionarios

velocidade angular w,
62qi>/c2
2c
Até primeira ordem nos campos, esta expressao coincide com o tltimo termo em (4.85). Vale
lembrar que a taxa de variagdo em um referencial inercial de um vetor (posicao, por exemplo)
descrito num referencial girante com velocidade angular w é

V x w. (4.86)

w=—

d
d—izwxr—i—v, V=T, (4.87)

onde v =1 ¢ a taxa de variacao medida no referencial girante. Desta forma, a aceleracao no
referencial inercial (onde vale a segunda lei de Newton) serd

d’r

@:a+2wxv+wx(wxr)+w><r. (4.88)

O segundo termo ¢é a aceleracao (inercial) de Coriolis, o terceiro termo contém a aceleragao
(inercial) centrifuga. Na comparacdo com (4.85), temos w = 0, a velocidade angular (4.86)
(até primeira ordem nos campos), e o campo garvitacional

a=—-Vo. (4.89)

O termo centrifugo nao aparece em (4.85) por que mantivemos l4 apenas os termos em
primeira ordem nos campos.

Consideremos um disco girando com uma velocidade angular constante w em torno do
eixo Z. O espago-tempo estacionario é o de Minkowski, cuja métrica é melhor descrita pelas
coordenadas cilindricas,

ds® = 2dt? — da® — dy® — dz? = Adt* — dp? — p*db* — d2°. (4.90)

Os relogios do disco girante estao sincronizados com os relogios do espago estacionario. A
variavel ¢t na métrica (4.90) representa o tempo marcado pelo relogio (do espago estacionario)
colocado na origem O (Figura 4.1). Vamos trocar a coordenada angular 6 por ¢, medida a
partir do plano A solidario ao disco girante,

0 =wt+ p. (4.91)

Assim, a métrica (4.90) torna-se
ds® = dt* —dp® — p*(wdt+dp)? —d2* = (S —w?p?)dt* —2wp?dtdp—p*dp* —dp* —dz*. (4.92)
Apos completar o quadrado envolvendo o trés primeiros termos da tltima igualdade, temos
ds® = % (cdt — %pznyd(p)Q — dp* — p*yPdyp? — d2?

= 2/ (cdt — wadp)? — haydp® — hogdp? — hssdz?, (4.93)
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Ref.

Figura 4.1: Disco girante com velocidade angular constante w. O plano A é solidério ao
disco.

onde

1 /v\2
:1_|__<_) 4+ V= wp,

o 1 _ 1
Ji-(2)? 1oy 2

sendo v = wp a velocidade tangencial num raio p no disco girante. Da tultima igualdade em
(4.93) temos os potenciais escalar e vetorial,

dy Ww?
- §P737 (4.94)

1
€2¢/C2 — ?7 W = (w17w27w3) = <O’ %p27270> ) (495)

respectivamente, e a métrica (do espago tridimensional)

1 1
(hl]) = p272 ) (hl]) = 21 2 : (496)

Py
1 1

O campo (ou aceleracao) gravitacional é o gradiente do potencial escalar ¢, dado em (4.95),

=V = (6,60 6) = (—p?,0,0) — (—U;ﬁ 0, o) , (4.97)

cujo modulo é (aceleracao centripeta)

2

— v
a. = ||al| = /¢:0,;h7 = |6, = ;72. (4.98)
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O rotacional do potencial vetor w dado em (4.95),

Vxw=(0,0,w1), w1 = Cil—u;? = 2%p74, (VX W) =w;; —wj; = By,  (4.99)
cujo modulo /3
o 2v/2
IV x wl| = /By Buhhi! = V2B k1 = oy (4.100)
nos da a velocidade angular
Q= —e?||V x wl|| = wy?. (4.101)

2v/2

Esta ¢ a velocidade angular de um girocompasso colocado no disco girante a uma distancia
p de seu centro. Ap6s uma volta completa do disco girante,

2
T=" 24T, (4.102)
w

onde Ty é o periodo medido pelo relorio solidario ao disco girante (tempo proprio), esse
girocompasso tera exibido uma rotacao dada pelo angulo

AN w \?2
OT) = 27y ~ 21 + 7 (—) —ortm (—p> , (4.103)
c c

onde a expansao dada em (4.94) para velocidades baixas foi usada. Esta rotacao do giro-
compasso é conhecida por precessao de Thomas.

4.2.7 Universo de Godel
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Apéndice A

Topologia

A.1 Introito

Uma visdo mais recente de Topologia, e muito didética, é apresentada na Ref. [1], a qual
contrasta ligeiramente com a visao rigorosa do grupo Bourbaki [2]. Os classicos |3, 1| sdo sem-
pre tteis como uma primeira leitura. Ref. |1] é uma 6tima primeira leitura sobre variedades
diferencidveis.

A.2 Estrutura

Defini¢ao 1 (Topologia). Uma topologia (ou estrutura topologica) num conjunto X é uma
estrutura dada por um conjunto X de subconjuntos de X satisfazendo os seguintes axiomas:

1. Cada uniao de conjuntos de X é um conjunto de X. A topologia X é fechada com
relacao a uniao.

2. Cada interseccao de um nimero finito de conjuntos de X é um conjunto de X. A
topologia X' é fechada com relagao a interseccao (finita).

3. O conjunto X contém o proprio conjunto X e o conjunto vazio <.

Um elemento A da topologia X é denominado de conjunto aberto ou simplesmente aberto.
O complemento de um aberto em relagdo a X é denominado de fechado.

Note que o conjunto vazio @ e o conjunto X sao abertos e fechados ao mesmo tempo.
As propriedades aberto e/ou fechado sao complementares. Uma estrutura topologica pode
muito bem ser definida em termos dos conjuntos fechados.

Quando X e A5 sao topologias num mesmo conjunto X com X} C X,, entao A} é mais
refinada que A5.

Uma topologia discreta em X é formada por todos os subconjuntos de X. Esta é a maior
topologia possivel, também considerada a mais refinada. Uma topologia trivial em X é um
conjunto X = {@, X} contendo apenas dois elementos: o conjunto vazio & e o proprio
conjunto X. Esta é a menor topologia possivel, também considerada a menos refinada. O
complemento de qualquer aberto numa topologia discreta ou trivial é fechado (por definigao),
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mas também pertence a topologia. Assim, os abertos sao também simultaneamente fechados
numa topologia discreta ou trivial.

A topologia canonica X no conjunto X = R dos nimeros reais é formada pelas unioes
arbitrarias de intervalos abertos (a,b), com a,b € R.

Defini¢ao 2 (Espaco topolégico). Um espago topologico (X, X) é um conjunto X munido
de uma estrutura topolégica X. Um elemento z de um espaco topolégico X ¢ denominado
de ponto.

Um espago topologico com uma topologia discreta (trivial) é denominado de espago dis-
creto (trivial). O conjunto R dos numeros reais com a sua topologia canoénica é o espago
topologico denominado de reta real.

Defini¢ao 3 (Homeomorfismo). Um homeomorfismo entre dois espagos topologicos (X, X)
e (Y,)) é um isomorfismo entre suas topologias X e ).

Quando existe um homeomorfismo, os dois espagos topologicos sdo homeomorficos.

Defini¢ao 4 (Vizinhanca). Seja U um subconjunto de um conjunto X com uma topologia
X. Uma vizinhanca de U é qualquer subconjunto V' de X que contenha um conjunto aberto
A contendo U.

Esta definicao de vizinhanca de um ponto, devida ao grupo Bourbaki, generaliza a nocao
que temos dela na reta, no plano e no espaco euclidiano em geral: de um conjunto aberto
contendo este ponto, ou seja um conjunto contendo todos os pontos suficientemente proximos
de cada um de seus pontos..

Proposicao 1. Um conjunto aberto é a vizinhan¢a de cada um de seus elementos.

Para cada ponto x do espago topologico (X, X) seja V(z) o conjunto das vizinhangas dos
“singletos” {z}, também referidas como vizinhancas do ponto z. Esse conjunto V(x) tem
quatro propriedades:

1. O ponto x pertence a cada conjunto de V(z).
2. Cada subconjunto de X contendo um conjunto de V(z) também pertence a V().
3. V(z) contém suas interseccgoes finitas.

4. Parax € V e V € V(x) existe um ponto y € U, suficientemente proximo de z, tal que
UeV(z)eV eV(y).

Proposicao 2. Um espaco topoldgico (X, V) € um conjunto X onde podemos associar a cada
elemento x um conjunto V(x) de suas vizinhangas.

Defini¢ao 5 (Base). Uma base da topologia X de um espagco topolégico X é um conjunto
B de abertos de X tal que cada subconjunto aberto de X seja a uniao de conjuntos de B.

Uma topologia é determinada completamente por sua base. Por exemplo, a topologia
discreta em X tem uma base canonica (ou fundamental) formada pelo conjunto de “singletos”
{z}, z € X. E candnica (ou fundamental) por ser a menor base possivel.
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Definigao 6 (Interior). Um ponto x de um espaco topoldgico (X, X') é um ponto interior de
um subconjunto A de X se A for uma vizinhanca de x. O conjunto A dos pontos interiores
de A é denominado o interior de A.

Como A é uma vizinhanca do ponto x, A contém abertos contendo z. A uniao de todos
esses abertos contidos em A é um aberto, o interior de A, o maior aberto contido em A. O
subconjunto A nao precisa ser necessariamente aberto.

Proposicao 3. Um conjunto € aberto se, e somente se, ele coincide com seu interior.

Defini¢ao 7 (Exterior). Um ponto x de um espago topologico (X, X') é um ponto exterior
de um subconjunto A de X se pertencer ao interior do complemento X — A de Aem X. O
conjunto A’ dos pontos exteriores de A é denominado o exterior de A.

Assim, um ponto exterior de A tem uma vizinhanga que nao encontra/alcanca A.

Definiciao 8 (Fecho). O fecho A de um subconjunto A de um espaco topolégico (X, X) é o
conjunto de todos os pontos x € (X, X) tais que cada vizinhanca de = encontra A.

Significa entao que ha pontos em A tao proximos de x quanto quisermos. Colocado de
outra forma, o fecho é a interseccao de todos os fechados contendo A, o menor fechado
contendo A. O subconjunto A nao precisa ser necessariamente fechado.

Proposicao 4. Um conjunto é fechado se, e somente se, ele coincide com o seu fecho.

Também podemos afirmar que o fecho de A é o complemento do exterior de A, A = X —A’,
e, naturalmente, o exterior de A é o complemento do fecho de A,

A=X - A, (A.la)
A =X-A (A.1b)

Esta é uma relagao de dualidade entre fecho e exterior.

A relagao entre um subconjunto A de X e seu complemento X — A é uma dualidade:
um é o dual do outro. Essa dualidade pode ser estendida a muitas outras operacoes, por
exemplo uniao e intersecgao, as quais sao duais no seguinte sentido:

X —(AUB) = (X — A) N (X - B), (A.2a)
X—(ANB)=(X-A)U(X - B) (A.2b)

Fecho e interior também sao definicoes duais: o interior do complemento de A em X
(diga-se exterior) é o complemento do fecho e o fecho do complemento de A em X ¢ o
complemento do interior de A em X. Seja C' = X — A o complemento de A em X. Entao,
as duas afirmacoes anteriores podem ser escritas matematicamente como

X —
X —

NN

: (A.3a)
_ (A.3b)

Ql Q
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Definicao 9 (Fronteira). Um ponto = de um espago topologico (X, X') é um ponto fronteirico
de um subconjunto A de X se pertencer ao fecho de A e ao fecho do complemento X — A
de A em X. O conjunto A dos pontos fronteiricos de A ¢ denominado a fronteira de A.

O interior de A, o exterior de A e a fronteira de A sao mutuamente disjuntos e a uniao
deles é X D A. Da hierarquia A C A C A temos que a fronteira de A pode ser vista também
como o complemento do interior de A em relagio ao fecho de A, A = A — A, a qual é uma
dualidade,

(A.4a)
(A.4b)

e

N
Il

NN
|

A.3 Propriedades

Definicao 10 (Hausdorff). Um espago topologico ¢ Hausdorff (ou com separacao) se quais-
quer dois pontos distintos tém vizinhancas disjuntas ou, equivalentemente, pontos distintos
sempre pertencem a abertos distintos.

Atualmente esta condi¢ao de separabilidade (Hausdorff) é terceira, denotada por Ts,
numa série de restricoes que podem ser impostas num espago topoldgico cujas consequéncias
implicam em propriedades tteis em certas situagoes.

Todo espacgo discreto ¢ Hausdorff e é o tnico do tipo Hausdorff num conjunto finito.
Qualquer espaco métrico é Hausdorff.

Proposicao 5. A interseccao de todas as vizinhancas fechadas de um ponto de um espaco
Hausdorff contém somente este ponto.

Defini¢ao 11 (Cobertura). Uma familia de conjuntos A;, ¢ € I, é uma cobertura de um
conjunto X se X C U;A;. Se J C I e A;, 1 € J, ainda é uma cobertura de X, entao ela é
um refinamento.

Quando todos os conjuntos de uma cobertura sao abertos (fechados), a cobertura é aberta
(fechada).

Defini¢ao 12 (Localmente finito). Uma familia A;, i € I, de subconjuntos de um espagco
topologico (X, X') é denominada de localmente finita se para cada ponto x € (X, X)) existir
uma vizinhanca V de x tal que V N A; # @ para uma quantidade finita de indices i € I.

Definigao 13 (Compacto). Um espaco topologico (X, X) é compacto se cada cobertura
aberta de X contém uma cobertura aberta finita de X (axioma de Borel-Lebesgue).

O grupo Bourbaki inclui também a condicao de separabilidade Hausdorff.

Defini¢ao 14 (Compacto-Bourbaki). Um espaco topologico (X, X) é compacto se cada co-
bertura aberta de X contém uma cobertura aberta finita de X (axioma de Borel-Lebesgue)
e se for Hausdorff.
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Um espago topolégico finito e compacto é discreto. De forma equivalente, porém mais
interessante, cada espaco discreto compacto é finito. Bom ter em mente que os grupos de Lie
sao espacos topoldgicos métricos, portanto de Hausdorff, e que as representacoes irredutiveis
compactas unitarias (hermitianas nas algebras) sao finitas.

O espaco euclidiano nao é compacto, mas suas esferas, de qualquer dimensao, sao com-
pactas.

Proposicao 6. Cada subconjunto fechado de um espago compacto é compacto.
Proposicao 7. Cada subconjunto compacto de um espaco Hausdorff é fechado.
Proposicao 8. Um subconjunto de um espagco compacto somente é compacto se for fechado.

Assim, um subconjunto compacto num espaco métrico (que é Hausdorff) é fechado. Um
subconjunto compacto significa um subespago compacto num espaco métrico.

Defini¢ao 15 (Localmente compacto). Um espago topologico (X, X') é localmente compacto
se cada ponto dele contiver uma vizinhanca compacta. Bourbaki: se ele é também Hausdorff.

Assim, todo espaco compacto é localmente compacto, mas o contrario nao é verdadeiro.
Todo espacgo discreto ¢ localmente compacto.

Defini¢ao 16 (Para-compacto). Um espago topologico (X, X') é para-compacto se cada co-
bertura dele tiver um refinamento localmente finito. Bourbaki: se ele é também Hausdorff.

Naturalmente, cada espaco compacto é para-compacto. Todo espaco discreto é para-
compacto, pois a cobertura aberta formada pelos singletos é localmente finita e a mais fina
possivel (um refinamento). O espaco euclidiano é paracompacto.

Uma hierarquia pode ser estabelecida: ser compacto é mais forte que ser localmente
compacto e é mais forte que ser para-compacto. Note que todo espaco discreto é localmente
compacto e também para-compacto, mas somente os finitos sao compactos. Como podemos
comparar espacos localmente compactos com espacos para-compactos?

Defini¢ao 17 (Homeomorfismo). Um homeomorfismo entre um espago topologico (X, X) e
outro espaco topologico (Y,)) é um isomorfismo entre as suas topologias X e ).

Quando ha um homeomorfismo entre dois espacos topologicos, se diz que eles sao home-
omorficos. Para que haja um homeomorfismo, é necessario e suficiente que haja uma bijecao
a qual transforme abertos de um espaco em abertos do outro espaco e vice-versa.

Defini¢ao 18 (Mapa continuo). Um mapa (aplicagao ou fun¢ao)f de um espago topologico
(X, X) noutro espago topologico (Y,)) é continuo num ponto zo € X se, em qualquer
vizinhanga V de f(z¢) em Y, hd uma vizinhanca U de xg em X tal que a relacao = € U
implique em f(z) € V. Um mapa é simplesmente continuo se for for continuo em cada
ponto.

Proposicao 9. O mapa f : X — Y € continuo no ponto xo se, em qualquer vizinhanca V
de f(xo) em Y, a inversa f~Y (V) for uma vizinhanga de o € X.

Teorema 1. Se as funcoes f : X — Y e g:Y — Z sao continuas, entdo a composicao
gof: X — Z ¢é continua.

Teorema 2. Para uma bijecao f : X — Y ser um homeomorfismo € necesdrio e suficiente
que [ e sua inversa f~! sejam continuas.
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A.4 Construcoes

Definicao 19 (Produto direto). O produto direto (ou cartesiano) entre dois conjuntos X e
Y ¢é o conjunto X x Y dos pares ordenados (z,y), com z € X ey € Y. Os conjuntos X X b,
combeY,eaxY,coma€ X, sao denominados de fibras do produto X x Y. Os mapas
(continuos)

pry: X xY = X, (z,y) — z, (A.ba)
pry : X XY =Y, (z,y) = vy, (A.5b)

sao denominados de projecoes naturais.

Definicao 20 (Topologia produto). Sejam (X, X') e (Y,)) espagos topologicos. O conjunto
de abertos da forma X x ) é uma base para a topologia produto em X x Y. O espaco
produto é (X x Y, X x ).

O espaco real R" de dimensao n é o produto de n copias da reta real R.

Definicao 21 (Trajetéria). Uma trajetoria v : I — X é um mapa continuo do espaco
topologico I = [0, 1] num espago topologico (X, X'). Uma trajetoria conecta os pontos u(0)
e u(l) em X.

A Figura A.1 mostra uma trajetoria v em X e o produto de duas trajetorias. O nome
trajetoria é para lembrar o movimento de um objeto de u(0) para u(1). Trajetorias possuem
as seguintes propriedades:

1

1. Inverso. No trajeto inverso u~', o movimento é de u(1) para u(0):

u it —u(l—t). (A.6)
A inversa é continua.

2. Produto. O produto uv de duas trajetorias u e v, restrito a condi¢ao u(1l) = v(0), é

definido como
2t t 0,1/2
vt — u(2t) > E[’/]. (A.7)
v(2t —1) sete[l/2,1]

O produto é continuo. Veja a Figura A.1.

Definigao 22 (Espaco conectado). Um espago topologico onde quaisquer dois pontos sao
conectados por uma trajetéria é denominado conectado.

Um espaco euclidiano de qualquer dimensao é conectado. O conjunto das matrizes in-
versiveis (determinante diferente de zero) nao é conectado, mas contém duas componentes
(partes) conectadas: o conjunto com determinante positivo, conectado a identidade, e o
conjunto com determinante negativo.

Defini¢ao 23 (Homotopia). Um mapa continuo H : X x I — Y entre espagos topologicos
X eY,com [ =[0,1], ¢ uma homotopia se H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x) para dois mapas
continuos f,g: X — Y. Os mapas f e g sao ditos homotopicos.
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Figura A.1: Uma trajetoria num espaco topolégico X e o produto de duas trajetorias.

Para x € X et € I é conveniente escrevermos H(x,t) = hy(x). Assim, para cada t fixo,
h: : X — Y é um mapa continuo e a homotopia H serd uma familia de mapas continuos
h; etiquetadas pelo parametro ¢ € I. Uma homotopia H(z,t) conecta continuamente dois
mapas f e g ou, equivalentemente, deforma continuamente o mapa f no mapa ¢, nesta
ordem. Na ordem inversa, a homotopia H(x,1 — t) deforma continuamente o mapa g no
mapa f. Cada mapa continuo é autohomotopico.

Defini¢ao 24 (Mapa homotépico nulo). Um mapa homotopico a um mapa constante é de-
nominado de mapa homotoépico nulo.

Definicao 25 (Homotopia estacionaria). Uma homotopia H ¢ estaciondria (ou fixa) em A C
X se H(xz,t) = H(z,0) = f(x) paracadaz € Aet € I.

Homotopia é uma relacao de equivaléncia.

Teorema 3. Sejam H uma homotopia entre f e f' e H' uma homotopia entre ' e f”.
Entao H" é uma homotopia entre [ e ", definida por

H(z,2t) set e 0,1/2]

H'(z,2t —1) sete[1/2,1] (A.8)

H"(z,t) —{

Assim, uma homotopia separa o conjunto C(X,Y") de todos os mapas continuos entre X
e Y em classes de equivaléncia, ou classes de homotopia, conjuntos contendo todas os mapas
homotopicamente equivalentes.

Definigao 26 (Classes de homotopia). Classes de homotopia sao classes de equivaléncia

homotoépica. O conjunto de todas as classes de equivaléncia de todos os mapas continuos
entre X e Y é denotado por w(X,Y).
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Como uma trajetoria u é um mapa continuo, podemos falar em homotopia de uma
trajetoria e a correspondente classe de homotopia. Seja [u] a classe de homotopia de uma
trajetoria u. O produto entre classes de homotopia de trajetorias ¢ bem definido.

Definig¢ao 27 (Produto de classes de homotopia). Sejam [u] e [v] as classes de homotopia das
trajetorias v e v. Entao

[uv] = [u][v], (A.9)
¢ o produto entre as classes de homotopia [u] e [v], com o produto uv definido em (A.7).

O produto entre classes de homotopia satisfaz as seguintes propriedades:

e Associatividade. [u[vw]] = [[uv]w].
e Unidade. [e,u] = [u].
o Inverso. [u][u™!] = [e,].

Desta forma, o produto de classes de homotopia (A.9) forma um grupo para as trajetorias
fechadas, para as quais a condi¢do de existéncia do produto entre trajetorias (A.7) esté
garantida. Considere duas trajetorias fechadas u e v em xg, isto é, iniciando e terminando
no ponto xy. Entdo, zy = u(0) = u(l) = v(0) = v(1). Seja Q;(X,zp) o conjunto das
trajetorias fechadas em 2y € X, num espaco topologico X. Seja m(X,x¢) o conjunto das
classes de homotopia de (X, x).

Teorema 4 (Grupo fundamental). O conjunto m (X, zo) forma um grupo, denominado de
grupo fundamental (ou grupo de Poincaré).

O grupo fundamental é unidimensional. Trocando o intervalo I (reta) por um cubo I”,
os grupos de classes de homotopia 7, terao dimensoes maiores.
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Apéndice B
Variedade diferenciavel

Definicao 28 (Funcdo diferenciavel). Seja f uma funcao (ou mapa) definida em U, um
conjunto aberto do espaco euclidiano de dimensao n. Entao, f é denominada diferenciavel
se possuir derivadas parciais continuas de todas as ordens em todos os pontos de U.

Em geral se usa C* para indicar a existéncia de todas as derivadas parciais continuas.

Defini¢ao 29 (Variedade diferenciavel). Seja M um espaco topologico de dimensao n com
uma cobertura formada por contaveis abertos U;. Entao, M é denominado de uma variedade
diferenciavel se estes abertos U; satisfizerem as seguintes propriedades:

1. Para cada aberto U; h4 um homeomorfismo ¢; : U; — V;, onde V; é um aberto de um
espaco euclidiano de dimensao n.

2. Se U;NU; # <, entao o homeomorfismo ¢;; = qugzﬁi_l ¢ um mapa diferenciavel, tal que
¢ji : ¢(Ui N U;) = ¢;(Ui N Uj).

O homeomorfismo ¢ define um sistema de coordenadas em um aberto U de um espaco
topologico M, aproveitando o sistema de coordenadas natural num aberto V' de um espago
euclidiano. E um sistema local de coordenadas. Isso é o que possibilita a introducdo do
conceito de diferenciabilidade num espaco topologico.

Defini¢ao 30 (Coordenadas locais). O homeomorfismo ¢ na Definigao 29 é denominado de
um sistema local de coordenadas na vizinhanga de um ponto x € U.

Defini¢ao 31 (Sub-variedade diferenciavel). Um sub-espaco N de uma variedade diferenciavel
M ¢é uma sub-variedade diferenciavel se um sistema local de coordenadas em N pode ser
induzido do sistema local de coordenadas da variedade M.
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