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Capitulo 1

Espaco + Tempo

1.1 Transformacoes de Galileu

Suponha dois referenciais inerciais quaisquer, digamos O e O, cada um equipado com seu
propio relégio. Considere o referencial @ em movimento uniforme em relacio a O. Para
simplificar um pouco, vamos supor que os eixos espaciais X, Y e Z do referencial O sejam
paralelos aos eixos espaciais X, Y e Z do referencial O em qualquer instante de tempo.
Vamos supor também que suas origens coincidam em ¢t = ¢t = 0, onde ambos relogios sao
sincronizados. Vamos também considerar que o referencial O se movimente ao longo do eixo

X com velocidade constante V', conforme indicado na Figura 1.1.

Muito bem. Imagine agora que algum experimento mecénico seja realizado (no vacuo) no
referencial em movimento O. Este experimento pode ser (1) o lancamento ou a queda livre
de um objeto sob a agdo da gravidade ou (2) o movimento de um corpo preso a uma mola
(oscilador harmoénico sem atrito) ou (3) o movimento de um corpo sob a acdo da gravidade,
porém preso a uma extremidade de uma haste inextensivel e de massa nula com a outra
extremidade fixa (péndulo simples sem atrito), para citar apenas trés possibilidades. Como
os resultados desses experimentos em O serdo vistos no referencial em repouso @7 Todos
0s nimeros serdo os mesmos? As trajetorias serdo as mesmas? Eventos simultaneos em O

serdao vistos também simultaneamente no outro referencial O7
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Figura 1.1: Transformacoes de coordenadas entre referenciais inerciais. A velocidade relativa,
entre eles ¢ V. Os relégios foram sincronizados no momento em que os dois referenciais

coincidiram.

Para respondermos estas questoes, precisaremos saber primeiramente como relacionar co-
ordenadas nestes dois referenciais. Segundo Newton, esta relacao deve cumprir uma exigéncia
fundamental: ela deve preservar a definicdo de forca, ou seja, o produto massa (constante)
por aceleracao deve ser o mesmo ou proporcionais nos dois referenciais, pois estes dois refe-

renciais sao inerciais. Isto é conhecido como o principio da relatividade de Galileu-Newton:

Principio 1. Todas as leis da Mecdnica sao as mesmas em todos os sistemas inerciais de

referéncia.

Note que Galileu e Newton nao ousaram incluir as demais leis fisicas, além daquelas
da Mecanica, neste principio. Portanto, se queremos aderir ao principio da relatividade de
Galileu-Newton, a tnica possibilidade de efetuarmos uma transformacao de coordenadas que
preserve a definicao de forca (portanto as leis da Mecénica) é uma rela¢do linear no tempo
e na posicao,

=~z + Vi), (1.1)

quando o referencial O estiver movimentando-se no sentido positivo do eixo X (veja a Fi-

gura 1.1), ou
T =7z —Vt), (1.2)

quando o referencial O estiver movimentando-se no sentido negativo do eixo X. Note que
mantivemos a mesma constante v nestas duas relagoes. Isto é razoavel, pois estamos con-
siderando que o nosso espaco vazio (o palco de todos os movimentos) seja homogéneo e
isotropico. Ser homogéneo significa que a constante v nao pode depender da posi¢ao. Em
um espago isotropico, a constante v nao pode depender nem da direcao nem do sentido de

qualquer vetor. Consequentemente, se v tiver qualquer dependéncia com a velocidade do
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referencial O, podera ser apenas uma dependéncia em seu médulo V' (rapidez). Até aqui,
nao mencionamos qualquer relagio entre ¢t e ¢, a nao ser que x = T em t = t = 0. Quem sao
os possiveis valores de ~7

Galileu e Newton fizeram a hipotese de que o tempo flui uniformemente nos dois refe-
renciais, ou seja, t = t sempre. Isto significa que o tempo ¢é absoluto, o0 mesmo em todos os
referenciais inerciais, ou seja, um evento que é simultaneo em um referencial inercial, o sera
em todos os demais. Newton acreditava também que a existéncia de um tempo absoluto
estivesse ligado com a existéncia de um Deus supremo. Fazendo t = ¢ em (1.1) e (1.2) e

depois somando estes dois resultados, obteremos
r+2=7@x+2) = ~y=L (1.3)

Também fazendo x = Z em t =t = 0, determinamos v = 1. Também observando Figura 1.1

e usando geometria plana euclidiana, deduzimos que v = 1 nas relagoes (1.1) e (1.2).

As transformacoes
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r=rx+Vt, y=vy, z=12z t

(1.5)

T=a0-Vt, y=vy, z==z t
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sao conhecidas por transformacdes de Galileu. Note que derivando no tempo estas equacoes,

obtemos a conhecida regra de composicao para velocidades,

Note também que as transformacoes de Galileu preservam a aceleracao dos corpos. Conse-
quentemente, o produto massa (constante) por aceleragdo ¢ mantido invariante, ou seja a
segunda lei é preservada. Naturalmente, estas transformagoes tém sido verificadas em todos
os casos conhecidos, exceto quando o valor de V' é comparavel ao valor da velocidade da luz.

Surpreso? Isto é realmente surpreendente!

1.2 Espaco euclidiano

Imagine um espaco tridimensional onde um ponto é localizado pelas coordenadas (x,y, z) e

a distancia infinitesimal entre dois pontos é dada por

3
(ds)? = (dx)? + (dy)* + (d2)* = Z gij dxidz;, gij = 0ij, (1.7)

ij=1
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onde a métrica g ¢ a identidade. Esta distancia infinitesimal (1.7) ¢ invariante mediante
translagoes e rotagOes espaciais (independentes do tempo; tempo absoluto). Um espaco
deste tipo é denominado de euclidiano. A Mecanica newtoniana esta inserida num espaco
euclidiano tridimensional equipado com relogios que uma vez sincronizados, assim premane-
cerao mesmo se estiverem em movimento.

Para mostrar que a distancia infinitesimal (1.7) é um invariante perante rotagoes, consi-

dere uma rotagao em torno do eixo 7,
T =xcosf —ysinf, 7= xsinf+ ycosb, (1.8)

onde @ é o angulo de rotagao (medido no sentido contrario aos ponteiros de um relogio; regra
da mao direita). As coordenadas (Z,¥) representam um vetor no plano, rodado pelo angulo
0 em torno do eixo Z. Agora escreva a distancia ds? no referencial girado e use as transfor-
magoes de Galileu (1.8) para passar as diferenciais para o outro referencial. Por exemplo,
dz = drcosf — dysinf (0 é constante) e assim por adiante. Como as diferenciais nao “en-
xergam” constantes, ¢ imediato mostrar que translacoes nao afetam a distancia infinitesimal
(1.7), pois elas apenas somam constantes as coordenadas cujas variagoes serao tomadas em
seguida.

No entanto, curiosamente, a distancia infinitesimal (1.7) ndo é invariante perante as
transformagoes de Galileu (1.4). Para ver isto, escreva a distancia ds* no referencial em
movimento e use as transformacoes de Galileu (1.4) para passar as diferenciais para o outro
referencial. Por exemplo, dz = dz — Vdt (a velocidade relativa V' é constante) e assim por
adiante. Verifique que para (1.7) ser invariante as transformagoes de Galileu (1.4), teriamos
de aceitar V' = 2v,, o que é um absurdo.

A discrepancia entre a previsao (1.6), fruto das transformacoes de Galileu (1.4), e expe-
rimentos foi consagrada no experimento de Michelson-Morley, realizado pela primeira vez um
pouco antes de 1900. Vejamos primeiro o que a teoria de Galileu-Newton prediz quando luz
¢ emitida na origem do referencial em movimento O e observada em O (nosso referencial,
“fix0”). No instante ¢, a luz esta na posicao 7 = ct em O. Entdo, no referencial O, segundo
a transformacao (1.4), ela estard em z = = + Vit = (¢ + V)t. Portanto, no referencial O a
luz deve ser vista com uma velocidade ¢ + V', maior que c. Entretanto, o experimento de
Michelson-Morley diz que a velocidade da luz é a igual a ¢ em todos os referenciais inerciais!
Pronto, a confusao estava feita. Albert A. Michelson, por achar que havia alguma coisa
errada em seu experimento, continuou a repeti-lo por quase 30 anos! Ele recebeu o prémio
Nobel em 1907 (por estas medidas e por ter inventando o interferometro, um instrumento

oOtico de alta precisdo).
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Espacotempo

2.1 Transformacoes de Lorentz

No entanto, ainda em 1905, Albert Einstein, um jovem fisico, até entao completamente
desconhecido, disse de forma arrebatedora que a nossa natureza é assim: a velocidade da
luz no vacuo ¢é independente do movimento da fonte, ou seja, ela ¢ uma constante universal.
Sem ter conhecimento do experimento de Michelson-Morley. Simples assim. E concluiu:
entdo ndo poderemos ter v = 1 e nem ¢ = ¢! Devemos ter x = ct em O e T = ct em O.

Substituindo estes valores em (1.1) e (1.2), teremos (verifique)
ct=~(c+V)t, ct=~(c—V), (2.1)

da qual resulta (a menos de um sinal)

1
Vi

Note que v depende somente do médulo da velocidade relativa entre os referenciais inerciais,

%. (2.2)

=1+ ,F+O(Y, f=

como previsto. A presenca da velocidade da luz é uma surpresa enorme. Podemos ver entao
que no limite de baixa velocidade V < ¢, f — 0 e v — 1, que é o seu valor no caso classico
(1.3) se escolhermos 7 positivo em (2.2). No entanto, quando V é comparavel a ¢, temos
de usar as transformacoes (1.1) e (1.2) com ~ dado em (2.2). Relagoes similares para o
tempo visto nos dois referenciais podem ser obtidas eliminando-se ou x ou Z em (1.1) e (1.2)
(verifique),

T=7(x—pct), y=y, z=2z2 ct=~(ct—Lx). (2.3)

Em (2.3), expressamos as coordenadas do referencial O em termos das coordenadas do

referencial 0. As transformagoes inversas (2.4) sao obtidas simplesmente invertendo o sinal

3
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de V' (e, consequentemente, de § = V/c também):
r=~Z+pct), y=9y, z=2, ct=~(ct+px). (2.4)

Estas transformacoes foram apresentadas por Einstein em 1905 e sao conhecidas por
transformacdes de Lorentz. Lorentz havia usado estas mesmas relagoes por motivos diferentes
dos relacionados aqui e anteriores a 1905. Lorentz acreditava num tempo absoluto e, con-
sequentemente, estas relagoes eram vistas como mero artificio matematico necessario para
explicar os resultados dos experimentos de Michelson-Morley, os quais insistiam em negar a
existéncia de um éter responsavel pela propagacao de ondas eletromagnéticas. Apos tomar
conhecimento da interpretagao de Einstein unificando espaco e tempo, Lorentz aderiu de
imediato a esta nova interpretagao, tornando-se inclusive um de seus maiores defensores e
divulgadores. A partir de entdo ninguém mais questionou a necessidade de um meio para a
propagacao de ondas eletromagnéticas (que propagam mesmo no vacuo).

Como as relagoes (2.3)—(2.4) misturam as posi¢oes espaciais com o tempo (e vice-versa),
o tempo nao é absoluto, como Galileu e Newton imaginaram (e o resto do mundo). Isto
significa que um acontecimento nao precisa ser simultaneo em todos os referenciais inerciais.
[sto trara consequéncias ainda mais surpreendentes, como veremos a seguir.

Naturalmente, as transformacoes (2.3) sdo idénticas as transformagoes (1.4) quando
V < ¢ (ou < 1). Este é um exemplo onde uma teoria foi devidamente corrigida: para velo-
cidades baixas (comparado a velocidade da luz) podemos usar a mecanica newtoniana; para
velocidades altas devemos usar a mecanica relativistica. Naturalmente, nossas experiéncias

sensorials estao imersas no mundo newtoniano.

2.1.1 Dilatacao temporal

Suponha um relégio em repouso no referencial O. Permanecendo sempre no mesmo lugar
(z; = Zy), marque um determinado intervalo de tempo, T = #; — 1, usando este mesmo
relogio. Este intervalo de tempo medido com o rel6gio em repouso sera denominado de tempo
proprio. No outro referencial O, aquele relégio usado para medir o tempo proprio em O serd
visto em movimento. Portanto os dois eventos que determinaram o intervalo de tempo T
serao vistos no referencial O nos instantes t; e to (em posigoes diferentes), correspondendo a

um intervalo 7" = t5 — t;. Usando as transformagoes (2.4) em 7', encontraremos (verifique)
T=~T. (2.5)

Esta relacdo nos mostra que T' > T, ou seja, que o intervalo de tempo T medido (calculado)

no referencial © é maior que o intervalo de tempo T medido no referencial O. Isto significa
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que o relégio no referencial @ em movimento é visto como mais lento: o tempo passa mais

devagar no referencial em movimento. Este efeito é conhecido por dilatacdo temporal.

Os observadores solidérios ao referencial O chegardao a4 mesma conclusio a respeito de um
relogio usado para medir um tempo proprio em O. Ha nenhuma contradicao nisto. O tempo
proprio serd sempre o menor intervalo de tempo e pode somente ser medido em apenas um
referencial inercial. Todos os demais referenciais inercias distintos irao medir intervalos de

tempo maiores, porém haverd nenhuma concordancia de valores entre eles.

Esta previsao, a dilatacao temporal, é confirmada em experimentos usando particulas
elementares em aceleradores de particulas (para saber mais sobre particulas elementares,
consulte Aventuras das Particulas, mantido pelo Instituto de Fisica Tedrica (IF'T), Unesp).

Em particular, visite o site Experimento com Miuons.

2.1.2 Contracao espacial

Suponha uma régua em repouso no referencial O, de comprimento L = Z, — ;. Este é o
comprimento proprio (régua em repouso). Uma vez que a régua estd em repouso, a medida
das posicoes T1 e To das extremidades podem ser efetuadas em tempos diferentes. No outro
referencial O, esta régua seréd vista em movimento, por isto a leitura de suas extremidades
deverao ser efetuadas no mesmo instante de tempo (¢; = t3). Assim, o comprimento da régua
medido em O serd L = x5(t) — x1(¢). Usando as transformacoes (2.3) em L, encontraremos
(verifique)

L= (2.6)

= |

Esta relagao nos mostra que L < L, pois v > 1. Portanto, a régua no referencial O em
movimento serd vista com um comprimento menor no outro referencial O. Este resultado é

conhecido por contracio espacial.

Os observadores solidarios ao referencial O chegardo 4 mesma conclusido a respeito de
uma régua usada para medir um comprimento proprio em . Novamente, hd nenhuma
contradi¢ao nisto. O comprimento proprio serd sempre o maior comprimento e pode somente
ser medido em apenas um referencial inercial. Todos os demais referenciais inercias distintos
irao medir comprimentos menores, porém havera nenhuma concordancia de valores entre

eles.

Vamos resumir e reescrever estes dois importantissimos resultados numa forma simétrica.

Suponha que o relégio e a régua em movimento estejam no referencial 0. No referencial O,

7
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vemos o intervalo de tempo 1" e o comprimento L como

Caso o relogio e a régua em movimento estejam no referencial O, entao estas medidas serao

vistas em @ como

T

T, (2.8a)
< L. (2.8b)

&V

1 =

i
Il

v =
g

A medida de intervalo de tempo merece um comentario adicional: com um intervalo de
tempo menor (maior) se vive mais (menos). Se o tempo nao existisse, intervalo nulo, vive-
riamos eternamente. Dando ao intervalo de tempo uma interpretacao antropomorfica, onde
a longevidade ¢ inversamente proporcional ao intervalo de tempo, podemos estabelecer uma
regra unica para as medidas de longevidade e comprimento: a medida propria, feita num

referencial em movimento, sempre serd vista com um valor menor no outro referencial.

2.1.3 Exercicios

Exercicio 1. Detalhe cuidadosamente cada uma das situacoes especificados por “verifique”.

2.2 Espaco minkowskiano

2.2.1 Meétrica

Imagine um espago quadridimensional onde um ponto (evento) é localizado pelas coordenadas
(z") = (2%, 2", 2%, 2%) = (ct, 2.y, 2) = (ct,7) (2.9)

e a distancia infinitesimal entre dois pontos é dada por
3
(ds)* = (cdt)® — (dx)* — (dy)* — (d2)* = Y g da’da” = dz,da”, (2.10)

=0

onde 2° = ct. A métrica g, tem os seguintes elementos nao-nulos (diagonal):

goo = —g11 = —go2 = —g33 = L. (2.11)
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Um espago deste tipo ¢ denominado de espaco de Minkowski.
Neste espaco, as coordenadas x* de um evento sao denominadas de contra-variantes e as

coordenadas

3
T, = Zgwx” = g’ (2.12)
v=0

sao denominadas de co-variantes. Note a presenca implicita de um somatoério na tltima
igualdade em (2.10) e também em (2.12). O sinal de somatorio serd omitido sempre que
tivermos dois indices, um contra e outro co-variante, numa mesma expressao (convencao
de Einstein). A métrica (2.11) deve ser usada para comutarmos entre indices contra e co-
variantes (diz-se da subida e descida de indices).

A métrica (2.11) deve ser usada também para alterar seus proprios indices:

g,uagay = guya gyagau = gyw g[LV = (9T>VN = 557 (213)

onde 4}, ¢ o delta de Kronecker,

1 sev =y,
5 = . (2.14)
0 sev# u.

Em geral, objetos com dois indices, como a métrica (2.11), podem ser vistos como matrizes.
O indice na esquerda sera o indice das linhas e o indice na direita serd o indice das colunas,
independentemente se os indices sao contra ou co-variantes.

A distancia infinitesimal (2.10) permite classificar eventos separados por esta distancia

em trés tipos:
1. Tipo tempo: ds® > 0.
2. Tipo luz: ds® = 0.

3. Tipo espaco: ds? < 0.

2.2.2 Rotacoes

As transformacoes de Lorentz (2.3)—(2.4) deixam a distancia infinitesimal (2.10) invariante.
Portanto estas transformacoes devem representar algum tipo de rotagdo. Antes porém,

vamos reescrevé-las numa notacao covariante:

2% =473 + pyat, ot = gyl + vzt 2t = 72, 2P = 7P (2.15)
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Por ser uma transformacao linear entre coordenadas, melhor expresi-la na forma matricial

v By 00
00
oAz, () = |7 (2.16)
0 0 10
0 0 01

Fisicamente, a transformacdo inversa é dada pela troca f — —f aplicada & matriz (2.16).
Qual serd a forma covariante da matriz representando esta transformacgao inversa? Por

inspecao, encontramos

v =By 00

v o By By 00
(AM ): (g;sz Bgﬁ ) - 0 0 10 (217)

0 0 01

Esta matriz é a inversa daquela apresentada em (2.16). Porém, para escrevermos o produto
matricial entre elas numa forma covariante, precisaremos do transposto de (2.17). Assim, a

matriz da transformacao inversa é

v =By 00
@ ,8'7/ 0 0
(Aiwl) = (AVM)T = (gvaAT gﬁﬂ) = ) (2'18)
’ 0 0 10
0 0 01
ou, removendo os indices,
At =g'ATg. (2.19)

Note a semelhanca (e a diferenga) desta rela¢do com uma matriz ortogonal R (representando
uma rotagao no espago euclidiano), R' = RT = ¢'RTg (g ¢ a identidade no espago eucli-
diano). Note também que a inversa é calculada usando uma conjugagao (transformagao de
similaridade), um dos procedimentos mais titeis em mateméatica. A conjugagao é equivalente
a levarmos um eletrodoméstico para ser consertado numa oficina e depois o retornarmos para

casa (analogia feita pelo Prof. Antonio Conde).

A transformacao linear (2.16) representa uma “rotagdo” no plano ¢t — z, onde
v = cosh 1), fy = senh), cosh?1) — senh?y) = 1, tanh¢) = f5. (2.20)

10
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Novamente, esta rotacdo no espago de Minkowski, realizada por fungoes trigonométricas (ou

circulares), lembra uma rotagio no espago euclidiano, realizadas por funcoes hiperbolicas.

A semelhanga (ou diferenga) entre as funcoes circulares e hiperbolicas impressionam. As

funcoes circulares representam um circulo unitéario,
>+ y =1, x =cosb, y = senb, (2.21)

onde o angulo 6 é numericamente igual ao dobro da area da regiao delimitada pelo vetor
posicao (x,y), o eixo X (referéncia) e o arco circular compreendido. As fungdes hiperbolicas

representam uma hipérbole unitaria,
2> —y* =1, x = coshv, y = senh1), (2.22)

com

1 1
cosh ) = i(ew +e™¥), senhe) = §(e¢ —e™), (2.23)

onde o angulo 1 ¢ numericamente igual ao dobro da &rea da regiao delimitada pelo vetor
posi¢do (z,y), o eixo X (referéncia) e o arco hiperbdlico compreendido. Desta semelhanca

podemos perceber o quao diferentes sao estes dois espacos.

2.2.3 Composicao

Suponha a existéncia de trés referenciais inerciais, A, B, C', com eixos alinhados e coinciden-
tes em algum instante inicial. O referencial A tem uma velocidade relativa a B dada por V
e o referencial B tem uma velocidade relativa a C' dada por U. Quem ¢ a velocidade relativa
W entre A e C' em termos das velocidades U e V7 Em outras palavras, a aplicacao sucessiva
de duas transformacoes de Lorentz, A Y BeB 2 C, é também uma transformacao de
Lorentz, A X o7

Esta situacao ¢ melhor analisada em termos dos angulos de rotacao

1% U W
tanhy = —, tanh¢ = —, tanhw = —, (2.24)
c c c

associados a cada uma desta transformagoes. Assim, os elementos da matriz resultante da

- . . v o ~
aplicacao sucessiva das transformacoes de Lorentz A — B e B — C sao

QF, (W) = U (¢) 2% (), (2.25)

11



2.2. Espaco minkowskiano Capitulo 2. Espacotempo

onde
coshw senhw 0 0
senhw coshw 0 0
Q)= , w=1+¢. (2.26)
0 0 1 0
0 0 0 1

Da lei de composigao w(v, ¢) =1 + ¢ em (2.26),

tanh 1) 4 tanh ¢

tanh w = tanh = 2.27
anhw = tanh(y +¢) = o ST T (2:27)
obtemos uma relacao entre as velocidades relativas correspontes,
U+V
W - W. (2.28)
1+ —-
c

Esta é a lei de composigao de velocidades relativisticas (todas na mesma diregdo). Quando
as velocidades relativas sdo pequenas, recuperamos a lei de composigao newtoniana (U + V).
Note que mesmo impondo U = V = ¢, conseguimos apenas W = c. Isto mostra que a
velocidade da luz é um invariante, uma constante universal, independente do movimento de
sua fonte. Mostra também que nao conseguimos produzir uma velocidade superior a da luz.

A velocidade da luz é um limite superior para velocidades (espero que nao seja definitivo).

O resultado em (2.26) mostra que a aplicacao sucessiva de duas transformagoes de Lorentz
¢ também uma transformacao de Lorentz; ou seja, as transformacoes de Lorentz formam um
grupo (ja verificamos a existéncia da identidade, w = 0, e da inversa, —w). Neste caso
particular, onde alinhamos os eixos dos referenciais, este grupo é abeliano (comutativo).
Além disso, como a func¢ao w(, ¢) = 1+ ¢ em (2.26) é analitica, entdo trata-se de um grupo
de Lie. Este grupo ¢ nao-compacto, pois os angulos hiperbolicos 1, ¢, ... nao estao limitados
superiormente. Compare este cenario com aquele das rotagoes em torno de um eixo (fixo):
elas formam também um grupo de Lie, porém compacto, pois o anglo 6 pode ser limitado

ao intervalo 0 < 8 < 27.

2.2.4 Exercicios

Exercicio 2. Detalhe cuidadosamente cada uma das situacoes especificados por “verifique”.
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Capitulo 2. Espacotempo 2.3. Cinematica

2.3 Cinematica

2.3.1 Taxas

Neste espaco da relatividade especial, o espacotempo de Minkowski, o tempo junta-se as
demais coordenadas espaciais e perde o status de absoluto. Se na mecanica newtoniana o
tempo absoluto ¢ o parametro natural da representacao paramétrica de uma trajetoria, na
mecanica relativistica esse parametro natural é o proprio comprimento s da trajetoria. O

comprimento de um trecho infinitesimal é dado por (2.10),

(ds)? = dxtdz, = (cdt)? — (dz)? — (dy)* — (dz)* = (cdt)*(1 — %) = [%] , (2.29)

onde v = ||U|| € o modulo (rapidez) do vetor velocidade (tridimensional),

i=—. d= —. 2.30
CTa YT (2:30)
e (verifique a taxa de variagao de )
— 1 dvy 36' a
WEA) = e G T (2.31)
e

Embora esse corpo possa estar acelerado, podemos associar a ele um referencial inercial
a cada instante, sendo ¢ a sua velocidade relativa. O cenario é a observagao do movimento
de um objeto em um referencial @. Um segundo referencial O’ estéa solidario ao objeto, o
qual possui a velocidade (espacial) . Esse referencial do objeto muda a cada instante, a ndo

ser que o movimento desse objeto seja uniforme.

No espacotempo de Minkowski, taxas de variacao em relacao ao comprimento infinitesimal

dt
ds = = (2.32)
7(v)
definem quadrivelocidade (ou 4-velocidade) e quadriaceleracao (ou 4-aceleragao),
dz* du”  d*zt
w2 w7 2 2.33
N ds’ ds ds?’ (2:33)
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2.3. Cinematica Capitulo 2. Espacotempo

respectivamente, cujas componentes sao (verifique)
U
(UN) = VYo (17 _> ) (234)

g-a( v a\ . [u a
(w") = 736—3 (17 E) +7; (0, g) = Yo (7) + 2 (0, 6—2) . (2.35)

Esses dois 4-vetores possuem algumas propriedades interessantes e nada intuitivas. A 4-

velocidade é adimensional e unitéaria (verifique):

O — dx®dx,
o =
ds?

=1. (2.36)

A 4-aceleragao tem dimensdo de inverso de comprimento, é ortogonal a 4-velocidade (verifi-
que),
du 1d
uwy = u*— = ——(u®uy) = 0, 2.37
“ ds 2ds (uua) ( )
Essa ortogonalidade fornece (verifique), novamente, a taxa de variagdo temporal do fator 7,
dada em (2.31). O modulo da quadriaceleracao é (verifique)
4 2
Yol 2, Tvim 2
Www, = ——2 [a + c—;’(v - @) } . (2.38)
Como serd vista no referencial O a velocidade de um determinado corpo movendo-se
com velocidade ©; = dz/dt no referencial O, este movendo-se com velocidade constante V'
em relacdo a O7 Vejamos. O movimento relativo é ao longo do eixo X. A componente
x da velocidade deste corpo em O é definida como v, = dz/dt, ou seja, a razdo entre as

diferenciais dz e dt. Entao, usando as transformacoes (2.3)—(2.4), temos (verifique)

de  dz+Vdt vz +V

v, = 2 - - (2.39)

v Vs

W g Zar 142

C C
Fazendo o mesmo para as demais componentes, temos (verifique)
_ 2.40
YT Vs (2.40)
Yy 1+ 2
d Uz

v, =2 v (2.41)

dat Vs’
witt e

onde v,, = ¥(V) ¢ a fungdo dada em (2.31) com v substituido por V. Note que v; = ¢
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Capitulo 2. Espacotempo 2.3. Cinematica

implica em v, = ¢. Note também que a regra de adi¢do de velocidades (2.39) é a mesma
encontrada em (2.28). A regra relativistica de composigao de velocidades (2.39)—(2.41) nunca
fornece uma velocidade relativa maior que a velocidade da luz. Note também que as duas
componentes perpendiculares a direcao do movimento relativo (eixo X), v, e v, sofrem uma

contragao pelo fator Yy diferentemente da componente v,.

2.3.2 Queda livre

Uma situacao interessante, analoga ao movimento “queda livre” no cenario newtoniano, é
o movimento relativistico de um corpo sujeito a uma aceleracao constante. No referencial
do corpo, a sua velocidade (espacial) é nula. Portanto, de (2.35) sua 4-aceleragio sera
(w") = (0,d/c*), cujo modulo é wtw, = —g*/c*. Suponha também que g seja constante
(0 equivalente de uma queda livre). Como o médulo de um 4-vetor é um invariante, entao
o modulo da 4-aceleragao em (2.38) deve ser igual a —g*/c*. Sendo g constante, podemos
alinhar os vetores espaciais velocidade e aceleragao, (v- @)% = (va)? e a = v, onde v significa

uma derivada temporal. Neste caso, a expressao do lado direito em (2.38) simplifica para

3 2 2
W, = — (Z_zv) = wh'w, = — <%) : (2.42)

onde impusemos também que este modulo ¢ uma constante e invariante. Disto resulta a

EDO

(verifique)

)

2
(-5)
C
gt
1(w)v=gt, v(t) = ———=,
gt
\/1+=—=
C

onde impusemos v(0) = 0 como condigao inicial. No regime ndo-relativistico, gt/c < 1,

=g, (2.43)

Njw

cuja solucao é (verifique)
(2.44)

recuperamos uma velocidade linear no tempo, v = gt, e, se formos suficientemente pacientes,
poderemos ter v > c¢. No regime relativistico, mesmo tendo um tempo de vida tendendo
ao infinito, o maximo que consiguiremos é v — ¢ (verifique), mostrando que mesmo num
movimento acelerado (aceleragdo constante), ndo conseguimos ultrapassar a velocidade da
luz. A velocidade da luz aparece aqui como uma velocidade terminal, caracteristica de

objetos em queda livre na presenca de uma atmosfera.

Para esse caso unidimensional, v = 7, onde r é a distancia radial (ao longo do eixo X,

por exemplo). Assim podemos integrar v(t) em (2.44) para obter como a posi¢ao varia com
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2.4. Dinamica Capitulo 2. Espacotempo

o tempo (verifique):

r(t) = /t o(t)dt = C—2< . 1). (2.45)

t=0 g ¢

Note que esta expressao tem ct como assimptota; é como se a aceleragao desaparecesse depois
de um tempo longo, como ocorre no movimento de objetos em queda livre na presenca de
uma atmosfera. Isto é condizente com o fato da velocidade (2.44) ter ¢ como assimptota.
Resta calcular o tempo proprio deste objeto sujeito a esta aceleracao constante g. Supondo
que o objeto esteja na origem de seu proprio referencial, entao da invariancia do intervalo
(2.10), reescrito na forma (2.29),

cdt

= cdr, (2.46)

podemos calcular o tempo proprio 7 do objeto (verifique),
bodt t
T(t) = / R Senh_l(g—). (2.47)
o 7v) g ¢

Esta expressao deve ser comparada com ¢, o tempo no nosso referencial. Em particular, apos
um tempo t longo, o tempo proprio tem (¢/g)In(2gt/c) como assimptota, mostrando que o

tempo préoprio 7 transcorre de forma mais lenta que o nosso tempo t.

2.3.3 Exercicios

Exercicio 3. Detalhe cuidadosamente cada uma das situacoes especificados por “verifique”.

2.4 Dinamica

2.4.1 Quadrimomentum

Podemos usar a 4-velocidade em (2.34) para definir o 4-momentum linear
P = meu”, p'p, = m>c?, (2.48)

onde m é a massa do objeto. Note que esse 4-vetor tem as dimensoes de momentum linear.
E muito interessante observar sua componente temporal, p° = mcy,, multiplicada pela
velocidade da luz (que produz uma quantidade com dimensao de energia), para velocidades
nao-relativisticas (verifique),

1

o’ = ymc® = mc® + EWUQ + (2.49)
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Capitulo 2. Espacotempo 2.4. Dinamica

O primeiro termo mc? é denominado de energia de repouso. O segundo termo é a energia

cinética newtoniana. Por isso, a quantidade
E =y, mc? (2.50)

é denominada de energia (cinética) relativistica. FEla é ndo-nula mesmo na auséncia de
movimento, resultando na energia de repouso & = mc?, a qual depende diretamente da
massa inercial do objeto. Massa e energia sao manifestacoes de uma mesma quantidade.
Massa e energia estao unificadas na Relatividade Especial. Sabemos hoje que podemos
transformar uma na outra. Um exemplo dessa transformacao ¢é a energia liberada na quebra
(jungao) de atomos grandes (pequenos), um processo conhecido por fissao (fusao) nuclear.
O 4-momentum linear (2.48) pode ser reescrito em termos da energia e do momentum

linear relativisticos,
(p") = me(ut) = (%ﬁ), P'= " m, (2.51)
cuja intensidade
P = i—j —p? =m?c (2.52)
e denominada de relacao de dispersao relativistica. Por inspecao das definicoes de energia

(2.50) e momentum linear (2.51) relativisticos, encontramos

E
) = — 0. 2.53
P= (2.53)
Esta relagao nao menciona a massa m diretamente e nos diz que um objeto com rapidez
17|l = ¢ tem momentum p = £/c, que é a componente temporal do 4-momentum em (2.51).
Esta é a relacao de dispersao adequada para objetos que possuem massa nula, como o féton

(e neutrinos).

2.4.2 Quadriforga

E possivel construir uma versao relativistica de segunda lei de Newton, onde a taxa de
variacao do quadrimomentum linear,
dpt
F'= — = mcw”, (2.54)
ds
se iguala a quadriaceleragao com a massa m constante. Note as dimenodes de massa por
tempo desse quadrivetor “forca”. Aqui, o quadrivetor “forca” é um nome para a taxa de
varia¢do do quadrimomentum linear. Para (2.54) se tornar uma lei, o lado esquerdo precisa

ser determinado independentemente e, naturalmente, dar uma descri¢ao correta.
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2.4. Dinamica Capitulo 2. Espacotempo

Para massa constante, os quadrivetores for¢a e momentum linear (ou quadrivelocidade)

sdo ortogonais (verifique),

1d

o ay — = U. 2

Podemos usar as componentes do quadrivetor momentum linear dadas em (2.51) e da
quadriaceleragao, dadas em (2.35), bem como a energia relativistica definida em (2.50), para

escrevermos as componentes do quadrivetor “forga” (verifique),

£ = o dp
c(F") =7 (EF> . F=2 5=, mi. (2.56)

Note que o lado esquerdo tem as mesmas dimensoes de forca, massa vezes aceleragao. No lado
direito, a taxa temporal da energia é poténcia, forca vezes velocidade. Assim, a componente
temporal do quadrivetor no lado direito também tem as dimensoes de forca.

Usando a representacdo (2.34) para a quadrivelocidade e (2.56) para a quadriforca, a

relagdo de ortogonalidade (2.55) ou, equivalentemente, u, f* = 0, temos (verifique)

a& =
— =F-v 2.

a qual é a poténcia cinética (taxa de variagao da energia cinética) na mecanica newtoniana.

2.4.3 Principio

Principio 2 (Relatividade de Einstein). O principio da relatividade de Galileu-Newton agora

deve ser enunciado na sequinte forma:
1. Todas as leis fisicas sao as mesmas em todos os sistemas inerciais de referéncia;
2. A velocidade da luz no vdacuo tem o mesmo valor em todos os sistemas inerciais.

Este principio é conhecido como o “principio da relatividade de Einstein”. Note que ele é
mais geral que o principio da relatividade de Galileu-Newton (Principio 1), pois agora todas

as leis fisicas foram devidamente incluidas.

2.4.4 Exercicios

Exercicio 4. Detalhe cuidadosamente cada uma das situacoes especificados por “verifique”.

18



Capitulo 3

Leis de transformacao

ct=z" |------= o

Y

O £ F.-l

Figura 3.1: Dois referenciais inerciais O e O com um objeto em movimento visto em ambos.

E util ter uma quadro exibindo as leis de transformacio de quadriposicio, quadriveloci-
dade e quadrifor¢a (um nome para a taxa de variagdo do quadrimomentum linear). Em todos
0s casos teremos dois referenciais inerciais, O e @, em movimento relativo uniforme com uma
rapidez V. Em cada um destes dois referenciais temos um referencial solidario (proprio) ao
objeto em movimento, como mostrado na Figura 3.1. Seja P o referencial proprio no referen-
cial O e P o referencial proprio no referencial O. Esses referenciais proprios sao considerados
inerciais apenas num determinado instante de tempo. Seja v a velocidade instantanea do
referencial P em relacdo ao referencial O@. De forma similar, seja © a velocidade instantanea

do referencial P em relagao ao referencial O.
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3.1. Quadriposi¢ao Capitulo 3. Leis de transformacao

A Figura 3.1 exibe os planos ct-z e ct-7 dos referenciais inerciais O e O e os respectivos
referenciais instantaneos P e P do objeto em movimento. Ha somente um objeto em mo-
vimento, visto em dois referenciais inerciais. Como exemplo, considere o sistema formado
por um fio condutor e uma carga teste em sua vizinhanca. A carga teste é o objeto em
movimento, relativo ao fio conduzindo uma corrente elétrica (em movimento uniforme). O
referencial O ¢ solidario ao fio condutor e o referencial O é solidario aos elétrons na corrente

elétrica, O = P. Um terceiro referencial, P, é solidario & carga teste.

Por comodidade, consideraremos os referenciais inerciais © e O alinhados, com um mo-
vimento espacial relativo ao longo do eixo X, de tal forma a termos uma rotacao no plano
ct—x apenas, como mostrado na Figura 3.1. No referencial O, o vetor velocidade relativa
(constante) pode ser escrito como V = Vi. Denotaremos por 7 = zi + yj+ 2k o vetor

posicao do objeto em movimento no referencial O e por 7 no referencial O.

O fator 7, é uma funcao da rapidez relativa u entre quaisquer dois referenciais inerciais,

1 U
w =Y (U) = —, W = Blu) = —. 3.1
3.1 Quadriposicao

1. Quadrivetores nos referenciais O e O:

(a") = (ct,7), (3") = (ct,T). (3-2)

2. Rotacdo no plano 2%z
2’ =, (8,8 +1°), at =5, (2" + B, 1), 2? = 2%, 2 =7 (3.3)
3. Transformagoes de Lorentz:
ct=7,8,T+ct), v=7,(T+p,ct), y=9, z=Z. (3.4)

4. Regra: apenas as componentes espaciais perpendiculares a direcao do movimento re-

lativo entre os referenciais inerciais O e O néo sao afetadas pelo fator ;..
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3.2. Quadrivelocidade

Capitulo 3. Leis de transformacao

3.2 Quadrivelocidade

1. Quadrivetores nos referenciais O e O:

—

o |

) . (3.5)

(W) =% (1, %) (@) =7 (1,

O*UIZ

2. Rotagao no plano u
_ _ Vg
— Use u? =, i’ =5 e 8, =Vl/e
o u' = Yy (6\/@0 +a') = v, = VYo (V + 0z)
— Use o resultado anterior para eliminar ;7.

o =1 = YoUy = V5Vg
— Elimine ~; usando o primeiro resultado.

o =1 —= YoV, = VoUz
— Elimine ~; usando o primeiro resultado.

3. Transformagoes:
Vg
To =Wy Vs (1 + ) : (3.6)
) / /

- vz +V B Vg 8% . 172’)/‘/
Vy = —Vl_)j’ Uy = —VQ_)LE’ Vy = —V’Ui (37)

1+ 5 1+ 5

c

c

1+
2
4. Regra: apenas as componentes espaciais perpendiculares & direcao do movimento re-

lativo entre os referenciais inerciais O e O sao afetadas pelo fator 7,,.

3.3 Quadriforca

Quadriforca ¢cF* é um nome para a taxa de variacao do quadrimomentum linear, F*
dp*/ds. A parte espacial contém a segunda lei de Newton na forma relativistica, F = ﬁ, com

D= Y, mu.

1. Quadrivetores nos referenciais O e O:
(3.8)

(CFM) = v <§



3.3. Quadriforca Capitulo 3. Leis de transformacao

2. Rotacdo no plano f°-f L

. FO:VV(FOﬂLBVFI) == 7vg:7v7@<é+vpf>

— Use (3.6) para eliminar o termo 7, 7s.

o vE
o Fl=n, B, F°+F") = nwF =% (? + Fx>

— Use (3.6) para eliminar o termo 7,,7s.
o I’=7? = WF, =%k

— Use (3.6) para eliminar o termo ;.
e P=F° = Y F, = v F;

— Use (3.6) para eliminar o termo ;.

3. Transformacoes:

. E4VE
1+ 2
€ N _ _
Fa‘:—i_% Fg/’yv Fi/ryv
I+ — 14+ — 14+ —
C C C

4. Regra: apenas as componentes espaciais perpendiculares & direcao do movimento re-
lativo entre os referenciais inerciais O e O sao afetadas pelo fator Yy
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