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Faremos aqui uma breve apresentag@o das principais caracteristicas de um movimento ondulatério. A equagdo
de onda € introduzida construtivamente usando um pulso numa corda esticada. As velocidades de propagagdo de
pulsos numa corda e num fluido sdo obtidas também construtivamente usando a segunda lei de Newton. Ondas
harmonicas sdo introduzidas para apresentar frequéncias, comprimentos de onda e interferéncias espaciais e

temporais.
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I. INTRODUCAO

O movimento ondulatério estd presente em nossa natureza
sob diversas formas. Por exemplo, luz € uma onda (onda ele-
tromaganética), assim como o som (onda sonora). Estes sdao
dois exemplos que estdo presentes no nosso cotidiano e cer-
tamente os mais familiares. Ondas na superficie de um lago
calmo também fazem parte do nosso cotidiano e nos remete
a infancia. Ondas também desempenham papéis fundamen-
tais em dominios onde ndo temos uma experiéncia sensorial
direta, como no mundo atdmico (microscépico) e no mundo
macroscopico (com dimensdes de galdxias). Um dtomo tem
também um comportamento ondulatério. Objetos massivos
como estrelas podem gerar ondas gravitacionais. O desloca-
mento de placas tectdnicas em um planeta gera ondas sismicas
(terremotos € maremotos).

Ha ondas que precisam de um meio para se propagarem,
como as ondas sonoras, € hd ondas que ndo precisam de um
meio de propagacdo, como as ondas eletromaganéticas (e as

ondas gravitacionais). As leis que regem o movimento de on-
das que precisam de um meio de propagacdo foram desco-
bertas na época de Newton (Séc. XVII), enquanto que as leis
do movimento das ondas eletromagnéticas datam da época de
Maxwell (Séc. XIX). As ondas gravitacionais foram previs-
tas no Séc. XX. Entretanto, o movimento de qualquer onda
obedece uma tnica lei, conhecida por Equacio de Onda.

Tecnicamente uma onda é qualquer perturbacdo periddica
que se propaga em um meio ou no vicuo. Uma caracteristica
marcante de uma onda é a sua capacidade de “transportar”
energia e momentum sem o transporte de matéria. A luz do
sol, ondas eletromagnética emitidas pelo sol, viaja no vacuo,
atinge a Terra e nos aquece e alimenta. Ondas podem inte-
ragir entre si ou com obstaculos, gerando efeitos espetacula-
res como interferéncia, difracdo, refracdo e reflexdo (veja a
defini¢do de cada um destes efeitos em um diciondrio). H4
muitas aplicagdes tecnoldgicas importantes envolvendo on-
das, como o radar, o sonar, os equipamentos de ecografia em
geral, etc.

A Secdo [ usa um pulso viajando em uma corda esti-
cada para deduzir a equagdo de onda de duas formas: uma
usando as transformacdes de Galileu e outra usando direta-
mente a segunda lei de Newton. Discutiremos nas Se¢des [l
e M como as velocidades de propagacdo de um pulso numa
corda esticada e em um fluido, respectivamente, podem ser
deduzidas usando conceitos elementares de mecanica. On-
das harmonicas sao apresentadas na Secdo M para introduzir
os conceitos de frequéncias e comprimentos de onda, inter-
ferécias e ondas estaciondrias, como aquelas produzidas pelas
cordas de um violdo ou por uma flauta.

II. EQUACAO DE ONDA
II.1. Caso unidimensional

A Figura [ representa um pulso viajando para a direita com
velocidade constante v numa corda (esticada) de densidade
uniforme. Enquanto o referencial O estd fixo no laboratdrio,
o referencial O’ € soliddrio ao pulso. Suponha que no ins-
tante inicial, os dois referenciais sejam coincidentes. Num
instante ¢ posterior, (x’, f’) representa em O’ as coordenadas
de um ponto qualquer sobre o pulso. Este mesmo ponto ¢ re-
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presentado no referencial do laboratério por (x, f). Entdo, da
Figura@temos f = f" e x = x’ + v,¢. O tempo ¢t € 0 mesmo
nos dois referenciais. Estas sdo as transformacdes de Gali-
leu, validas somente para a cinemadtica Newtoniana.! Note
que, caso o pulso estivesse viajando no sentido oposto, entdo
x = x" — v,t, ou seja basta trocar o sinal de v,.

o X

o X

Figura 1. Pulso com velocidade v = v, em uma corda esticada. O
referencial O’ é soliddrio ao pulso.

Suponha que a forma do pulso mostrada na Figura @ (curva
vermelha) seja descrita pela funcdo f* = f’(x’,f) no refe-
rencial O’ soliddrio ao pulso, num certo instante . Admi-
tindo que a corda tenha uma densidade uniforme e que ndo
haja perda de energia para o meio (vicuo), entdo a forma
do pulso é preservada durante seu movimento (meio ndo-
dispersivo). Portanto a forma do pulso deve ser descrita pela
mesma funcdo no referencial O fixo no laboratério, isto é,
f(x,0) = f'(x',1) = f(x',1). Usando as transformacgdes de
Galileu, x" = x + v,t, a forma do pulso € descrita pela funcao
f=flx,0) = f(x,1) = f(x £ vt,t) = f(x £ v,t). Note que
¢ uma funcdo de duas varidveis.! Note também que esta de-
pendéncia da posi¢do x e do tempo ¢ é especial, pois ocorre
somente através da combinacio x + v,t.

Apesar de termos iniciado com uma situagao bastante sim-
ples, um pulso numa corda, obteremos aqui um resultado uni-
versal muito importante: a equacdo de onda. Chegamos a
conclusdo que a forma do pulso é descrita por uma fungao
arbitraria que dependa da posi¢do e do tempo de uma forma
muito particular,

f=fn=fxxvt)= f(X'(x0), X =xxvit. (1)

O sinal positivo (negativo) significa que o pulso viaja para a
esquerda (direita). Como a posi¢@o x e o tempo ¢ estdo vari-
ando enquando o pulso caminha, entdo podemos calcular as

! As transformacdes de Galileu sdo substituidas pelas transformacdes de Lo-
rentz na cinemadtica Einsteiniana (relatividade especial).
2 Isto justifica a necessidade de um curso de calculo para varias varidveis.

taxas® de variacdo da funcdo (composta) f em relagio a x e 7,

df _dfdx __df _ :
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af _drdx_df _ o (3)

dx ~ dx dx — dx

onde g é novamente uma fun¢do composta. Vamos derivar
mais uma vez,

af dg dg dx’ , dg
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ou, numa notacéo tecnicamente correta,
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Esta € uma equacio diferencial parcial (EDP) de segunda or-
dem na posicdo e no tempo, conhecida como “equacdo de
onda”. A equacdo de onda () € para o movimento ondulatério
o equivalente da segunda lei de Newton para o movimento de
translacdo de um objeto. Note que qualquer fungdo f(x, f) que
dependa da posi¢do e do tempo na forma f(x + v,f) é uma
solugdo da equacdo de onda.

Uma observacao importante: como a fungado f que define
a forma do pulso pode ser escolhida, entdo podemos escolher
uma forma harmonica (senos € cossenos) ou uma gaussiana
(exponencial), para citar apenas dois exemplos. Isto signi-
fica que o argumento x =+ v, precisa ser reescrito numa forma
adimensional. Nao podemos escrever f = fj cos(x +v,1), pois
x+v,t tem dimensdo de comprimento. A forma natural de cor-
rigir este incoveniente € introduzir uma constante real k, com
dimensdo do inverso do comprimento, denominada de niimero
de onda. Assim k,(x + v,f) € adimensional. Note também que
kyv, tem dimensdo de frequéncia. Serd que f = f(kyx £k, v,t)
ainda satisfaz a equag@o de onda ()? Podemos verificar facil-
mente que satisfaz (verifique), para qualquer valor de k.

Outra observacio importante: como a solugdo da
equagdo de onda (1) € uma funcdo arbitraria mas que pode de-
pender apenas de x+v,f, ou seja, seu argumento nao pode con-
ter qualquer outra dependéncia na posi¢do e no tempo, entdao
a “fase” x + v, ¢ deve ser uma constante,

0(x, 1) = k(x £v,1) = cte. (8)

3 No curso de cdlculo de vdrias varidveis, estas derivadas serdo representadas
pelo simbolo df/dx, denominado de derivada parcial de f em relacéo a x
(as demais variaveis s@o tratadas como constantes durante uma derivada
parcial). As regras de derivacdo continuam as mesmas.



Note que esta relagdo impde um vinculo entre x e r. Como
consequéncia, seus diferenciais também estdo relacionados.
De fato, o diferencial total da fase (IA) &9

agdx + a—gdt = ky(dx = vdt) = 0. ©))

Aoty = &
(%0 =52 5

Isto nos permite escrever dx/dt = +v,, como esperavamos.

Exemplo 1
Considere a funcdo

2

Qx-302+1’ (10)

flx,1) =

a qual descreve um pulso caminhando para a direita com fase
6 = 2x — 3t, velocidade 3/2 m/s e nimero de onda 2/m. Todos
0s pontos sobre o pulso caminham com a mesma velocidade.
Podemos escolher um deles para acompanhar. Por exemplo,
o ponto f(x,t) = 1. Para este ponto, temos 2x — 3t = =1,
ou seja uma fase constante. H4 muitos pontos no pulso com
diferentes fases, porém todos com a mesma velocidade.

I1.2. Caso tridimensional

A discussdo no final da secdo anterior sugere uma
generalizacdo tridimensional da equacdo de onda unidimen-
sional (). Primeiro note que a forma do pulso em trés di-
mensdes dada por

f@,n)=fk-r+owo, an

onde r = (x,y,z) € o vetor posicdo, k = (k, k,, k;) é denomi-
nado vetor de onda e w é a frequéncia angular.? O significado
dos pardmetros k e w serdo discutidos em breve. E imedi-
ato mostrar que a fung¢do f dada em ([) satisfaz a equagdo
diferencial

9* el o 1 8
(@ + a_yz + 6—Z2)f(kria)t) = Eﬁf(k'riwt), (12)

onde
W = (K + K + koW = KV, (13)

cuja solugcdo é w = kv. A equagdo diferencial parcial (I2)
representa uma onda tridimensional com velocidade v e “ve-
tor de onda” k. Como veremos, o vetor de onda k indica a
direcdo do movimento da onda. Como exemplo, uma onda
sonora numa sala tem a forma esférica e seu vetor de onda
€ perpendicular a sua superficie (em qualquer posi¢dao). Um
vetor perpendicular a uma superficie esférica é denominado

4 O significado de diferencial total é estudado em Calculo II. Tome isto como
uma simples apresentacdo. O diferencial de uma constante € zero e obedece
as demais regras de derivag@o.

5k - r é o produto escalar. Numa base ortonormal, k - r = kyx + kyy + k;z.

de radial (sua direcdio estd apoiada numa reta que passa pelo
centro da esfera).

As derivadas espaciais na equacdo de onda (I2) aparecem
em muitos lugares (inclusive em Matematica) e sdo tdo impor-
tantes que receberam um nome, “Laplaciano”, e um simbolo
especial,

R o

V2P=V.V=—+— +—,
0x2  9y? 072

(14
onde o operador (vetorial) V é denominado de “gradiente”.
Em coordenadas cartesianas,

o 0 0 A0 L0 .0
V—(a—x,a—y,a—z)—la+‘]a—y +ka—z (15)
Os versores {?, }, IAc} definem as orientagdes positivas nos trés
eixos cartesianos. Fungdes de vdrias varidveis, gradien-
tes e Laplacianos serdo estudados em detalhes no curso de
Calculo 2. Divirtam-se!
Um pouquinho mais de Célculo II. Agora a condi¢do de
fase constante (I[A) deve ser reescrita como

O(r,t) =Kk -r + wt = cte. (16)
Assim, o diferencial total da fase é

00 00 00 0
doe )= Lax+ Lay+ Laz+ %
(1) = grdx+ gy dv+ Gpda+ pdt

=V9'dr+gdt:k~driwdt=0. a7

Portanto,

dr

dr
Agora um pouquinho de Geometria. Um produto escalar pode
ser calculado pelo produto dos médulos vezes o cosseno do
angulo entre eles, independentemente de qualquer sistema de
coordenadas. Desta forma, o produto escalar em (IH) pode
ser reescrito como k - v = kvcos, onde 8 é o angulo entre
os vetores k e v. Mas haviamos descoberto em (I3) que kv =
w. Portanto os vetores k e v precisam ser paralelos ou anti-
paralelos, ou seja, o vetor de onda estd sempre na direcdo do
movimento.

K V= +w. (18)

Exemplo 2

A luz é um exemplo importante de onda tridimensional. No
Séc. XIX Maxwell sintetizou as leis do eletromagnetismo,
como Newton havia feito para a mecénica, e mostrou que a
Iuz é um efeito ondulatério. As leis de Maxwell para o ele-
tromagnetismo (no vdcuo) podem ser escritas em termos dos
campos vetoriais elétrico E = E(r, r) e magnético B = B(r, 1),

V.E=0, (19)
V-B=0, (20)
0B
VXE=—-—, 21
X Fy 2L
E
VxB= /10606 22)

E»



onde as constantes y € € sdo, respectivamente, permissivi-
dade e permeabilidade do vicuo. As duas primeiras equacdes
de Maxwell contém o “divergente” (produto escalar contendo
o gradiente V) dos campos. Um divergente diferente de zero
de um campo vetorial num dado ponto do espago significa que
uma fonte deste campo estd presente naquele ponto. Assim,
as duas primeiras equagdes de Maxwell estdo dizendo que nao
fontes dos campos eletromagnéticos no vacuo (por definicdo).
As outras duas equacdes de Maxwell cont€ém o “rotacio-
nal” (produto vetorial contendo o gradiente V). Campos
com rotacionais ndo-nulos produzem redemoinhos (vortices).
Note que estas duas ultimas equagdes de Maxwell ligam as
variacdes espaciais de um campo com a variacao temporal do
outro. Por exemplo, a variagdo temporal de um campo elétrico
gera um campo magnético ndo-uniforme. Divergentes e rota-
cionais fazem parte das discussdes em Calculo II. A Ref. 0
contém uma excelente discussao sobre a interpretagdo fisica e
geométrica de divergentes e rotacionais.

Por falar em Calculo II, é um exercicio interessante mos-
trar que os campos eletromagnéticos ([X)—(I2) satisfazem a
equagdo de onda (). Isto envolve algumas propriedades
de gradientes, divergentes e rotacionais (célculo vetorial), as
quais serdo estudadas em Célculo II num momento oportuno.
Por enquanto, aceite as propriedades usadas como conhecidas.
Notando que as préprias equacdes de Maxwell sdo fungdes do
tempo ¢ e da posicdo r, podemos perfeitamente calcular nova-
mente gradientes, divergentes e rotacionais delas, bem como
derivadas (parciais) no tempo. Por exemplo (util), vamos to-
mar novamente o rotacional de cada uma das duas ultimas
equacdes (II)—(2),

VxVXE=Vx —@], (23)
ot
0E
VXVXxB=Vx #0605]' 24)

Estas duas equa¢des podem ser simplificadas enormemente
usando a propriedade

Vx(VxA)=V(V-A)- VA, (25)

para expandir o duplo produto vetorial no lado esquerdo das
Egs. (@)—(3d), e o fato que os campos eletromagnéticos sdo
fun¢des continuas da posi¢do e do tempo. Isto nos permite
intercalar as derivadas espaciais [dentro do gradiente; veja a
defini¢do (3)] com as derivadas temporais no lado direito das
Egs. (3)—(Z4). Assim,

V(V-E)-V’E = —(%VXB, (26)
V(V-B)-V’B = ﬂofogtv x E. 27)

Agora devemos usar novamente as equagdes de Maxwell para
simplificar ainda mais este resultado. Podemos usar as duas
primeiras equagdes de Maxwell (I?)—(d) contendo os diver-
gentes nulos dos campos para simplificar o lado esquerdo.
Depois podemos usar as duas ultimas equagdes de Maxwell

(IM)—() para simplificar o lado direito, resultando em

O’E
2
V E = #060_61‘2 N (28)
5’B
V°B = —. 29
Ho€o 5 (29)

Podemos notar que estas duas equagdes t€ém a mesma forma
da equacgdo de onda (IX). Isto significa que os campos eletro-
magnéticos sdo ondas caminhando no vidcuo com uma veloci-
dade

1
VHo€)

Considerando ¢ = 8,85 x 107! C?/Nm? e o = 1,26 %
107° Ns2/C2, entdo ¢ = 299, 46 x 10° m/s. Esta é a velocidade
da Iuz no vécuo (aproximadamente trezentos mil quilémetros
por segundo).?

=c. (30)

Vv =

III. PULSO NUMA CORDA

Figura 2. Pequeno pedaco do pulso mostrado na Figura [ sob a
tensdo 7' que mantém a corda esticada. Os angulos 6;, i € {1,2},
sd0 pequenos (o diagrama ndo estd em escala).

2

Por falar em Newton, ¢ instrutivo deduzir a equagdo de
onda (@) usando a segunda lei de Newton. A Figura @ mostra
uma regido pequena do pulso exibido na Figura [, centrada
no ponto (x, f). A corda € mantida esticada pela tensdo T, a
qual estd presente nas duas extremidades do pedaco da corda
mostrado na Figura O. Note que a direcdo destas tensdes sdo
ligeiramente diferentes, caracterizadas pelos angulos 6; e 6,.
Agora uma hipétese crucial: vamos assumir que a altura do
pulso na Figura [ € muito menor que o sua largura na base da
corda. Isto torna os dngulos 6; e 6, pequenos (vinte graus no
maximo). Entdo, sen6; ~ 6;ecos 6, ~ 1. Logotanf; ~ sené,.
Assim, da Figura O, temos

Afi Of
- 2L

senf; ~ tan6; = —

Ax, o’ ief{l,2}, 3D

% E interessante observar que, segundo a relatividade especial de Einstein, a
velocidade da luz no vécuo € o limite superior para a velocidade de corpos
que possuem massa de repouso (que pode ser medida por uma balanca).
Isto enviabiliza qualquer viagem intergaldtica por seres humanos.



que corresponde a derivada (parcial) primeira de f em relacdo
a x nos pontos 1 e 2 no limite Ax; — 0 (i € {1,2}). Note que
estamos usando a defini¢do de derivada primeira (num certo
instante de tempo). Desta forma, a diferenca senf, — sen6,
dividida por Ax = Ax; + Ax; (veja a Figura D), representa a
derivada (parcial) segunda de sen 6 em relacdo a posicgao,

0 0 A
. sen — sen . ) ax
lim 2 1 = lim X1 1 — f

Ax—0 Ax Ax—0 Ax ox?’

(32)

Note que usamos novamente a defini¢do de derivada.

Como os angulos 6; sdo pequenos, entdo podemos assumir
que o comprimento da corda entre os pontos 1 e 2 (veja a
Figura O) é aproximadamente Ax = Ax; + Ax,. Assim, conhe-
cendo a densidade linear A da corda, supostamente constante,
podemos escrever a massa deste pedaco de corda em termos
de sua densidade e de seu comprimento aproximado,

Am =~ AAx. 33)

Podemos ver na Figura @ que as componentes horizontais das
forgas atuando nas extremidades do pedago de corda mostrado
se anulam. No entanto, hd uma forca resultante na vertical
T(sen6, — sen6;) que, de acordo com a segunda lei, é pro-
porcional & aceleracio na direcdo vertical, 6 f/0¢2, na posicdo
x fixa. Assim,

2 2
T(senf, — senf;) = Ama—f = AA s

oz =Wz B9

onde fizemos uso da Eq. (E3). Dividindo esta equag@o por Ax
e tomando o limite Ax — 0 e usando a Eq. (B2) para simplifi-
car o resultado, obtemos

Pf  A0f

o T (35

Esta equagdo diferencial € idéntica a equagao de onda () com

T
V= 4=
A

(36)

Esta € a velocidade de propagacdo do pulso na corda. Note
que ela ndo depende da fonte que gerou o pulso. Ela depende
apenas da tensdo 7' que mantém a corda esticada e de sua den-
sidade linear de massa A, a qual é constante.

IV. PULSO NUM FLUIDO

ar
P
A l ]
PA ._(P + AP)AI
—
AX

Figura 3. Um pulso viajando com velocidade v num tubo de secio
reta A contendo ar sob uma presdo P.

Ondas sonoras sdo produzidas pelos deslocamentos su-
cessivos de porcdes de um fluido (como o ar atmosférico).
Quando algum mecanismo desloca uma porg¢ao do fluido, uma
regido pequena com uma pressao ligeiramente aumentada (em
relacdo a pressdo de equilibrio do fluido) é formada: isto € um
pulso criado no fluido. Este pulso viaja pelo fluido com uma
determinada velocidade. Uma sucessdo regular destes pulsos
forma uma onda sonora. Por simplicidade, vamos considerar
um fluido ideal (rarefeito, sem viscosidade com as paredes do
tubo e sem a formagdo de redemoinhos dentro do tubo).

A Figura O mostra um tubo de se¢@o reta A contendo um
fluido de densidade volumétrica p, a uma pressao de equilibrio
P. A figura superior mostra um pulso (regido colorida a di-
reita) viajando para a esquerda com velocidade v. A pressdo
P + AP, onde AP > 0 (compressao), na regido do pulso é
ligeiramente maior que a pressdo de equilibrio P. No re-
ferencial do pulso, é o fluido que se movimenta para a di-
reita com velocidade v. Consideremos entdo o encontro de
uma pequena regido do fluido de largura Ax (regido colo-
rida & esquerda na figura superior) com o pulso. No mo-
mento do encontro (figura inferior), ha forgas perpendicula-
res as faces desta pequena regido do fluido, cuja resultante é
F = PA - (P + AP)A = —APA. Note que adotamos o sentido
positivo como sendo da esquerda para a direita. Esta forca re-
sultante sendo contraria ao movimento do fluido, deve reduzir
sua velocidade, v — v + Ay, onde Av < 0. Seja Af o tempo
gasto pela face esquerda desta pequena porc¢ao do fluido para
atingir o pulso. Transcorrido este tempo, esta regido estard
inteiramente imersa dentro do pulso. Assim a desacelera¢do
sofrida pelo fluido € a = Av/At. Entdo, usando a segunda lei
de Newton, temos

F = —-APA = Ama = Am ﬂ (37)
At
onde Am é a massa contida nesta pequena regido do fluido que
se chocou com o pulso.
Como na regido de largura Ax o fluido caminha com a ve-
locidade constante v, entdo Ax = vAr. Desta forma, a massa



do fluido nesta pequena regido de volume V = AAx pode ser
escrita como Am = pV = pAAx = pAvAt. Isto nos permite
reescrever a segunda lei de Newton (B2) como

— AP = pvAv. (38)

Esta expressao pode nos dar a velocidade do pulso em termos
de quantidades que podem ser facilmente medidas. Para tal,
precisamos substituir a variacdo da velocidade em (BR) por
algo que seja mais facil de ser medido. Note que esta pequena
regido de largura Ax = vAt, volume V = AAx = AvAt, so-
fre uma compressdo ao se chocar com o pulso, reduzindo seu
volume por AV = AAvAt, devido a reducdo Av em sua ve-
locidade. Observe que AV < 0, pois a velocidade diminui
(Av < 0). Assim, combinando estes dois resultados, temos
(verifique)

\%4 v
— = —. 39
AV Av (39)
Isto nos permite reescrever a Eq. (B8) na forma (verifique)
AP
2
=-V— =B. 40
oV AV (40)

A quantidade B (estritamente positiva) no lado direito desta
equacdo € conhecida como “moédulo de compressibilidade” de
um fluido e é facilmente medida.

Portanto, da Eq. (E0), a velocidade de propagacdo de um
pulso num fluido ideal é

B oP
=4[—, B=-V—. 41
Y Jol 110% S

Note que esta expressdo € similar aquela para a velocidade do
pulso numa corda [veja a Eq. (EQ)]. A tensdo 7 na corda e o
médulo de compressibilidade B do fluido t€m papéis simila-
res. Ambos dizem respeito a propriedade “elastica” de cada
meio de propagacdo do pulso. Nos denominadores das ex-
pressdes contendo a velocidade de propagacdo do pulso em
(BEQ) e (ED) estdo quantidades representando a propriedade
inercial do meio, ou seja densidades de massa (linear e vo-
lumétrica).

O préprio Newton chegou a expressao (EI). No entanto,
na época de Newton, a Unica relacdo entre pressido e volume
era dada pela lei de Boyle, PV = cte, que assume uma tem-
peratura constante (transformacgdo isotérmica). Assim, para
Newton, o médulo de compressibilidade para um gés ideal é

B =

oP 0 (cte) cte
\%
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Vamos relembrar mais um pouquinho de Termodinimica.
Massa pode ser rescrita como o nimero de moles n vezes o
peso molecular M, m = nM. Segundo a lei dos gases ideais,
PV = nRT, onde R = 8.314 J/mol K € a constante universal
dos gases ideais.” Desta forma, a densidade volumétrica pode

7 A constante universal dos gases foi descoberta somente no inicio do
Séc. XIX.

ser reescrita como

M MP

m Ly (43)
VvV " RT

p=
Vamos determinar entfo a velocidade de propagacdo de um
pulso no ar, Nas condi¢gdes normais de pressdo e temperatura,
isto é, P = 1 atm = 101325 Pa (Pa=N/m?), T = 273,15K e
n = 1. O peso molecular do ar é M = 28,9 g/mol. Assim,
segundo Newton, a velocidade do som é

B [RT
y = \/; = ﬁ = 280.3 m/S. (44)

O valor experimental é proximo de 332 m/s, 18% maior.
Newton verificou que seus resultados em outras tempera-
turas sempre diferiam dos valores experimentais também
por um fator 1.18, ou seja, os valores experimentais eram
aproximadamente 18% maiores. Um entendimento me-
lhor desta situacdo ocorreu somento no Séc. XIX, quando
as transformagdes adiabdticas foram descobertas. Numa
transformacdo adiabdtica ndo h4 troca de energia com o meio
pelo mecanismo de calor. Isto acarreta numa variacdo si-
multanea da pressdo P, do volume V e da temperatura T tal
que PV?Y = cte, onde a constante adimensional y € a razdo en-
tre as capacidades térmicas a pressdo constante e a volume
constante, ¥y = Cp/Cy (mais detalhes no curso de Termo-
dindmica). Usando uma transformacéo adiabdtica ao invés de
uma isotérmica, entdo o modulo de compressibilidade para
um gds ideal é

oP 0 (cte cte
(%)

B=-V—=-V =Yy

- Vv =vyP. (45)

Assim, a velocidade do som (CNTP, y = 1.4) é

B RT
v=]= = /T = 3317 mps. (46)
P M

Note que /y = 1.18, exatamente o fator que Newton preci-
sava (descoberto quase 200 anos depois).

V. ONDAS HARMONICAS

Muitas caracteristicas importantes de uma onda podem ser
estudadas supondo que a forma do pulso seja harmdnica, isto
€,

f(x, 1) = Acos(kx + wt), w = kv. “@n

Podemos ver claramente que esta fungao harmonica satisfaz a
equagdo de onda (O) (verifique). A amplitude A pode repre-
sentar tanto a pequena altura de um pulso numa corda quanto
a pressdo inicial em um fluido.

Como a posicdo x e o tempo ¢ entram com o mesmo “pé
de igualdade” na onda harmonica (EJ), entdo teremos dois
periodos: um espacial A e um temporal 7. Mantendo o tempo



constante (por exemplo, ¢ = 0), a funcdo (EQ) é periddica na
posicao

f(x+4,0) = Acos[k(x + V)] = f(x,0) = Acos(kx). (48)

Expandindo o cosseno, obtemos a equagao

cos[k(x + A)] = cos(kx) cos(kd) — sen (kx) sen (kA)
= cos(kx), (49)

para quaisquer valores de x. Entdo, a tinica solucdo possivel é
kA = n2m, onde n é um inteiro positivo ou negativo. O periodo
espacial A € definido paran =1,

1= (50)

também conhecido por “comprimento de onda”. Agora po-
demos obter uma interpretagdo geométrica para a constante k.
Note que 27 € o comprimento de uma circunferéncia de raio
unitdrio. Entdo, kA = 2r indica que o nimero real k representa
o nimero de vezes que o comprimento de onda A cabe dentro
do perimetro de uma circunferéncia de raio unitdrio. Por isso,
a constante k é denominada de “nimero de onda”. Dado o
comprimento de onda A, o nimero de onda correspondente €
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Como veremos adiante, esta expressdo € similar a expressao
que define a frequéncia angular (temporal).

Considerando agora a posi¢ao constante, por exemplo em
x = 0, a onda harmonica (E7) é também periédica no tempo,
f@O,t+T) = f(0,1), onde T um periodo (comprimento de
onda temporal). Procedendo como anteriormente, teremos

2n
W= = 2rf. (52)
Esta é a frequéncia angular (temporal), similar a expressdo
(ED) que define o nimero de onda em termos do comprimento
de onda espacial A. Note que a frequéncia angular é 27 vezes
a frequéncia usual (inverso do periodo; medida em Hertz).
Naturalmente, as frequéncias angulares (EI) e (EX) estdo
interligadas pela relacdo (I3), kv = w, a qual nos possibilita
escrever

kv=w, Af=v. (53)
A velocidade de propagacao de uma onda € igual ao pro-
duto entre seu comprimento de onda e sua frequéncia. As
duas relagdes em (E3) permanecem validas até em Mecanica
Quaéntica onde as leis de Newton perdem a validade.

V.1. Interferéncia

A equagdo de onda () permite que a combinagdo li-
near (com coeficientes constantes) de duas fungdes de onda
(funcdes que sdo solugdes da equagdo de onda) também seja

uma fun¢do de onda. Em outras palavras, a superposi¢cio (ou
interferéncia) de duas ondas é também uma onda.

Como primeiro exemplo de interferéncia, vamos considerar
duas ondas harmdnicas f; diferindo apenas por uma constante
na fase,

fi=Asen(0)), f,=Asen(6,), 54

6, =0,+6, 6, =kx—wt, (55)
onde § é uma constante. A soma desta duas ondas pode ser
escrita na forma

1 1
fi+ fo=2Acos [5(91 - 6)] Sen[z(el +6))]
=2A cos(%é) sen (kx — wt + %(5). (56)

Esta func@o também satisfaz a equacdo de onda (@) (veri-
fique). Assim, para estas duas ondas que percorreram o
mesmo percurso, mas com fases diferentes, podem se com-
binar construtivamente de forma que o mddulo da nova am-
plitude 2A cos(6/2) seja mdximo, isto €, para 6 = 2nm, com
n inteiros (mdltiplo par de 7). A interferéncia serd destru-
tiva quando a nova amplitude 2A cos(6/2) se anular, ou seja,
quando 6 = (2n + 1) (maltiplo impar de x).

Outro tipo interessante de intereferéncia espacial ocorre
quando duas ondas de mesma frequéncia (temporal e espacial)
percorrem percursos ligeiramente diferentes, x| — x, = Ax,

0, = kx; —wt, 0, =kxy— wt. &)

Como no caso anterior,

1 1
fi+ f» =2Acos [5(61 —0,)] sen [5(01 +6y)]
=2A cos(%kAx) sen [%(kxl +kxy —2w0)].  (58)

A interferéncia sera construtiva quando kAx = n2n, n in-
teiro, ou, usando a definicdo (E1), Ax = nd, isto €, quando
a diferenga de percurso Ax for um muiltiplo inteiro do com-
primento de onda A. Esta condicdo é conhecida por “condi¢do
de ressonéncia”. A interferéncia serd destrutiva quando kAx =
2n + 1), ou Ax = (2n + 1)4/2, ou seja, caso a diferenca de
percurso seja um miltiplo de meio comprimento de onda.
Vejamos agora um tipo de interferéncia temporal, isto é,
quando duas ondas diferem (ligeiramente) apenas pelas suas
frequéncias angulares (temporais), w; — wy = Aw,

0, = kx—wit, 0, =kx— wst. 59)

Procedendo como antes, temos
1 1
fi+ f» =2Acos [5(91 - 6,)] sen[§(91 +6,)]

1
=2A cos(EAwt) sen (kx — wy,t), (60)



onde w, = (w; + wy)/2. A novidade agora é a amplitude
2A cos(Awt/2) dependente do tempo, de forma harmdnica,
com uma frequéncia angular Aw/2, conrrespondendo a um
periodo 7 = 27/(Aw/2) = 4n/Aw. Entdo teremos uma onda
com frequéncia aungular w,,, cuja amplitude é modulada por
outra onda harmdnica de frequéncia angular Aw/2. Este efeito
é conhecido por “batimento”. As vezes, este efeito ocorre du-
rante o estudo do efeito de ressondncia usando um sistema
massa-mola. E interessante observar que o ouvido humano
depende da amplitude ao quadrado e, portanto, ndo distingue
os sinais desta nova amplitude dependente do tempo, redu-
zindo assim o periodo 7 pela metade. A frequéncia que o
ouvido humano percebe, correspondente a f5,, = 1/(1/2) =
Aw/2m, é denominada de frequéncia de batimento. Ela ajuda
musicos a afinarem seus instrumentos usando apenas seus ou-
vidos (explique como).®

V.2. Ondas estacionarias

Um tipo interessante de interferéncia ocorre quando duas
ondas diferem apenas pelo sentido de propagacdo. Para faci-
litar, suponha que uma onda seja formada por um pulso numa
corda de forma harmdnica criado de tal forma a viajar para a
esquerda. Suponha também que os extremos da corda de com-
priento L (densidade linear u; para ndo confundir com o com-
primento de onda 1) sejam mantidos fixos. Quando um pulso
atinge o extremo esquerdo, ele é refletido e retorna encon-
trando outros pulsos viajando em sentido oposto. A mesma
situag@o ocorre no extremo direito da corda. Assim, teremos
a superposi¢do de duas ondas harmdnicas de mesmo compri-
mento de onda, mesma frequéncia, mas diferindo pelo sentido
de propagacio,

f = Asen (kx — wt) + A sen (kx + wr)
= 2A sen (kx) cos(wr). (61)

A novidade aqui é a dependéncia espacial da nova amplitude
2A sen (kx). Isto dd a impressao de que nao ha pulsos viajando
de um lado para o outro da corda (“ondas estaciondrias”).
Como os extremos (x = 0 e x = L) estdo fixos em f = 0,
entdo esta nova amplitude precisa anular-se nos extremos da
corda, ou seja, k,L = nr, n inteiros. Note que escrevemos k,,
ao invés de k, pois temos um nimero de onda diferente para
cada inteiro n. Reescrevendo esta condi¢do (também deno-
minada de ressonancia) em termos do comprimento de onda,
temos

2L
Ay = —,
n

n=1,2,3,... (62)
ou L = nd,/2. A condicdo de ressonancia estabelece
que o comprimento da corda precisa caber exatamente um
nidmero inteiro de metades de comprimentos de onda. Para

8 Aqueles interessados na fisica de instrumentos musicais podem consultar a
Ref. O e outras referéncias contidas nela.

os musicos, é mais conveniente reescrever esta condicdo de
ressonancia em termos da frequéncia. Usando a relagao (I3),
temos

fon,_n |F
2L 2L \ u

n=1,23,... (63)
onde F € a tensdo que mantém a corda esticada. Em musica,
n =1 é o harmodnico fundamental.

Caso um dos extremos da corda, digamos x = L, esteja
completamente livre, entdo a onda resultante (EIl) ndo ird se
anular na extremidade livre. Como ela estd livre, ela de-
verd atingir sua amplitude mdxima nesta extremidade, ou seja,
sen (kL) = =1 em (ED), o que implicaem k,L = (2n+1)1/2 ou
L = (2n + 1)4,/4. Desta vez, devemos ter o comprimento da
corda igual a um niimero impar de quartos de comprimentos
de onda.

Se considerarmos ondas sonoras formadas por pulsos em
um tubo, podemos aproveitar muito as discussdes anterio-
res usando pulsos em uma corda. Caso as extremidades de
um tubo de comprimento L ndo estejam tampadas, entdo o
fluido nestas regides pode se mover livremente. Assim, es-
peramos que a onda sonora dentro do tubo tenha uma ampli-
tude minima nas extremidades, ou seja, que o comprimento
do tubo caiba um nimero inteiro de meio comprimento de on-
das, L = n4,/2. Esta é condicio de ressonancia em uma corda
com as duas extremidades fixas. Caso o tubo contenha uma
de suas extremidades tampada, entdo a onda sonora deve ter
uma amplitude maxima nesta extremidade, pois o fluido ndo
pode se mover nesta posi¢do. Porém, na outra extremidade,
onde a onda sonora € criada, a amplitude é minima. Assim,
o comprimento do tubo deve conter um nimero impar de um
quarto de comprimento de ondas, L = (2n + 1)4,/4. Esta
situagdo € idéntica a de uma corda com apenas uma de suas
extremidades presa.

VI. CONCLUSOES

Usando conhecimentos elementares de cinemdtica como as
transformacdes de Galileu que relacionam coordenadas de um
ponto em dois referenciais inerciais (movimento relativo uni-
forme), estabelecemos a equagdo de onda, a qual governa o
comportamento bdsico de qualquer onda em um meio ndo-
dispersivo. Descobrimos que o perfil de uma onda pode ser
descrito por qualquer funcdo, porém estas fungdes devem de-
pender da posi¢do e do tempo através de uma forma unica,
k - r + wt. A segunda lei de Newton foi utilizada, juntamente
com a defini¢do bdsica e intuitiva de derivada primeira, para
determinar a velocidade de propagacdo de um pulso numa
corda e num fluido. Em ambos os caso, a velocidade de
propagacdo depende da razdo entre as propriedades eldstica e
inercial de cada meio. Discutimos também a generalizagao tri-
dimensional da equagdo de onda, onde introduzimos os opera-
dores Laplaciano (escalar) e gradiente (vetorial). Mostramos
que os campos eletromagnéticos satisfazem a equacao de onda
tri-dimensional e se propagam no vicuo com a velocidade da
luz. Nesta discussdo foi introduzido os operadores vetoriais



divergente e rotacional. Fica clara neste texto a necessidade
e a importancia de um curso de célculo para vérias varidveis.
Encerramos estas discussdes com ondas harmonicas, através
das quais introduzimos os conceitos de comprimento de onda
espacial (1) e temporal (periodo; T) e frequéncias angulares

temporal (w) e espacial (ntimero de onda; k). Estes dois con-
ceitos ondulatérios estdo interligados pela relacdo kv = w
ou, equivalentemente, v = Af, onde v é a velocidade de
propagacdo e f a frequéncia (f = 1/7). Também discuti-
mos alguns tipos de interferéncia entre ondas, condigdes de
ressonancia e batimentos.
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