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O método dos minimos quadrados nos permite encontrar a melhor fun¢io que descreve um certo conjunto de
informacdes experimentais. Este texto apresenta o método dos minimos quadrados aplicado ao caso linear de
uma forma forma que possa ser facilmente generalizado. Fun¢des transcendentais sdo calculadas por séries de
poténcia. Faremos aqui uma brevissima introdugdo ao mecanismo desenvolvido por Taylor para determinarms
a série de poténcia de uma funcio transcendental. O método dos minimos quadrados e as séries de Taylor sdao

duas outras aplica¢des fundamentais de derivadas.
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I. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

No caso linear, as previsdes que nossos modelos nos forne-
cem podem ser resumidas na forma

Jf) = co+ciu, 6]

onde ¢y e c¢; sdo constantes arbitrarias e u € a variavel inde-
pendente. A funcdo f(u) representa uma determinada resposta
de um sistema, como a posi¢do de um corpo deslizando sobre
um plano inclinado ou em queda livre, ou ainda o quadrado do
perido de um péndulo ideal (pequenas amplitudes). A Tabelall
mostra quem € a fungdo resposta f(u), bem como a varidvel
independente u, em dois casos tipicos. As duas dltimas colu-
nas desta tabela mostra os valores esperados para as constan-
tes arbitrarias c¢g € c;.

Tabela I. Funcao resposta f(#) em dois modelos lineares: queda
livre com aceleragdo g e o quadrado do perido de um péndulo ideal
de comprimento / (pequenas amplitudes).
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Suponha agora que ja temos um conjunto com N medidas
da varidvel independente u; e da fungado resposta f(u;) = f;,
i e{l,2,...,N}. Como podemos extrair os melhores valo-
res para as constantes ¢y e ¢; presentes na funcdo linear (I)?
Gauss mostrou (em 1809) que a melhor forma de calcular es-

tas constantes ¢ minimizando o erro quadratico dado por

N 2
Exco.c)= ) |fi= (o + )| @

i=1
Este procedimento € bastante razoavel, pois para cada par de
valores (f;, u;) esperamos que a diferenca f; — (co + c1u;) seja
a menor possivel para valores apropriados das constantes ¢
e c¢;. Em principio, numa busca manual, teriamos N valores
(distintos) para estas constantes. Depois poderiamos escolher
um valor tnico, digamos, usando uma média aritmética. O
que Gauss mostrou (e ndo discutiremos os detalhes aqui) é que
podemos determinar os melhores valores destas constantes em
uma tacada unica.

Sabemos que uma fungdo de uma tnica varidvel apresenta
uma derivada nula (coeficiente angular nulo) em seus pontos
extremos (maximos e minimo). Esta situacdo se mantem para
funcdes com mais de uma varidvel com relagcdo as derivadas
em cada uma de suas varidveis independentes. Nossa fungao
erro dada em () tem duas varidveis independentes: ¢y e ¢;. O
minimo desta funcdo ocorre para os valores das constantes ¢
e c; sdo tais que o sistema (linear) de equagdes
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é satisfeito simultaneamente. Este sistema pode ser resolvido
facilmente. Primeiro isolamos ¢y da Eq. (B),

-2 i [ﬁ —(co + clui)] =0, (3)
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e, consequentemente,
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(verifique) onde introduzimos as médias (aritméticas),
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Vale lembrar que as quantidades (u;, f;) representam os valo-
res de medidas realizadas no laboratério, portanto as médias
(i1, f) sdo nlimeros j4 conhecidos.

Devemos substituir o valor de ¢y encontrado em (B) na
Eq. (@) para determinar c;. Antes, porém, vamos preparar
melhor a Eq. () contendo as médias dadas em (O),
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Fu—coit — ciu =0, (8)

onde introduzimos as médias
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Agora sim podemos substituir na Eq. (B) a expressdo de ¢
dada em (B) e isolar ¢y,

o
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onde aproveitamos para substituir ¢; de volta na Eq. (B) para
co (verifique). Assim, apds calcularmos as quatro médias da-
das em (O) e (), podemos obter diretamente de () os me-
lhores valores para as constantes ¢y € ¢; que minimizam o
erro quadratico (). Um bom teste para as expressdes dadas
em ([) € a obtencao do conhecido coeficiente angular de uma
reta determinado por dois pontos. Faca o Exercicio [.

Para completar este procedimento, precisamos determinar
o erro Acy associado a cada um dos parametros ¢; dados
em (). Estes erros sdo provenientes dos erros presentes nas
medidads de u; e f;. Uma possivel estimativa para os erros
propagados para ¢y e ¢ é dada pelo erro quadratico

d d
(Acp)? = Z( P Z( Guywy.

Isto € uma defini¢do que generaliza o uso de derivada para
a propagagdo de erros em uma fun¢do com apenas uma
variavel. Em alguns casos pode ser introduzida uma outra
forma, usando médulos ao invés de quadrados,

Ack_2|dck|Af, Z|dck|Au, (12)

Este € o erro absoluto. Trabalharemos com o erro quadratico.

Para simplificar um pouco, vamos considerar que os erros
Au; cometidos nas medidas da variavel independente 1 sejam
despreziveis, ou seja, muito menores que os erros Af; come-
tidos nas medidas da varidvel independente f (e esta é uma
situagdo comum em nossos experimentos). Além disto, va-
mos considerar também que as incertezas Af; sejam pratica-
mente iguais, Af; = Af. Isto é razodvel se as medidas f; estdo

numa mesma escala, ou seja, os valores f; possuem a mesma
ordem de grandeza. Uma estimativa muito usada para o erro
Af no presente caso (fun¢do linear com dois pardmetros) € o
erro quadratico médio

E
A =5 (13)

onde E; € o erro quadrético dado em (B), porém calculado com
os valores de ¢y e ¢ dados por (). Note que temos de usar
um ndmero grande de medidas, muito maior que a quantidade
de parametros sendo determinados, para que o erro (I3) seja
pequeno. Com estas duas consideragdes, Au; ~ 0 e Af; = Af,
o erro quadratico em ([) pode ser reescrito na forma

(14)

As derivadas em ([[d) podem ser calculadas facilmente. Pri-
meiro note que os denominadores (idénticos) em () nao de-
pendem de f;, portanto ficam de fora da derivada. Segundo, os
valores médios aparecendo nos numeradores em () depen-
dem de f; conforme indicado nas defini¢des () e (H). Sendo
assim, precisaremos das derivadas

df;
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dfi — df;

1 Uu;
= ﬁZujéijzﬁ. (16)
Note que introduzimos o simbolo

1 se
0ij = 0ji = {O se

denominado de “delta de Kronecker”
sultado da derivada

i=j,
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, para representar o re-

- 26,']'. (18)

Desta forma, podemos calcular as derivadas das constantes cg
e c, em relagdo a f;, a partir de () (verifique),
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Portanto, o erro quadratico definido em (I[d) parak = 1 ¢
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Repetindo este procedimento para ¢, (faga o Exercicio D), as
estimativas para os erros associados as constantes cg € ¢; sdo

Aco = Af, 22)

N2 - i2)

AC] = _; Af (23)
N@? - u?)

Tendo estabelecido as expressdes () que precisamos para
calcular os melhores valores das constantes ¢y € ¢; [que me-
lhor ajustam os dados experimentais a curva linear (II)] e seus
erros (2)—(I3), bem como o erro (3) associado a fungdo res-
posta, precisamos passar estas expressdes para uma lingua-
gem computacional (embora tudo isto e muito mais esteja im-
plementado em diversos ambientes computacionais).

Tudo que foi discutido nesta se¢do faz parte de Estatistica
e hd muitos livros textos que podem ser consultados para se
ter uma visdo mais ampla destas e outras ferramentas indis-
pensaveis a engenheiros, quimicos, fisicos e cientistas em ge-
ral. Em particular, a Ref. [ é um excelente texto e apresenta
uma abordagem um pouco diferente do que foi apresentado
aqui, ao fazer uso de matrizes para determinar os melhores
valores das constantes procuradas. O uso de matrizes facilita
a generalizacdo do método dos minimos quadrados a outros
tipos de fungdo resposta (além da linear).

Exercicio 1

Suponha que os dois pontos {(u1, f1), (42, f>)} sejam conheci-
dos (N = 2). Use () e mostre explicitamente que o coefi-
ciente angular ¢; dareta () é c; = (> — f1)/(uo — u;), como
esperado da geometria plana.

Exercicio 2
Repita o procedimento usado para obter Ac; dado na Eq. (I3)
para obter o erro Acy dado na Eq. (E£2).

Exercicio 3

Implemente o método do minimos quadrados (MMQ) em
computagdo algébrica e use seus programas para estudar os
casos em que haja necessidade do MMQ em suas atividades
de laboratorio.

II. VALOR MEDIO E DESVIO MEDIO QUADRATICO

Dado um conjunto de medidas A = {A1,A,--- Ay} con-
tendo N informagdes, o valor médio A destas medidas é defi-

nido por

1

N
A S A,’. 24
N2 (24)

1

O desvio médio quadritico o4 destas medidas € definido por

1 &
o= 4|0 ) (A-A)2 (25)
N—I;

Este desvio médio fornece uma medida quantitativa do grau
de dispersdo dos valores A; em torno do valor médio.

Para muitas quantidades, estes desvios médios quadraticos
obedecem uma distribui¢do gaussiana (normalizada) centrada
no valor médio,

1 1(A—A)2}
A) = —_—— 26
84) 2o eXp{ 2 o2 (26)

A variavel A, representando uma determinada quantidade, as-
sume valores reais em torno do valor médio A. A integral
desta distribuicdo num intervalo A € [A;, A;] fornece a pro-
babilidade que um determinado valor de A seja encontrado
dentro deste intervalo. Por isso, a distribuicdo gaussiana é
também conhecida como uma distribuicdo de probabilidades
e é muito importante em Estatistica, Engenharia, sistemas de
controle, etc.

Como exemplo, considere um péndulo balistico. Vamos ad-
mitir que medimos massas e o comprimento do péndulo de
formas acuradas. Também escolhemos M’ = 10M, onde M’ é
a massa do péndulo e M é a massa de um pequeno objeto que
fica alojado no péndulo apds uma colisdo. O comprimento
do péndulo é / = 1.20 m, o que nos dd uma frequéncia natural
wy = @ = 2.86rad/s. A Tabelal mostra os valores obtidos
para os deslocamentos horizontais s do péndulo e as respec-
tivas velocidades calculadas via V = (1/M, /M)wy s, onde V
¢ a velocidade do pequeno objeto antes da colisdo, bem como
os valores médios e respectivos desvios médios quadraticos.
Novamente podemos ver que o valor V = (3.77 + 0.11) m/s
concorda com os outros dois valores.

Tabela II. Valores para as cinco distancias (s) obtidas pelo péndulo
e respectivas velocidades horizontais (V = (1/M, /M)w, s) do objeto
antes do impacto. o representa o desvio médio quadrético.

1 2 3 4 5 média o

s (m) 0.120 0.115 0.118 0.124 0.122| 0.120 0.003

V()| 377 362 371 390 3.84 377  0.11

A Figura [l mostra que os valores para a velocidade V mos-
trados na Tabela [ satisfaz a distribui¢do gaussiana dada em
(™). Os pontos em vermelho (+) representam os cinco da-
dos da Tabela 0. Como exemplo, a probabilidade de encon-
tramos um valor de V no intervalo [3.66, 3.88] é de 68%. Esta



probabilidade aumenta rapidamente para intervalos mais lar-
gos. Eventualmente, esta probabilidade serd 100% se tomar-
mos todo o intervalo horizontal mostrado na Figura . Note
que a distribui¢io é maxima no valor médio V = 3.77 m/s.
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Figura 1. Distribuicdo de probabilidades gaussiana g(V) [veja a
Eq. (@)] para os valores da velocidade V conforme dados exibidos
na Tabela O. O valor médio é V = 3.77 m/s e o o desvio médio
quadrético € oy = 0.11 m/s.
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