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Capitulo 1
Gravitacao

Gravitacao é a parte da ciéncia que estuda
a atracao mutua entre corpos materiais. A
gravitagao como ciéncia iniciou-se com 0 mo-
delo heliocéntrico proposto por Copérnico em
1543. Suas idéias, extremamente revolucio-
narias para a época, influenciaram profunda-
mente Kepler, o qual, apés examinar um vo-
lume gigantesco de observacoes astronomicas
durante o periodo de 1609 a 1619, foi capaz
de descobrir as leis fundamentais do sistema
heliocéntrico, conhecidas hoje como leis de
Kepler. Detalhe importante, a idéia de atra-
cao mitua, isto é, da existéncia de uma forca
de atracao entre massas foi introduzida por
Newton, muito tempo depois.

Newton foi capaz de deduzir as leis de Ke-
pler em 1680 a partir de suas leis da meca-
nica, com base no conceito de for¢a como
causa de qualquer movimento. Ter associ-
ado o movimento de planetas a uma forca
foi um feito realmente impressionante para a
época dele. Segundo Newton, os planetas se-
guem em suas Orbitas estaveis em um espaco
imutével, descrito pela geometria Euclideana,
com um tempo absoluto, gracas a uma forca
de atracao agindo a distancia e instantane-
amente, a qual passou a ser conhecida por

forca gravitacional. Para haver esta forca,

corpos precisam ter massa (ou carga) gravi-
tacional, a qual se mostrou idéntica & massa
inercial aparecendo na segunda lei de New-
ton. Portanto, Newton foi o primeiro a explo-
rar quantitativamente este fato curioso sobre
a nossa natureza: a igualdade entre massa
inercial e massa gravitacional. Newton tam-
bém realizou muitos experimentos para ve-
rificar esta igualdade, tendo constatado sua
veracidade com uma precisao de uma parte
em dez. é ainda mais surpreendente que esta
mesma igualdade entre massa inercial e massa
gravitacional tenha também aberto as portas
para o advento da teoria da relatividade ge-
ral de Finstein em 1915, a qual corrige e re-
interpreta a teoria Newtoniana da gravitacao.

Na teoria da relatividade geral de Einstein,
o tempo nao é absoluto e nem o espaco ¢ imu-
tavel. Agora tempo e espaco se juntam para
formar um novo espaco: o espacotempo. Este
espacotempo nao é Euclideano, pois ele pode
ser curvado. Einstein conseguiu descrever in-
trinsicamente (sem termos que sair dele) as
propriedades geométricas deste espagotempo,
como curvatura e torcao, através de um con-
junto de equacoes diferenciais. Segundo Eins-
tein, a forma do espagotempo é ditada pela

presenca de matéria (e energia). Na ausén-
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cia de matéria, o espacotempo é plano, obe-
decendo a métrica de Minkowski da relativi-
dade especial, com um subespaco tridimenio-
nal idéntico ao espaco Euclideano usado por
Newton. Segundo Einstein, a for¢a Newtoni-
ana é o efeito de movimentarmos num espa-
cotempo curvado pela presenca do Sol e da
Terra, ou seja, que gravidade ¢ equivalente
a um movimento acelerado. Naturalmente,
muitos experimentos comprovam a existéncia
de um espacotempo curvo (nao-Euclideano)
bem como os resultados previstos pelas equa-
coes de Einstein.

Na Secao 1.1, veremos como um problema
de dois corpos, representando um sistema so-
lar formado pelo Sol e pela Terra, isolados
no universo, pode ser reduzido ao problema
Na Secao 1.2, estuda-

remos a energia potencial de Kepler, a qual

de um tnico corpo.

da origem & forca gravitacional Newtoniana.
Veremos na Secao 1.3 como as leis de Kepler
podem ser derivadas explicitamente da forca

gravitacional Newtoniana.

1.1 Um

corpos

sistema de dois

1.1.1 Centro de massa

Naturalmente, consideraremos aqui uma ver-
sao bastante simplificada do nosso sistema so-
lar: o Sol com massa m; = M e um planeta
apenas, a Terra, por exemplo, de massa my =
m, como indicado na Figura 1.1. Por como-
didade, consideraremos este sistema com iso-
lado no universo.

Este é um sistema de dois corpos, o

@]

Figura 1.1: Coordenadas de um sistema for-
mado por dois corpos m; e mq. O vetor R
indica a posi¢do do centro de massa (CM).

qual serd mantido isolado dos demais corpos.
Desta forma, teremos uma excelente oportu-
nidade de aplicar as leis de Newton a um sis-
tema, constituido por mais de um corpo. Su-
pondo que este sistema esteja isolado, entao
a forga resultante ﬁR = 133, onde 153 ¢ o0 mo-

mentum linear resultante, é nula,

(1.1)

FR:PR:m1F1+m2F2 = 0.

Portanto, de acordo com o Teorema da Con-
servacao do Momentum Linear, h4 conserva-

¢ao do vetor momentum linear total,

PR:m1F1+m2F2, PRZO (12)
Desta forma, de acordo com a primeira lei de
Newton, este sistema solar ou estd em mo-
No

entanto, os dois corpos que compoem este sis-

vimento uniforme ou estd em repouso.

tema estao interagindo através de uma forca
(gravitacional), como proposto pela primeira
vez por Newton em meados do Séc. XVIIL.
Isto significa que h4 movimento relativo en-
tre estes dois corpos, movimento este nao uni-

forme. Como podemos descrever este movi-



Capitulo 1. Gravitacao

1.1. Um sistema de dois corpos

mento relativo? Qual serd o melhor sistema
de coordenadas? Qual sera a melhor maneira
de encontrarmos as equagoes horérias destes
dois corpos? Por construcao, o sistema Sol-
Terra estd em movimento uniforme. Assim,
a primeira providéncia é eliminar esse movi-
mento uniforme. A forma mais eficiente de
fazermos isto ¢ introduzindo o vetor posicao

centro de massa F mostrado na Figura 1.1

Em geral, em um sistema contendo N cor-
pos discretos, o vetor posicao Centro de massa
(CM) R é definido por uma média ponderada
de todas as posicoes individuais 7; com as res-

pectivas massas m; atuando como pesos,

~ 1 N N
=1 =1

A Figura 1.1 mostra o vetor posicao centro
de Massa para um sistema de dois corpos.
Como veremos, este vetor posicao do centro
de massa tem um papel muito importante na
dindmica de um sistema de muitos corpos.
Vale ressaltar que, sendo o sistema formado
por uma distribuicao continua de massa, as
massa e somas em (1.3) devem ser trocadas,
respectivamente, por massas infinitesimais e

integrais na regiao contendo massa,

~ 1
R:—/dmf’, M:/dm, 1.4
M Jy % (14)

onde dm é uma quantidade infinitesimal de
massa ocupando o volume (ou area, ou com-
primento) infinitesimal dV' e 7 é o vetor po-
sicdo da massa dm. A integracao deve ser
feita sobre toda a regiao V' contendo massa
e p=dm/dV é a densidade de massa nesta

regiao. Calculos de centros de massa de dis-

tribui¢oes continuas sao exercicios excelentes

de cdlculo com muitas variaveis.

Os novos vetores posicoes u; = 7; — ﬁ, rela-
tivos ao centro de massa, como mostrados na
Figura 1.1, possuem uma propriedade interes-
sante. Inserindo as coordenadas relativas ao
centro de massa via r; = B+ i; na definicao
do centro de massa (1.3) (faca o Exercicio 3),

obtemos

N
i=1

Este resultado serd muito tutil logo adiante.
Este resultado simplesmente diz que o ve-
tor centro de massa em relacao ao centro de

massa (CM) ¢ nulo.

De volta ao nosso sistema inicial de dois
corpos: o sistema solar Sol-Terra (veja a Fi-
gura 1.1). Segundo a definigao (1.3), o centro

de massa do sistema Sol-Terra é

é = i(mlfl + TTQFQ),

i M =mi+ ms.

(1.6)
A posicao do centro de massa de um sistema

N

de dois corpos pertence a curva de menor
comprimento ligando estes dois corpos. Esta
curva ¢ denominada de geodésica. No caso de
um espago Euclideano, onde o nosso sistema
solar esta inserido, esta geodésica é uma reta.
A demonstracao deste resultado é um exerci-
cio muito interessante de Geometria Analitica
(faga o Exercicio 2). Contraste este resultado
com um espago formado por uma casca es-
férica, onde geodésicas sao arcos de circunfe-

réncias (as quais nao sao retas).
Suponha que as massas em (1.6) sejam

constantes. Entao podemos multiplicar o
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centro de massa pela massa total e derivar
o resultado no tempo,

MR = (m1F1 + mQT_"Q) = PR- (17)
Este resultado nos mostra que o nosso sistema
contendo dois corpos pode ser visto como um
tnico corpo de massa total M = mq + mo
colocado na posicao do centro de massa. Por
isto, quando estamos interessados no movi-
mento de um sistema de muito corpos como
um todo, a posicao centro de massa ¢ impor-
tante. Naturalmente, derivando a (1.7) mais
uma vez no tempo obtemos a segunda lei de
Newton

—

MR = (77117._}1 + mgﬁg) = ﬁR = ﬁR- (18)

Este resultado reforca a interpretacao onde
trocamos o sistema de muitos corpos por um
tnico corpo de massa M, igual & massa to-
tal do sistema, localizada na posicao do cen-
tro de massa, atuada pela forca resultante do
sistema. Independentemente do movimento
relativo dos corpos que compoem o sistema,
o movimento do sistema como um todo pode
ser descrito como o movimento de um tnico
Este

resultado vale para um sistema com um ni-

corpo localizado no centro de massa.
mero arbitrario de componentes. Esta re-
interpretacao em termos de um tnico corpo
de massa total é Util para visualizarmos o mo-
vimento do centro de massa do sistema de
muitos corpos, sem nos precupar com o mo-

vimento de seus constituintes.

1.1.2 Energia cinética

Como o nosso sistema solar Sol-Terra esté iso-
lado, portanto o seu centro de massa esta em
movimento uniforme, vamos procurar uma
maneira de visualizar o movimento interno
de seus constituintes. Para isto, mudaremos
a origem do nosso referencial inercial para a
posicao do centro de massa, onde as posicoes
do Sol e da Terra sao dadas pelos novos veto-
res posicoes i e i, respectivamente (veja a
Figura 1.1). Este movimento interno pode ser
muito bem compreendido analisando a ener-
gia cinética deste sistema. A energia cinética
total de um sistema de N corpos (sem rota-
¢oes) é a soma individual das energias cinéti-

cas de cada corpo,

N 1 -
Tzzémiymu .
=1

Introduzindo as coordenadas u; relativas ao

(1.9)

centro de massa, definidas na Figura 1.1, r; =
R + ii;, a energia cinética (1.9) pode ser re-

escrita como
A 1
7= smllB+ il = MR
i=1

N N
1 502 iR =
+§;miy|ui|| + (;mu) - R. (1.10)

Como podemos ver, o 1iltimo termo na ener-
gia cinética (1.10) contém a derivada de (1.5),

,

a qual, consequentemente, ¢ nula também.
Portanto, a energia cinética total (1.10) pode

ser escrita como

N
1 2, 1 .
T:§M||R||2+§§ ml|a]|?. (1.11)
=1
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Este resultado nos ensina que a energia ciné-
tica total é a soma de duas parcelas: uma par-
cela é devido ao movimento do sistema como
um todo, ou seja, de uma massa M na posi¢ao
do centro de massa com velocidade K. A ou-
tra parcela é a energia cinética do movimento
relativo (ao centro de massa) dos corpos que
constituem o sistema. Em outras palavras, ha
claramente dois movimento neste sistema que
Isto

nos permite concentrar nossa atengao em um

podem ser separados completamente.

deles, por exemplo, no movimento relativo ao

centro de massa.

Para o nosso sistema de dois corpos,
usando (1.11), a energia cinética do movi-

mento relativo ao centro de massa é

1 ., 1 .
E. = st ]]* + 57"2”“2“2-

5 (1.12)

E extremamente interessante re-escrever esta
energia cinética em termos do vetor posi¢ao
7 = Uy — i (veja a Figura 1.1). Usando o
resultado (1.5) com N =

Exercicio 4)

2, temos (faca o

@) = —% 7 iy = %F (1.13)

onde M = Vale

observar que este resultado somente é vélido

my + me € a massa total.

para um sistema de dois corpos. Substituindo
estes resultados na energia cinética (1.12), ob-
temos (faga o Exercicio 5)

mime

1 .
pllrl)?, =

E =~ R
2 mi + Mo

(1.14)

Note que a constante p tem a dimensao de

massa. Ila é denominada de massa reduzida

do sistema de dois corpos,

1 1 1
2 my Mgy

(1.15)

Esta massa reduzida p nos permite rein-
terpretar a energia cinética (1.14), do movi-
mento relativo, como sendo a energia cinética
de um dnico corpo de massa reduzida u, lo-
calizada pelo vetor posicao 7, cuja taxa de
variacao no tempo nos dé a velocidade v = 7
Portanto, conseguimos um feito extraordina-
rio: nés reduzimos um problema de dois cor-
pos a um problema de um tnico corpo. En-
tretanto, esta redugao é possivel apenas em
um sistema de dois corpos.

Importante: devemos tomar o cuidado de
nao colocar a origem do sistema de coorde-
nadas inercial em uma das massas, pois elas
estao em movimento, o qual pode ser acele-
rado. Nao devemos esquecer que a segunda lei
de Newton é valida somente em referenciais
inerciais. Como veremos, é importante que
esta reducao seja compativel também com a

energia potencial deste sistema.

1.1.3 Forcas e torques

Note também que, estando o sistema de dois
corpos isolado, entao a forca resultante em
(1.8) deve ser nula, F = 0. Isto significa que
as forcas internas ﬁl = ml?l e FQ = mgﬁg
agindo neste sistema precisam obedecer a ter-
ceira lei de Newton, ﬁl = —FE. Portanto, a
forca gravitacional proposta por Newton, a
qual é atrativa, deve agir ao longo da reta
que passa pelas massas my e mo.

E interessante observar como fica a segunda,

lei para um dos corpos, digamos para o corpo
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de massa my = m (Terra), Fy = mary,
quando reescrita em termos do vetor 7 =
79 — 1. Para isto, devemos usar as relacoes

(veja a Figura 1.1)

— —

7?:7“2—7’1, MR:m1F1+m2f’2

(1.16)

para expressar os vetores posicao de cada
um dos corpos em termos do vetor centro de

massa R e do vetor relativo 7,

- 5 M2,
rn=R——T,

7 =R+ —7 (117

my
M

onde M = mj + my é a massa total. Assim,

(1.18)
onde usamos o fato do centro de massa nao
possuir aceleracao, E = 0. Como veremos, a
proposta newtoniana para B dependera do
vetor relativo 7 e das massas m; e my (cargas
gravitacionais). Portanto, vemos em (1.18)
uma alteracao apenas na intensidade da carga

inercial (massa), pois p < mo.

Vamos calcular o torque resultante destas

duas forcas internas:

FlXFl‘I"FQXFQ:(FQ_Fl)XFQ

x Fy=0, (1.19)

=

pois a forca F5 é anti-paralela ao vetor 7. As-
sim, o0 momentum angular total ¢ uma quan-

tidade conservada,

- -

Ly + Ly =7 X Dy + 75 X P
= Rx (MR)+7xp, (1.20)

onde usamos p'= p 7. O primeiro termo apos

a ultima igualdade em (1.20) é 0 momentum
angular do centro de massa, o qual é inde-
pendente do tempo por nao haver uma forca
externa atuando no centro de massa (e, con-
sequentemente, um torque externo). Entao o
tltimo termo em (1.20) é também uma quan-
tidade conservada,

7=

L=FXp=urxu, (1.21)

1.2 Forga gravitacional

1.2.1 Proposta newtoniana

Newton propos uma forga atrativa entre cor-
pos materiais que pudesse explicar as leis de

Kepler:

1. A 6rbita de um planeta é uma elipse com

0 Sol em um de seus focos.

2. A area formada pela trajetoria, pela reta
que une os centros de massa do Sol e
do planeta e uma reta fixa de referén-
cia (geralmente a reta contendo o semi-
eixo maior da trajetoria) é constante no

tempo.

3. A razao entre o cubo da distancia mé-
dia a (a ser definida) do planeta até o
Sol e o quadrado do periodo orbital 7 é
uma constante para todos os planetas,

a® /1% = cte.

A primeira lei de Kepler estabelece que a
trajetoria ¢ uma curva espacial plana, sem
torcao, fechada, dada por uma elipse, a qual
¢ uma secao conica muito bem conhecida. A

segunda estabelece que um planeta deve ter
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uma velocidade tangencial maior quando es-
tiver mais proximo do Sol. Estas duas leis
dificilmente dao qualquer pista para Newton
estabelecer a forma que deve ter a sua forca
gravitacional. No entanto, a terceira lei pa-

rece ser atil neste sentido.

Suponha que uma érbita circular (um caso
extremo de uma elipse) de raio a (igual a dis-
tancia média), com o Sol de massa M no
centro (aqui M nado ¢ a massa total). Seja
v o moédulo da velocidade tangencial do pla-
neta de massa m nesta orbita circular. Entao
o periodo 7 desta 6rbita (movimento circu-
lar uniforme) é 7 = 27wa/v (comprimento da
trajetoria circular pela velocidade uniforme).
Num movimento circular de raio a, o médulo
da aceleragao (centripeta) é v?/a, onde v é o
modulo da velocidade tangencial. Esta acele-
racao multiplicada pela massa m do planeta
deve ser igual ao modulo da forca (gravitaci-
onal) agindo sobre ela (segunda lei de New-
ton). Apos algumas tentativas, Newton pode
supor uma forga gravitacional cujo modulo
& MGm/a?, isto para que a velocidade tan-
gencial possa ser escrita como v = \/W/a,
Substi-

tuindo esta velocidade na expressao do pe-

onde G é uma constante universal.

riodo, 7 = 27ma/v, obtemos a terceira lei de
Kepler, 72/a® = 4n*MG. Tsto significa que
a forca gravitacional atrativa procurada por
Newton deve ter as seguintes caracteristicas:
(1) ser proporcional ao produto entre as duas
massas; (2) ser inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre as massas; e (3)
estar ao longo da reta que passa pelas duas
massas. Colocando a origem de um sistema

de coordenadas inercial na posicdo do Sol,

massa M, entao as caracteristicas acima po-

dem ser re-escritas na forma

F=-K5=-K- K=DMGm, (122
T

onde 7 é o vetor posicao do planeta de massa
ms = m (massa teste) em relagdo a posi¢ao
do corpo de massa m; = M (fonte), conforme
ilustrado na Figura 1.1, e G uma constante
(universal), G = 6.673 x 107! N-m? /kg?.

Importante: naturalmente, considerando
dois corpos como a Terra (m = 5,972 x
10%* kg) e o Sol (M = 1,989 x 10% kg),
onde a massa do Sol é cerca de 300 mil vezes
maior que a massa da Terra, podemos supor
que o Sol seja um referencial inercial. No en-
tanto, manteremos em mente que a origem do
nosso sistema de coordenadas (inercial) nao
estd em nenhum destes dois corpos, mas no
centro de massa (CM), conforme ilustrado na
Figura 1.1.

A for¢a gravitacional (1.22) agindo na
massa m (Terra) é conservativa? A resposta
depende do trabalho associado a esta forca
ser independente da trajetéria ou nao. En-
tao, vamos calcular o trabalho que um agente
externo deve realizar para levar a massa m
desde uma distancia muito grande (tomando
o devido cuidado para manter m sempre longe
de outros corpos além de M) até uma distan-
cia r de M. Usando a definicao de trabalho,

este trabalho é

AW:/ F.ds, (1.23)

(o]
onde ds é o deslocamento infinitesimal so-
bre uma determinada trajetoria. Como a

forca gravitacional (1.22) é radial, isto é,
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F = F,(r)?, com r sendo uma das coorde-
nadas esféricas, podemos escrever o desloca-
mento infinitesimal ds como ds = drr + dﬁ,
onde d(} & perpendicular ao deslocamento in-
finitesimal dr’ = dr 7 na direcao radial. Desta

forma,
F-ds= (F.7) - (dri+ dQ) = F.dr, (1.24)

pois 7 - dQ = 0 por serem perpendiculares.
Assim, o trabalho (1.23) pode ser reescrito

como

AW:/ﬁmE—l/%:Eﬂma
00 o T T

para uma trajetoria qualquer. Note que a in-
tegral na segunda igualdade desta expressao
nao depende mais da orientacao dos vetores
forca e posicao, mas somente da distancia r
até a massa M. Portanto, a forca gravitacio-
nal (1.22) é conservativa. Isto implica que ha
uma funcao energia potencial neste sistema
solar. Esta energia potencial, segundo a sua
defini¢do, ¢ menos o trabalho realizado (1.25),

K K
V=__=_

r N ER T

onde x, y e z sao as coordenadas do vetor

(1.26)

posicao 7 da massa m e K = MGm. Por
razoes historicas, esta energia potencial é co-
nhecida como a “energia potencial de Kepler”,
embora Kepler nao a tenha sugerido direta-
mente. Naturalmente, a forca gravitacional
(1.22) pode ser obtida desta energia potencial
via o operador gradiente (Faga o Exercicio 1).

A energia potencial de Kepler (1.26) tem
uma caracteristica muito especial. Embora

ela seja uma funcao de trés variaveis (em

coordenadas Cartesianas), podemos visuali-
zar suas curvas de niveis V = cte < 0, as
quais sdo superficies esféricas de raio K/|V].
Isto significa que a energia potencial de Ke-
pler tem o mesmo valor sobre uma casca es-
férica. Uma energia potencial com esta ca-
racteristica é dita possuir uma simetria esfé-
rica. Por isso, quando expressa em coordena-
das esféricas, a energia potencial de Kepler se
apresenta na sua forma mais simples possivel,
como pode ser vista na primeira igualdade em
(1.26). Uma energia potencial com simetria
esférica também ¢é denominada de energia po-
tencial central, ou seja, é uma energia poten-
cial que depende apenas do médulo do vetor
posicao do objeto sob sua acao. Qualquer sis-
tema com uma energia potencial com simetria
esférica ¢ melhor descrito em coordenadas es-

féricas.

1.2.2 Forca central

A forga gravitacional (1.22) proposta por
Newton é um caso particular de uma “forca
central”,

E. = F,(r)?, (1.27)

a qual é radial e sua componente radial
(inica) depende apenas da coordenada radial
r (do sistema esférico de coordenadas). As-
sim, uma forca central terd o mesmo moédulo
em qualquer lugar em uma casca esférica de
raio r. Por isto uma forca central possui si-
metria esférica.

Uma for¢a central produz um torque nulo
(em relacdo a origem):

L=FxF.=F(@r)fx?=0  (1.28)
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Portanto, o momentum angular ¢ conservado
(inteiramente). Isto implica em uma trajeto-
ria plana. O vetor momentum angular resulta
do produto vetorial entre os vetores posicao
e momentum linear (E = 7’ X p), portanto ele
¢ perpendicular ao vetor velocidade, o qual
¢ tangente a trajetoria. Como a direcao do
vetor momentum angular nao pode mudar, a
trajetoria deve permanecer sempre no plano

perpendicular ao vetor momentum angular.

Como a trajetoria criada por uma forca
central é plana, podemos usar o sistema po-
lar de coordenadas (r,) para descrevé-la.
Usando a mesma notacao das notas de au-
las auxiliares, Sistemas de Coordenadas, Se-

¢ao I1.1, temos (veja a Figura 1), temos:

F=ré, (1.29)
T=7="1¢é +ré, (1.30)
a=10=(F—r0%) e, + (rf +2/0) ¢y (1.31)
e

~

é. =0éy, ¢é9g=—0¢é,, (1.32)
onde é, = 7 é o versor da direcao radial e
¢9 = 0 é o versor da direcao tangencial. Sendo
o sistema polar de coordenadas um sistema
ortonormal de coordenadas, temos é, - ¢y = 0
and é, xég = k. Resta apenas escrever o vetor
momentum angular em coordenadas polares,
L=7xp=mr*0k. (1.33)

Uma forga central leva também a con-
servacao da energia mecanica. Para pro-
var isto, devemos provar que o trabalho da
forca central numa trajetoria fechada é nulo.

Como o deslocamento infinitesimal pode ser

escrito como drf = U'dt, entdo de (1.30), te-
mos dr = dré, + rdféy e, portanto, E. -
dr = F,(r)dr, cuja integral numa trajetoria
fechada é nula (por ter limites de integra-
¢ao iguais). Este mesmo procedimento pode
ser aplicado usando as coordenadas esféricas
(tridimensionais). Consequentemente, toda
forca central é derivada de uma energia po-
tencial V,
- d

F.=-VV, = ——V,(r)f.

- (1.34)

A conservacao do momentum angular leva
a outra propriedade interessante, além da tor-
¢ao nula (trajetoria plana), porém inespe-
rada: a taxa de variacao temporal da area
varrida pelo vetor posigdo é constante (se-
gunda lei de Kepler). A érea varrida pelo ve-
tor posicao, conforme ilustrado na Figura 1.2,
¢ a metade da area do paralelogramo formado
pelos vetores posicao 7 e seu deslocamento in-
finitesimal dr = v dt . Entao, da propriedade

geométrica do produto vetorial,

2dA = ||F x dr]| = ||F x v||dt, (1.35)
a qual pode ser reescrita como
dA 1 L
—=—||Ir = — 1.
= lxdll=5 (136)

onde p'= mv é o momentum linear e L é o
modulo do momentum angular L=7x P, 0
qual é constante neste sistema. Desta forma,
a taxa de variacao da area varrida pelo vetor
posicao é constante. Esta é a expressao ma-
tematica da segunda lei de Kepler. Observe
como ela é obtida elegantemente usando pro-

priedades do produto vetorial e da primeira
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taxa de variagao do vetor posicao.

o dA

Figura 1.2: Area dA varrida pelo vetor posi-
cao T.

1.3 Trajetorias

1.3.1 Sistema reduzido

Vamos considerar aqui o sistema de corpos re-
duzido a um corpo. Isto significa que iremos
ignorar todos os termos dependentes do ve-
tor posicao do centro de massa em qualquer
quantidade de interesse. Vale ressaltar que
continuamos no referencial inercial O mos-
trado na Figura 1.1.

A segunda lei de Newton. Como a forga gra-
vitacional proposta pelo Newton é uma forca
central, entao a segunda lei de Newton para

o sistema reduzido é

— KA — AN
sz——QT’:p:,u )
r
m
K= MG =—" (137
m?lLL M—i_m’ ( )

conforme discutido na Secao 1.1.3. A deri-
vada segunda 7 em coordenadas polares esta
dada em (1.31).

Momentum angular. Conforme discutido na

Secdo 1.1.3 (e também na Segao 1.2.2), o mo-

mentum angular do sistema reduzido,

L=7Fxp=puixr=pnur?dk, (1.38)

¢ uma quantidade conservada.

Energia mecdnica. A energia mecanica dos

sistema reduzido,

(1.39)

¢ uma quantidade conservada, conforme po-
demos verificar diretamente tomando a deri-

vada temporal e usando a segunda lei.

A segunda lei de Kepler. Como a Secao 1.2.2
considera uma forca central arbitraria, a de-
vida adaptacao para o nosso sistema reduzido

nos da a segunda lei de Kepler na forma,

dA L
—_— = — 1.40
onde dA é a area varrida pelo vetor 7 no in-

tervalo de tempo dt.

1.3.2 Energia mecanica + mo-

mentum angular

H& mais quantidades conservadas neste pro-
blema, além da energia mecanica? Havendo
mais quantidades conservadas, talvez haja
mais simplificagoes. Afinal, temos uma ener-
gia potencial com simetria esférica, a qual
produz uma forca na direcao radial, isto é,
na direcao do versor 7 na Figura 1.1. De fato,
dado estas condigoes, podemos mostrar que o

vetor momentum angular

L=7xp, p=ur,

10
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¢ também uma quantidade conservada, ou
seja, independente do tempo (faca o Exerci-
cio 6).

Ter encontrado esta outra quantidade con-
servada é uma dadiva! De imediato, vemos
que o movimento do nosso sistema solar deve
ocorrer em um plano, pois Lé perpendicular
a 7 e p, segundo a definicao (1.41) e a de-
finicdo de produto vetorial. Entao podemos
levar a trajetéria para o plano XY e, conse-
quentemente, o momento angular para o eixo
Z. Em termos operacionais, isto significa que
as coordenadas esféricas se reduzem a coor-
denadas polares (r,6). Esta redugao ao sis-
tema de coordenadas polares facilita bastante
nosso trabalho. Por exemplo, da conservacao
do momentum angular (1.41) obtemos (Faca

o Exercicio 7)

L=ur?d|, L=0, (1.42)
a qual pode ser usada para expressar o mo-
dulo da velocidade angular 6 em funcdo da
distancia radial e do modulo (constante) do

vetor momentum angular.

O modulo do vetor velocidade pode ser es-
crito numa forma simples em coordenadas po-

lares (Exercicio 7),

2

=+ 5
u2r

v? = ||F]? = 7% 4 r26? (1.43)
onde usamos a Eq. (1.42) na dltima igual-
dade. Note que a conservacao do momentum
angular nos permite eliminar a velocidade an-
gular da energia cinética, a qual contém agora
apenas um termo cinético (a velocidade ra-

dial, a qual indica a rapidez com que a Terra

se aproxima ou se afasta do Sol).

Desta forma, a energia mecanica sera

1 I?1 K

E = - i Lo 2

SHT +U(r), U(r) T
(1.44)

Note que esta expressao pode ser interpre-
tada como a energia cinética de uma massa
(reduzida) u, com velocidade (escalar) 7, su-
jeita a uma energia potencial efetiva U (veja
a Figura 1.3). Sera a anéalise desta energia
potencial que ira nos revelar as possiveis tra-

jetorias do nosso sistema original (Terra-Sol).

—_———— e — e —

Figura 1.3: Energia potencial efetiva U(r)
para o problema de dois corpos reduzido ao
problema de um corpo na presenca da ener-
gia potencial de Kepler. Os pontos de retorno
(E=U)saor-=rmr ery =rs.

Suponha que a energia mecanica tenha o
valor dado na Figura 1.3 (linha horizontal E).
Quando a energia mecanica se iguala a ener-
gia potencial efetiva, £ = U, temos as duas
posicoes denotadas por ri, denominadas de
pontos de retorno (T: =7y ery = rgna

Figura 1.3). Nestas posi¢oes, a energia ciné-

11
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tica T' = E — U deve ser nula, o que implica
7 = 0, ou seja, a trajetoria nao muda na di-
recao radial. Como r_ < r,, entao r_ serd a
distancia minima entre a Terra e o Sol (pe-
ri¢lio) e ry serd a distancia maxima (afélio).
Ao atingir a distancia maxima, o objeto pre-
cisa se aproximar da origem novamente. Por-
tanto, a trajetoria gerada para aquele valor
da energia mecanica deve ser uma curva fe-
chada.

exatamente qual curva é esta, apenas afirmar

Até o momento nao podemos dizer

que é uma curva fechada. Seguindo o mesmo
raciocinio, mostre que se a energia mecanica
tiver o mesmo valor da energia potencial efe-
tiva em seu ponto de minimo, a curva sera
uma circunferéncia (calcule o valor do raio
em funcao dos demais parametros constan-
tes). Mostre também que a trajetoria seré
uma curva aberta (contendo apenas um ponto
de retorno) para uma energia mecanica posi-

tiva.

A outra opcao é usar (1.42) novamente
para eliminar o parametro tempo em (1.44),
pois de (1.42) temos dt = ur?|df|/L. Assim,

(1.44) pode ser re-escrita como (Exercicio 8)

L2 [dr\?>
onde I’y K
Ulr)= —— — — 1.46
() 2ur? o’ ( )

é a nova energia potencial (ou a energia po-
tencial efetiva). Esta forma é adequada para
determinarmos a equacao da trajetoria dire-
tamente, 7 = r(f), sem a necessidade do pa-
rametro tempo. Lembre-se que a trajetoria

do nosso sistema ¢ uma curva no plano XY

cujos os pontos sao os valores das coordena-
das (r,0).

Agora estamos em posicao de determinar-
mos as famosas trés leis de Kepler para o mo-
vimento planetirio. Note que podemos fazer
isto. Entao vamos fazé-lo porque podemos.
Primeiro a primeira lei, a qual diz respeito a
forma da trajetoria. Interessados na trajeto-
ria, entao ¢ melhor usarmos a energia meca-
nica na forma (1.45). Note que as varidveis r

e 0 podem ser isoladas em (1.45),

dr
df =
2uE 2uk
2 7,4+_L%703—7"2
dr
= ) (1.47)
QWE | 2uk ._ _
r2 _52 —i—%r I p—2

Esta integral do lado direito pode ser co-
locada numa forma canonica, isto é, numa
forma em que ela possa ser encontrada em
uma tabela de integrais, efetuando a trans-
formagao xy = 1/r. Com esta transformagao,
a expressao (1.47) pode ser colocada na se-

guinte forma (faca o Exercicio 9):

d
0 — 0, = —/ X
Va+Bx+vx?
e 1 COS_I (_M)
V= VB2 —4avy)’
(1.48)
com
2uk 2uK
o = L2 s /8 = ?, = —]_ (149)

Desta forma, invertendo o arco cosseno em
(1.48) e fazendo algumas manipulagoes algé-
bricas para eliminar as constantes «, 3 e 7,

temos a equagao da trajetoria (faca o Exerci-

12
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cio 10):
1
- =C[1+ecos(d —bp)], (1.50)
,
com
1724 / E ukK?
C:F, e = 1+2?,€I L2.
(1.51)

Esta ¢ a equagao de uma conica com um dos
focos na origem. Isto significa que o nosso
vetor posicao tem sua origem em um dos fo-
cos, ou seja, que o0 nosso sol estd em um dos
focos. Note que a constante € em (1.50) tem
dimensoes de energia e serve como uma “uni-
dade” de energia para o nosso sistema solar.
A constante e é a excentricidade da secao co-
nica. Dependente do valor da excentricidade
e, a se¢ao conica (1.50) pode ser classificada

em quatro trajetorias:

e>1 = E>Q0, hiperbole,
e=1 = E=0, parabola,
e<l = E<O, elipse,

e=0 = FE=—¢, circunferéncia.

(1.52)
Note que a energia mecanica precisa ser ne-
gativa para haver trajetorias fechadas, pois
neste caso havera dois pontos de retorno para
a coordenada r, conforme indicado na Fi-
gura 1.3. FEstes pontos de retorno signifi-
cam que a trajetoria correspondente serd fe-
chada. Pontos de retorno diferentes (iguais)
implicam em uma trajetoria eliptica (circu-
lar). é comum nos referirmos a este sistema
com energias negativas como um sistema li-

gado.

A Figura 1.3 mostra a energia potencial

efetiva U(r), definida em (1.44), ¢ uma ener-
gia mecanica negativa. Nos pontos de re-
torno, devemos ter » = 0. Portanto, substi-
tuindo 7 = 0 em (1.44) e resolvendo a equacao

do segundo grau resultante em r, obtemos

K
ry = ——(1:i:€>

o7 (1.53)

Estes valores correspondem aos pontos de re-
torno em uma elipse (E < 0): r_ ¢ a menor
distancia da Terra ao Sol (periélio) e ry ¢ a
maior distancia da Terra ao Sol (afélio). O
semi-eixo maior de uma elipse é

re+r_ K

=0T = 1.54
a 5 Vo (1.54)

ou

ry =a(l+e). (1.55)

Note que, em t = 0, temos 6(0) = 0y. Substi-
tuindo esta informacao na equacao da traje-
toria (1.50), teremos r(0) = ro = 1/C(1 +e).
Esta tltima condicao inicial também pode
ser escrita como ry = r_, ou seja, escolhe-
mos o periélio como posicao inicial (Exerci-
cio 11).

bitas de nossos planetas sao elipses.

Entao Kepler tinha razao, as o6r-
Ge-
ralmente, encontramos na literatura espe-
cializada (veja www.solarviews.com ou ns-
sdc.gsfe.nasa.gov/planetary /factsheet) infor-
magoes contendo o valor da excentricidade e,
do semi-eixo maior a e da massa m de cada
planeta do sistema solar. Conhecendo tam-
bém a massa do Sol, M = 1.989 x 10%° kg,
e a constante universal da gravitagao, G =
6.6726 x 107'' Nm/kg?, entdo os valores da
energia mecanica F e do momentum angu-

lar L podem ser determinados. é importante

13


http://www.solarviews.com
http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/
http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/

1.3. Trajetorias

Capitulo 1. Gravitacao

manter em mente que o semi-eixo maior da
orbita da Terra é usado como unidade de dis-

tancia astrondmica, 1 UA—a = 1.496 x 10! m.

Vimos em exemplos anteriores que a con-
servacao da energia pode servir tanto para
calcularmos equacoes horarias quanto para
calcularmos periodos. A situacdo aqui nao
é diferente. Podemos usar a energia meca-
nica na forma (1.44) para determinarmos o
periodo de orbitas elipticas. Isolando as va-
riaveis r e t em (1.44) e integrando indepen-

dentemente os dois lados, temos (faca o Exer-

cicio 11)
po K /T dr
2 ) B
B \/I " rdr
- V2K ), —5r2 41— 2a(l — 62)‘
(1.56)

Note que estamos usando ty = 0 e r(0) =
ro = r_. Introduzindo uma nova variavel 1,
provavelmente inspirada pela relagao (1.55),

r=a(l —ecosy), (1.57)

a integral (1.56) pode ser re-escrita na forma

(faga o Exercicio 12)

pad (4
— P - d
t /0 (1 —ecost))dy
= \//%?)(w—esinw).

Obtivemos assim uma equacao horaria para

(1.58)

a variavel intermediéria 1),

wot = (Y —esiny), wo = ”%. (1.59)

No entanto, ela é uma equacao transcenden-
tal para 1, ou seja, é impossivel isolar (an-
liticamente) ¢ em (1.59). Apesar disto, ela
é util para calcularmos o periodo. Podemos
ver, comparando (1.55) e (1.57), que ¢p = 7
quando estamos no afélio (r =r.) e =0
quando estamos no periélio (r = r_). O pe-
riodo 7 ¢ o tempo de uma volta completa, ou
seja, devemos variar o angulo v desde ¥ = 0
até 1 = 2w, Assim, wyT = 27, de onde pode-
mos obter

2
47 3

a’. (1.60)

42

K (M +m)G

Novamente Kepler tinha razao: o quadrado
do periodo é realmente proporcional ao cubo
do semi-eixo maior da oOrbita eliptica. No en-
tanto, devemos observar que a constante de
proporcionalidade depende também da massa
de cada planeta. No nosso sistema solar, a
massa do sol (M) é muito maior que a massa
de quase todos os planetas (m). A unica ex-
cecao é Jupiter, com uma massa de 0.1 %
da massa do Sol. Entao é razoavel usarmos

M+m=~ M.

1.3.3 Segunda lei + momentum

angular

Devido & conservacao do momentum angu-
lar, o movimento relativo no sistema Terra-
Sol ocorre num plano. Neste plano, os veto-

res posi¢ao, velocidade e aceleracao sao (veja

14
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Apéndices):
F=ré, (1.61)
T=7=1ré +r6é, (1.62)

T
U= (i —r0%) é, + (r0 + 2i0) é5, (1.63)

ST
I

onde é, e ég sdo os versores (ortogonais) nas
direcoes radial e tangencial, respectivamente.
Assim, de acordo com (1.37), a segunda lei
de Newton fornece duas equagoes diferenciais

ordinarias (EDO) de segunda ordem:

0 =76 + 276, (1.64)
K .. ;
2= u(it — r6?). (1.65)

A primeira destas EDOs é equivalente & con-

servacao do modulo do momentum nagular,

pois
. .o1d ..
0 +2r0 = ——(r*0) = 0 1.66
4210 =~ (%) =0, (166)
conforme podemos ver em (1.38).
A segunda EDO,
. K1
F—rf?+ ——= =0 1.67
P —rh° + o , (1.67)
nos permite encontrar a trajetoéria. Esta

EDO pode ser simplificada com a ajuda da
conservacao do momentum angular na forma

(1.38),

L?1
_Fr_?’

. K1
7 —— =0 (1.68)
W

O procedimento de resol¢ao desta EDO en-
volve dois passos importantes: uma mudanca

na variavel dependente r e a eliminacao do

tempo t. A mudanga de varidvel é
: (VA i 203
F=—— =+ . (1.69)

1
u=-
r’ u3

w2
O parametro tempo pode ser eliminado em 7
usando novamente a conserva¢ao do momen-
tum angular na forma (1.38),

U Ldu

r=—=———

E (1.70)

A dltima igualdade nesta expressao nos per-
mite reescrever ¢ numa forma dependente de
ueo,
. L ,du
U= —u"—

o do’

a qual é necessiria para eliminar o tempo

(1.71)

em 7. Usando mais uma vez a conservagao
do momentum angular (1.38), conjuntamente

com a mudanga de variavel (1.69), temos

i Ldi _ 207 (du ?
B o2 de
d2

et

e (172)

Este termo sera adicionado ao segundo termo
de 7 em (1.69),

202 207 [du\’
—=—ul—=] , 1.73
u? I ¢ (d&) ( )
para obtermos
L? ,d*u

Desta forma, a EDO (1.68) pode ser reescrita

como a EDO de um oscilador harmonico (a
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menos de uma constante aditiva),

d*u Ku

cuja solucao é imediata,
Kp
u(f) = Acos( + @) + 570 (1.76)

onde A e ¢ sao constantes arbitrarias, as
quais devem ser determinadas pelas condi-
¢oes iniciais. Como o periélio (ponto mais
proximo, r = rg) é um extremo de r(t), en-
tao, de (1.70) e (1.76),

du

To
(1.77)
A constante A pode ser determinada também

T‘,

ro

no periélio,

1 K
ul@) = — = A+ =L

To L27

(1.78)

0 que nos permite reescrever a (1.76) na forma

Kp

u(f) = Tz [1+ ecos(f+ ¢)]. (1.79)
Assim, a trajetoria
L? 1
() (1.80)

- Kul+ecos(d+ )

serd uma secao conica, com e representando

a excentricidade,

LQ
= — 1. 1.81
Kpurg ( )

(&

Observagao 1: a excentricidade em (1.81)
¢ a mesma que aparece em (1.51). Para mos-

trar isto, escreva a energia mecanica (1.39) no

periélio (7 = 0),

112 K
E=-—" =

= 1.82
2urd g (182)

Esta ¢ uma equacao de grau dois para ry,

2 B Ly (1.83)
Calcule o valor positivo de rg,
K K\> L2
= —— — : 1.84
"o 2L+\/(2E) T U8
Agora mostre que
L? 2E L2
= —1=4/1 . 1.85
‘ Kurg * K2 (1.85)

1.3.4 Segunda lei 4+ energia me-
cinica + momentum an-

gular 4 excentricidade

Vimos anteriormente que uma forca central
num sistema de dois corpos nos leva a um
sistema reduzido a um corpo de massa redu-
zida p, & conservacao do momentum angular
e da energia mecanica. Estas quantidades es-
tao descritas na Secao 1.3.1, bem como a se-
gunda lei de Newton para a forca gravitacio-
nal. Para este tipo especifico de forca central,
que varia com o inverso do quadrado da dis-
tancia radial, o produto vetorial seguinte fica

independente da coordenada radial:

e

ixL=K0kxi=K00=K#¢# (1.86)
onde @ = 7 é o vetor aceleracao. Devido a

conservagao do momentum angular, o lado es-
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querdo desta equagao também pode ser rees-
crito como uma derivada total, o que nos pos-

sibilita encontrar uma nova quantidade con-

servada,
d(*xi KA>—O (1.87)
p U ) = )
Vamos chama-la de “excentricidade” e

denoté-la por Ké. Assim, da Eq. (1.87),

temos
K (f+&=0xL. (1.88)
A projecao sobre a direcao radial,
~ 2
K (r+recosf)=7-0vx L=—, (1.89)
1
nos da uma secao conica,
L? 1
)= ———. 1.90
r(®) Kupl+ecosf (1.90)

Note que encontramos facilmente a equacgao
da trajetoria em coordenadas polares como
uma consequéncia direta da conservacao do

vetor excentricidade,

S~

X
K

<y

(1.91)

oy
Il

No entanto, precisaremos um pouco mais
de trabalho para provar a ultima igualdade
em (1.91), bem como determinar o moédulo
e = ||€]| do vetor excentricidade. Vamos ini-
ciar escrevendo as velocidades radial 7 e tan-
gencial  em coordenadas polares. Da conser-

vacao do momentum angular, temos

0= % (1.92)

Da equagdo da sec¢do conica (1.90), temos

= Qﬁ = 5esen@.

5= (1.93)

Desta forma, temos o vetor velocidade em co-

ordenadas polares,

60

+

T=7r7
esenf i + (1+€COS€)¢§]

[—senfi+ (e+cosh)j], (1.94)

=~ ==

onde usamos (veja Apéndices)

7 =cosfi+ senf ), 6 =—senfi+ cos ).
(1.95)
Agora é fécil calcularmos o produto vetorial
em (1.91),
Ux L=K][e+cosh)i+ sendj], (1.96)
e provar a segunda igualdade em (1.91), bem

como calcular o modulo do vetor excentrici-

dade:

2 I
9 o o vl r-U XL
=¢-e=—) —2——+1
e €-€ (K) K +
2FL?
=14+ ———, (1.97)

P
onde usamos o fato de que os vetores veloci-
dade e momentum angular sao perpendicula-
res e a conservacao da energia mecanica,

1 K
—pv’=E+ —, (1.98)
r

2

para eliminar o médulo do vetor velocidade.

Com um pouquinho mais de geometria po-

demos determinar também a terceira lei de

17
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Kepler. Da primeira lei de Kepler, sabemos
que a taxa de variacao da area varrida pelo
vetor posicao é constante no tempo e igual a
L/2u. Entdo, numa orbita fechada o vetor
posicao terd varrido a area total A da elipse
em um periodo T,

L

A =mab= —r,

b=av1-—e2
20

(1.99)
onde a e b sao 0s semi-eixos maior e menor,
respectivamente. De acordo com (1.90), o pe-
riélio (menor distancia) esti em 6 = 0 e o
afélio estd em 0 = 7. Assim, da geometria da

elipse,

2a =7(0) +r(m) = L2 2

podemos eliminar 1 — e em b = av/1 — e2.
Melhor tomar o quadrado da area varrida em
(1.99),

272 2
meLls 5 L*

a’ = —
kK T

2,401 _ o2) —
ma* (1 — e%) e

(1.101)

de onde tiramos a terceira lei de Kepler,

72 472

1.3.5 O desvio da luz

Se a velocidade angular tender ao infinito,
0 — oo, e a distancia radial for diferente
de zero, r > 0, entao o médulo do momen-
tum angular tende ao infinito e, consequente-
mente, a constante A em (1.78) tende a 1/ry,
e de (1.76) teremos

To
cos(0 + ¢)’

r(0) — (1.103)

que representa uma reta em coordenadas po-
lares. Isto significa que um corpo com velo-
cidade infinita nao sente a forca gravitacio-
nal. Esta observacao é relevante, pois New-
ton acreditava na teoria corpuscular da luz e,
portanto, deveria sentir a influéncia da gravi-
dade. No entanto, em sua época, acreditava-
se que a luz possuisse uma velocidade infinita.
Por isso Newton nao foi o primeiro a apontar
que a luz deveria desviar-se de sua trajetaria

retilinea ao passar proxima ao Sol.

Considere a massa do Sol M = 2x10% kge
seu raio R = 7x10% km. Considere um objeto
um objeto passando proximo a superficie do
Sol no periélio (ro = R) com uma velocidade
proxima a velocidade da luz ¢ = 3x10° km/s.
Use G = 6,7 x 1072° km?®/kg/s?. Verifique
que a excentricidade neste caso ¢ (bem) maior
que a unidade, implicando numa trajetéria
hiperboélica. Para tal, primeiro mostre que
rod =ceL = uroc no periélio. Depois use a
excentricidade dada em (1.81) e mostre que

ela pode ser reescrita como

2 o C2

~uG T

TroC
C = T —

(M +m)G

1. (1.104)

A aproximagao feita aqui é devido a massa m
do objeto ser muito menor que a massa M do
Sol. Desta forma podemos calcular o desvio
m — 0 sofrido por este objeto. Vamos escolher
¢ =7m/2 em (1.80) quando a Terra estiver no
periélio (onde 6y = —m /2, conforme ilustrado
na Figura 1.4). Este desvio pode ser calcu-
lado conhecendo-se o angulo 6., formado pela
assintota (r — oo) da trajetoria hiperbolica

e a linha horizontal de referéncia (veja a Fi-

18



Capitulo 1. Gravitacao

1.4. Exercicios

gura 1.4), pois § = m — 20, onde

1
co8(0oe + m/2) = ——. (1.105)
e
Como a excentricidade neste caso é muito
maior que a unidade, podemos usar a sé-
rie de Taylor para a funcao arco cosseno

(cos™'(z) &~ 7/2 — z) e determinar 0,

MG

™ ™
O+ =~ =
—1-2 2+

(1.106)

roc?’

Figura 1.4: Trajetoria hiperbolica e suas as-
sintotas.

Portanto, o desvio sofrido pelo objeto ao
passar proximo a superficie do Sol (rg = R)

sera

7r—<5:2900:2M—G:(E

= )2. (1.107)

C

Curiosamente, este desvio é numericamente
igual & chamada “intensidade da gravidade”,
medida pela razao dada na tltima igualdade
em (1.107), onde v, é a velocidade de escape
(quando a energia cinética iguala & energia
potencial na superficie do objeto que criou a
gravidade). Ainda mais curioso é encontrar
um desvio de 0.875” (segundos de arco), exa-
tamente a metade do valor observado e pre-
visto pela teoria geral da relatividade de Eins-

tein, um indicio irrefutével das limitacoes da

gravitagao newtoniana. Uma das primeiras
confirmacoes da previsao feita por Einstein
em 1916 do desvio da luz ao passar proximo
ao Sol, foi realizada por ele mesmo em 1919,
observando um eclipse solar em Sobral, Ce-

aré.

1.4 Exercicios

Exercicio 1. Aplique o operador gradiente
ao potencial gravitacional (1.26), conside-
rando o potencial em coordenadas esféricas
(polares), V =V (r), ou seja, vocé deve usar
a seqgunda expressio em (1.26). Note que este
potencial nao depende das coordenadas angu-
lares 0 e ¢. Repita este procedimento usando
o operador gradiente em coordenadas carte-
stanas. Neste caso vocé deve ver o potencial
como uma fun¢ao das coordenadas cartesia-
nas, V.= V(x,y,z), ou seja, vocé deve usar
a ultima expressao em (1.26). Mostre que em
ambos o0s casos a for¢a gravitacional (1.22)

pode ser obtida da energia potencial.

Exercicio 2. Observando a Figura 1.1, mos-
tre que a equacio da reta X que passa por m,
e m pode ser na forma
X = P4 = P+ N7, 7=—7. (1.108)
Re-escrevendo esta equacao em coordenadas
cartesianas, usando a primeira igualdade, por

exemplo, podemos isolar a constante A,
X — T Y — U1 7 — 21

A: pr— p—
To — 1 Yo — U1

(1.109)

22—21'

Desta forma, dado as coordenadas do cen-

tro de massa (1.6), precisamos verificar que
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R =X satisfaz as condigdes em (1.109). Ve-
rifique isto substituindo X = ]%, com as com-
ponentes do wvetor centro de massa escritas
na forma (1.6), que as razées (1.109) sdao de
fato constantes com A = m/M, confirmando
assim que o centro de massa de um sistema
de dois corpos sempre estd na reta que passa

pelos dois corpos.

Exercicio 3. Substitua o vetor posi¢ao T;
por T; = R+ na definicao do centro de
massa (1.3) e mostre que o resultado (1.5)
estd correto. As novas coordenadas u; sao de-
nominadas de coordenadas relativas ao centro
de massa. FElas estao representadas na Fi-

gura 1.1.

Exercicio 4. Mostre que, para N = 2 (dois
corpos), usando a relagao ¥ = iy — Uy MOS-
trada na Figura 1.1 e (1.5), os resultados
(1.13) podem ser obtidos. Substitua os resul-
tados (1.13) em (1.12) e obtenha, a menos da
energia cinética do centro de massa, a ener-
gia cinética (1.14) escrita em termos do vetor
POSLCAO T.

Exercicio 5. Substituindo as relagoes (1.13)

na energia cinética (1.12), obtenha os resul-
tados exibidos em (1.14).

Exercicio 6. Derive o momentum angular
L =7x p, com p = /L’f'? sendo o momen-
tum linear da massa reduzida 1, em relacao
ao tempo e mostre que esta derivada € uma
constante. Use o fato da forca (gravitacional)
agindo na massa reduzida ser a taxa de varia-
cao temporal do momentum linear e que esta
forca estd ma mesma diregao do vetor 7. Use
também o fato do produto vetorial (x) entre

vetores paralelos ou anti-paralelos ser nulo.

Exercicio 7. Mostre que, fazendo ¢ = /2,
as coordenadas esféricas do vetor posicao ¥ =
x B—i—y & se reduzem a coordenads polares x =
rcosf ey =rsinf. Agora tanto o raio T e o
dngulo 6 dependem do tempo. Mostre que o

vetor velocidade U =1 e seu mddulo sao

7= (rcosf —rfsind) B
+ (7sin @ + 76 cos 0) &,

v = ||A? = 72 + r26%.

(1.110)
(1.111)

Mostre também que o mddulo do momentum
angular L=7x p, com p = ,uf', é

L = ur?6. (1.112)
Exercicio 8. Substitua a velocidade escalar
|72 encontrada em (1.111) na expressio da
energia mecdnica para obter (1.44). Agora
isole 0 em (1.112) e mostre, multiplicando

tudo pelo diferencial dt, que

dt = 22 a0,

: (1.113)

Substitua o diferencial dt em (1.44) pela ez-
pressio (1.113) e encontre (1.45).

Exercicio 9. Aplique a transformagao de co-
ordenadas x = 1/r na expressao (1.47). Pri-
meiro mostre que
1 dr
X == S (1.114)
,
Depois mostre que a integral da expressao
(1.47) na nova varidvel x pode ser escrita
na forma canonica (1.48) com o auzilio das
constantes (1.49).

Exercicio 10. Troque x por 1/r na solugdo

(1.48) para obtermos a equacgio da trajetoria
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(1.50). Use as constantes (1.49) para efetuar
as devidas simplificacoes e verifique que 0s
valores da constante C' em (1.50), bem como
da excentricidade e e da unidade “astrono-

mica” de energia € estao corretos.

usando (1.54) e

(1.50), que a energia mecdnica E e o momen-

Exercicio 11. Mostre,

tum angular L estao relacionados com os pa-

rdmetros de uma elipse através das expressoes

__k N E__l'
“TT9F T % T T od
o e g (1119)
=4/14+2 — =
e + Rt
onde
1 9 rLT_
Eza(l—e):a(1+€)(1—€): :
a
(1.116)

Agora substitua estas relagoes na primeira
integral em (1.56) para obter a segunda.
Aproveite para mostrar também que, usando
(1.50), temosr =r_ em 0 =0 er =r, em

0 =m.

Exercicio 12. Mostre que r = a(1 — ecos 1))
implica em (i) dr = aesiny dip, (i) ro =
a(l—ecos0) =a(l —e)=r_ e (i)

1 1

—— 7?4 r——a(l —é?) =

1
o 5 —ae’ sin? 1.

(1.117)
Use este resultado em (1.56) para chegar na
integral (1.58). Aproveite para mostrar tam-
bém que, usando r = a(l — ecos), temos

r=r_emyY=0er=ry emy=m.

Exercicio 13. Use os wvalores reais de G
(constante universal da gravitacéo Newto-

niana) my (massa do Sol), m (massa do

planeta), e (excentricidade) e a (semi-eizo
maior) para calcular em unidades MKS a
energia mecanica (E), o mddulo do momen-
tum angular (L) e o periodo (1) de cada pla-
neta no nosso sistema solar. Observe a or-
dem de grandeza destas quantidades. Dese-
nhe também suas orbitas e potenciais. Quan-
tidades astrondmicas pode ser obtidas no por-

tal www.solarviews.com.
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