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Capitulo 1

Introito

Comentar as referéncias basicas.|!]



Capitulo 2

Equacoes de campo

2.1 Campo EM

As componentes do quadripotencial,

—,

(Ap) = (¢, —cA), (2.1)

formado pelo potencial escalar ¢ e o potencial vetor cff, sao também as componentes da

1-forma. potencial,
A=A,dx", ve€{0,1,2,3}. (2.2)

Explicitamente,
A = ¢dx" — cA, dx' — cA,dx* — cA, dx’. (2.3)

Sera muito til reescrever esta 1-forma potencial na forma 1 + 3,
A=¢—cA, ¢=0¢dx’ A=A, dx"'+A,dx*+ A, dx’ = 4,dx, (2.4)

onde a barra indica projecoes no eixo tempo e no espaco tridimensional. Os indices latinos

pertencem ao intervalo {1,2,3}.

Usando (B.58), a 1-forma potencial dual é

*A = —pdx' Adx? Adx?
+cA, dx’ Adx? Adx® + cA, dx’ Adx® Adx! + A, dx’ Adx! AdxE (2.5)

Interessante observar que a derivada exterior desta 3-forma (verifique),
]_ — —
d*A = —¢ (—28@ +V- A) dx? A dx' A dx? A dxP, (2.6)
c

2



Capitulo 2. Equacoes de campo 2.1. Campo EM

ou, usando (B.57),
]_ — —
“d*A = —c (—20t¢ V. A) , (2.7)
¢

se igualada a zero fornece o calibre de Lorentz (5.20). Usando a linguagem de formas, o
calibre de Lorentz impde que a 3-forma (2.6) seja fechada, d*A = 0.

A derivada exterior
d = 9ydx" +dr, dr = 9;dx’, (2.8)

da 1-forma potencial (2.3) cria a 2-forma campo eletromagnético (verifique),

F=dA = (9pdx’ +dr) A (¢ — cA) = dx’ AE — ¢B, (2.9)
onde
E=E,dx' + E,dx’ + E,dx’ = E;dx’, (2.10a)
B = B,dx* Adx® + B, dx® Adx!' 4+ B, dx!' Adx® = %5%& dx’ A dx”, (2.10b)
e
E=-V¢—8,A B=V x A, 0, = cd,. (2.11)

Note em (2.9) a presenga da 1-forma campo elétrico, restrita ao espago tridimensional, de-
finida em (2.10a), bem como a presenca da 2-forma campo magnético, também restrita ao
espago tridimensional e definida em (2.10b). Note também a diferenca de carater entre esses
dois campos: o campo elétrico é 1-forma e o campo magnético é uma 2-forma. Essa diferenca

nao é explicita na notacao de vetores.

Em termos de coordenadas, a 2-forma campo eletromagnético (2.9) é (verifique),
F=dA =F, dx" Adx", p<v, (2.12)

onde
F, =0,A, —0,A,. (2.13)

Explicitamente (verifique),

F =dA = B dx’ Adx' 4 B, dx” A dx® + B3 dx’ A dx®
— B dx® Adx® — cBydx® Adx' — cBsdx' Adx®. (2.14)

Também podemos usar uma matriz antissimétrica para escrever as componentes desta 2-
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2.1. Campo EM Capitulo 2. Equacoes de campo

forma campo eletromagnético,

0 E1 EQ ES
_El 0 —CB3 CBQ
(Fu) = : (2.15)
—EQ CBg 0 —CBl

—E3 —CBQ CBl 0

a qual abriga, simultaneamente, os campos elétrico Ee magnético B dados em (2.11) como
1-forma e uma 2-forma, respectivamente. Note a localizagao do campo elétrico no setor

tempo-espago e do campo magnético no setor espago-espago (tridimensional).

Usando (B.59), vemos que o dual da 2-forma campo eletromagnético (2.14) troca o campo

elétrico pelo campo magnético e o campo magnético pelo negativo do campo elétrico,

*F = ¢B; dx® A dx! 4 ¢By dx® A dx? + ¢B; dx° A dx®
+ By dx? Adx® + Eydx® A dx! + E;dx! A dx2. (2.16)

A foma matricial correspondente é

0 CBl CBQ CBg
—cB 0 by —E

(*F.,) = ' ’ 1. (2.17)
_CB2 —E3 0 E1

—CBg E2 _El 0

Comparando as matrizes (2.15) e (2.17), identificamos a mesma substitui¢ao (5.5), como ja
observada nas equagoes de Maxwell (5.4) ligadas a indugao. Isto sugere uma identificacao

entre as transformacoes entre os campos elétrico e magnético (indugao) e o mapa dual.

Também podemos calcular o dual da 2-forma campo eletromagnético diretamente de
(2.9) (verifique),
“F=*dx"AE - cB) = dx" A (¢'B) + *E, (2.18)

onde o dual das projecoes é restrito ao espaco tridimensional,
‘B = B,dx' + B,dx* + B, dx’ = B;dx/, (2.19a)

_ 1 . ;
‘E=E,dx* Adx’ + E,dx’ Adx' + E,dx' Adx® = 5 ik dx A dx". (2.19b)

Observe a troca de carater entre os campos elétrico e magnético no espago dual: o campo

magnético é uma 1-forma e o campo elétrico ¢ uma 2-forma.
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Capitulo 2. Equacoes de campo 2.2. Maxwell

2.2 Maxwell

O conjunto das equacoes de Maxwell sem as fontes é uma consequéncia geométrica da deri-

vada exterior ser nilpotente. A derivada exterior da 2-forma campo eletromagnético (2.12)

(verifique),
H=dF =H,,,,,, dx" ANdx”> Adx", v; < vy < vs,

onde
HI/1V2V3 - aVlFugllg + 8V3Fl/11/2 + allQFV3l/17

é nula pois, devido ao Teorema 1,
dF = d*A = 0.
Entao as componentes (2.21) precisam ser nulas,
O Frpvs + Oug By + 00, Frgyy = 0.
Esta condicao fornece as duas equagoes de Maxwell sem as fontes (verifique),
0B

V-B=0, VxE+ - =0.
» VX +8t

De fato, explicitamente, a 3-forma (2.20) é

H = dF = Hyp3dx' A dx® A dx?

+ H023 dXO AN ClX2 AN dX3 - H013 dXO N ng A Xm + H012 dXO A Xm AN dXQ,

onde (verifique)

Hypp=— [V < E .
012 +8t>

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26a)

(2.26D)

(2.26¢)

(2.26d)

Usando a linguagem de formas, o fato da 2-forma campo eletromagnético (2.14) ser exata

implica nas equagoes de Maxwell (2.24) sem as fontes.
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2.2. Maxwell Capitulo 2. Equacoes de campo

E muito instrutivo calcular a derivada exterior da 2-forma campo eletromagnético (2.9)
(verifique),
dF = d?A = —dx’ A [dr A E + 9y(cB)] — dr A (cB) = 0. (2.27)

Como essa 3-forma estad decomposta numa base com elementos linearmente independentes e
precisa ser nula, entao a tinica solugao é zerar independentemente os coeficientes contendo a

coordenada temporal dx’ e o coeficiente do volume dx' A dx* A dx?,

dr AE + 9y(cB) =0, (2.28a)
dr A (cB) = 0. (2.28Db)

Essas sao as versoes em termos de formas das equagoes de Maxwell (2.24) sem as fontes
(verifique),

dr A E + 9y(cB) = <6 x E + 8t§>k ekij dx' Adx? =0, (2.29a)

dr A (B) = ¢V - Bdx! Adx* Adx® =0, (2.29h)

onde usamos (2.10a)—(2.10b). Note que, mesmo sem levar em conta a covariancia, mesmo

separando tempo e espaco, as equacoes de Maxwell pode ser escritas em termos de formas

(tridimensionais) de forma elegante e sintética.

O conjunto das equacoes de Maxwell com as fontes, a lei de Coulomb e a lei de Ampére

(corrigida), respectivamente,

Lo . . L 4rnC, -
V- E=4rC.p, V x (cB) — F = —=], (2.30)

C

é uma consequéncia da derivada exterior da 2-forma campo eletromagnético dual,
G =d'F =G, dx” ANdX? AdX”, 1) < 15 < 13, (2.31)

onde (verifique)
Gljll/gl/g == alll*Fllgljg + allg*FllllIQ + aVQ*FVgl/l' (232)

Explicitamente,

G = d'F = Gp3dx' A dx® A dx?
+ Gopzdx” A dx® A dx® — Gz dx’ A dx® Adx' + G dx® A dx!' Adx?, (2.33)



Capitulo 2. Equacoes de campo 2.2. Maxwell

com (verifique)

Gros = 01" Fas + 05" Fr2 + 0" Fy = +V - E, (2.34a)
- g

Glogs = 00" Foz + 05" Fpo + 02" F390 = — |V x (¢B) — EatE : (2.34b)
- oy

Gois = 00" Fis + 05" Fo1 + 01" F30 = + |V x (cB) — EatE , (2.34c)

y

- o

G012 = 80*F12 + 62*F01 + 81*F20 =—- |V X (CB) - E@E . <234d>

Como as equagoes de Maxwell para as fontes (2.30) ja estdo parcialmente visiveis em (2.34),

devemos calcular o dual da 3-forma (2.33),
*G = —Gho3dx’ — Goas dx' + Gop3 dx® — Gopp dx®, (2.35)
para comparar com a 1-forma potencial
J=Jdx" = pdx’ —J/c, J = J,dx' + J,dx* + J.dx". (2.36)
Conhecendo as equagoes de Maxwell para as fontes (2.30), elas sdo dadas pela condigao
*G="d"F = —4nC.J, (2.37)
ou, equivalentemente (verifique),

G =d'F = —4xC.*J. (2.38)

Também é muito instrutivo calcular a derivada exterior da 2-forma campo eletromagné-
tico dual (2.18) (verifique),

d'F = —dx’ A[dr A (¢'B) — 9,"E] +dr A *E. (2.39)

Os duais das formas campo elétrico e campo magnético estdo dados em (2.19). Usando esses

duais, a 3-forma (2.39) torna-se em (verifique),
d'F = V- Edx' Adx? Adx® — %5%- [6 x (cB) — OyE . dx’ A dx’. (2.40)
Essa 3-forma deve ser proporcional & 3-forma potencial dual (verifique)
*J=—p+dx"A(*J/c), (2.41)
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2.3. Resumo Capitulo 2. Equacoes de campo

onde .
“p=pdx' ANdx® Adx®, *T = §5kiij dx’ A dx’. (2.42)

Desta forma, de acordo com a prescri¢ao (2.38), temos (verifique)

dr A (¢'B) — 0y*E = 47C,*J /c, (2.43a)
dr A*E = 47C, *p. (2.43Db)

Essas sao as versoes via formas tridimensionais das equacoes de Maxwell com as fontes.
Comparando com as equagoes de Maxwell sem as fontes em (2.28), vemos as substitui¢oes
E - c¢BecB — *E.

Gragas ao Teorema 1, as equacoes de Maxwell em (2.38) implicam na conservacio da

carga elétrica,
dG =d*F =0 = d*J =0. (2.44)

Explicitamente, esta condi¢do é equivalente a (verifique)
]_ — —
g == (&p V. J) dx® A dx! A dx? A dx® = 0, (2.45)
c

ou, usando (B.57),
e 1 -
a-J — E(E?tp—l—V-J) =0, (2.46)

a qual é equagdo da continuidade (3.19). Mais uma vez, a conservacao da carga elétrica é
uma consequéncia das equagoes de Maxwell para as fontes. Usando (2.42), a condicao (2.44)

pode ser reescrita como (verifique)
O p+dr A*J =0, (2.47)

a qual é a versao via formas tridimensionais da conservacao da carga elétrica. Lembre-se que
o dual de formas tridimensionais (marcadas com uma barra) é feito no espago tridimensional

euclidiano, como em (B.51).

2.3 Resumo

Os esquemas em (2.48) resumem a estrutura do eletromagnetismo de Coulomb-Ampére-
Faraday-Maxwell via k-formas. A derivada exterior d da 1-forma potencial A gera o campo
eletromagnético F, uma 2-forma exata. A derivada exterior d da 2-forma campo eletromag-
nético F gera as equacoes de Maxwell sem as fontes. No espaco dual, a derivada exterior

do campo eletromagnético dual *F gera a 1-forma densidade dual *J e, consequentemente,
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Capitulo 2. Equacoes de campo 2.3. Resumo

equacoes de Maxwell com as fontes. A derivada exterior da 1-forma densidade dual gera a
conserva da carga elétrica. A Tabela 2.1 mostra um pouco mais de detalhes, com destaque

para o calibre de Lorentz na tltima linha.

A ' F 0, (2.48a)
F—25+3—-250. (2.48D)
Potencial A A, dx" (A,) = (o, —cA)
Campo EM F=dA F,,dx" Ndx” F,, = 0,A, — 0,A,
Maxwell 1 dF =0
Densidade J J,, dx" (J.) = (p, —J/c)
Maxwell II d'F = —4nC,.*J

Carga conservada d*J =0

Calibre de Lorentz d*A =0

Tabela 2.1: Potenciais, densidades, campo eletromagnético, equacoes de Maxwell, conser-
vacao da carga elétrica e calibre de Lorentz em termos de k-formas no espaco tangente de
Minkowski.



Capitulo 3

Conservacoes

3.1 Forcgas

A forma covariante da quadridensidade de for¢a exibida em (4.6) tem uma versdo tdnica
(a menos de um sinal) em termos de uma 3-forma resultante do produto exterior entre a
2-forma campo eletromagnético dual *F, dada em (2.18), e a 1-forma densidade J, definida
em (2.36),

f=JAF="FAJ=—-J/)A"E+dx’ A [p'E+ (J/c) A (¢"B)]. (3.1)
Temos aqui a densidade (volumeétrica) de poténcia elétrica (verifique),
JANE=J-Edx' Adx® A dx®, (3.2)
e a densidade (volumétrica) de forga de Lorentz (verifique),
pPE+JIN*B = (pE + J x é)k%gkij dx’ A dx’. (3.3)

As somas implicitas estdo restritas ao intervalo {1,2,3}. Assim, a 3-forma densidade de

forca em componentes é

o o S R o1 . .
f=—(J/c)- Edx' Adx* Adx’ + [pE + (J/c) x (cB)] kég’z-j dx’ Adx  Adx!  (3.4)

O dual de (3.4) nos da o quadrivetor densidade de forga na forma covariante (verifique),

—

“f = (J/c)- Edx" — [pE + (J/e) x (cB)}kdxk. (3.5)

Este resultado motivou a escolha do sinal em (3.1).
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Capitulo 3. Conservacoes 3.1. Forcas

Como a densidade de for¢a (3.4) é uma 3-forma, cada uma de suas partes pode ser

acessada com um produto exterior (verifique),
f, =f Adx". (3.6)
Todas as 4-formas resultantes possuem o mesmo sinal:

f,=fAdx"(J/c) Eo, (3.7a)
f, = f A dx’ [pE + (J/e) x (cé)]ia, (3.7b)

onde o = dx’ A dx! A dx? A dx3.

Também podemos usar o produto interior (B.67) para selecionar uma determinada parte
da densidade de forga (3.1),

£, ="IN(F)=—(,F)N"]T. (3.8)
Novamente, temos a liberdade de escolher o sinal. Usando (B.72), temos (verifique)

fo = +dx" A (*T/ ) NE = (J/c)- E o, (3.9a)
f=—dx’ A [p'E+ (J/c) A (¢'B)] Adx' = — [pﬁ + (J/e) x (Cé)L o, (3.9b)
onde o0 = dx’ Adx! Adx®* Adx® e i € {1,2,3}. Note que estas densidades de for¢a sao
4-formas, enquanto a densidade de for¢a (3.4) é uma 3-forma. A escolha do sinal em (3.8)
identifica a componente de f; com a componente temporal da 1-forma (3.5). Vale lembrar
que a flecha representa um vetor no espaco euclidiano tridimensional e a barra representa

uma forma também no espago euclidiano tridimensional (onde o dual deve ser efetuado).

Interessante observar que dentre os produtos exteriores possiveis entre J e F e seus duais,
apenas J A *F e J A F sao diferentes de zero. E instrutivo ver este outro produto exterior

nao-nulo (verifique),

g=JAF=FAJ=JAB-—dx"A [p(cB) — (J/c) NE], (3.10)
onde
JAB=J-Bdx'Adx?*Adx®, (3.11)
‘ 1
p(cB) — (3/c) NE = [p(cB) — (J/¢) x E] kﬁg’zj dx’ A dx’. (3.12)
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3.2. Esforcos Capitulo 3. Conservacoes

As somas implicitas estao restritas ao intervalo {1,2,3}. O dual de (3.10) é (verifique),
‘g =—(J/c)- (cB)dx’ + [p(cB) — (J/c) x E] dx". (3.13)

Compare com (3.5). Novamente, fizemos uma escolha de sinal em (3.10) para vermos as
transformagdes *E — —cB e ¢*B — E ao passarmos de (3.1) para (3.10) e vice-versa.

As 4-formas densidade de for¢a correspondente a (3.10) é (verifique)
g, = (L' F)AN"T=—"TJA(,F). (3.14)
Usando (B.73), temos (verifique)

go = —dx" A (*J/c) A (¢B) = —(J/c) - (¢B) o, (3.15a)
gi = +dx’ A [p(cB) — (J/e) NE] Adx' = [p(cé) — (J/e) x E]ia, (3.15Db)

onde o0 = dx’ Adx' Adx* Adx® e i € {1,2,3}. Note as transformacoes E— —cBecB—E

ao passarmos de (3.9) para (3.15).

3.2 Esforcos
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Apéndice A

Tensores

A.1 Introito

Comentar as referéncias basicas.|[1—]

A.2 [Espaco tangente

Falando de uma maneira coloquial, uma variedade diferenciavel M de dimensao n é um
espaco que pode ser coberto com copias de espacos euclidianos R™ de dimensao n. Uma
variedade diferenciavel é uma colcha de retalhos, onde cada retalho é um espaco euclidiano
diminuto. Um ponto p num destes “retalhos” euclidianos tem coordenadas z* (coordenadas

“retalhos”

locais). O adjetivo “diferenciavel” em variedade diferenciavel ¢ herdado destes
euclidianos. Esses retalhos nao precisam ser necessariamente euclidianos. Eles podem ser
riemannianos (euclidianos) ou pseudo-riemannianos (como o espago de Minkowski), ou algum
outro tipo de espaco. O conjunto de todos os mapas f : M — R, diferencidveis, é o espaco

das funcgoes diferenciaveis F.

Uma variedade contém em seus “retalhos”, localizados num ponto p qualquer, uma estru-
tura de espago vetorial, de dimensao n, denominada de espaco tangente T,(M). Os vetores
v € T,(M) sao denominados de vetores tangentes. Um vetor tangente v é um segmento

orientado de reta, dado pela derivada direcional,

d
v, = EC(p +tv)| (A.1)
p

onde C' é uma curva na variedade M, passando pelo ponto p (veja a Fig. A.1). Naturalmente,

14



Capitulo A. Tensores A.2. Espaco tangente

0 espago tangente T,(M) possui uma base canonica,

i i
v, = g v'e; = v'ey, (A.2)
i
onde estamos usando a convencao de soma implicita no mesmo indice em posicoes diferentes
numa mesma expressao. Note a posicao dos indices que distinguem os diferentes vetores
tangentes da base {ej,es,...,e,}, posicdo covariante. Compare estes indices covariantes
com os indices que distinguem as diferentes componentes v* de um vetor tangente descrito

nesta base. Os indices nas componentes v* estdo na posi¢ao contravariante.

> R
14

Figura A.1: Variedade diferencidvel M, espago tangente T, em p, curva C e funcao f.

Se tem um espaco vetorial, entdo existe também o espaco dual T;(./\/l). Os vetores w
do espacgo tangente dual sao denominados de covetores tangentes, os quais formam o mapa
linear (fungdo real f na Fig. A.1) w, : T,(M) — R. Entao, por definicao,

w,(v) = (w|v) = (v|w) €R (A.3)

¢ um namero real. A base canonica {e',e? ... e"} do espaco dual é definida pela condi¢ao

e'(e;) = (e'le;) = (ej]e’) = 8. (A.4)
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A.3. Derivada exterior Capitulo A. Tensores

Assim, um covetor tangente w pode ser escrito em termos de coordenadas,
i
w, = w;e'. (A.5)

Note a posicao covariante dos indices das componentes de um covetor tangente e a posicao
contravariante dos indices das componentes de um vetor tangente. Esta mesma dualidade

ocorre com os indices dos vetores de base nos espacos tangente e seu dual.

A.3 Derivada exterior

O conceito de covetores permite uma interpretacao geométrica (moderna) para a diferencial
classica dx’. A razao por grafar de forma diferente a diferencial dz?, usando o negrito d
é por que df ¢ um covetor especial denominado de derivada exterior. Para ver o quao
especial, considere uma curva C(¢) na variedade M passando pelo ponto p. Esta curva é
uma aplicacao C' : R — M, de pontos da reta real R em pontos da variedade M, conforme
ilustrado na Figura A.1. Suponha que o ponto p corresponda ao parametro ¢t = 0. Suponha
também que esta curva C(t) seja parametrizada pelas coordenadas locais z'(t). Entao, da

definigao da derivada direcional (A.1), as coordenadas v* do vetor tangente v, em p sao

da’
dt

Ui:

(A.6)

t=0

Para vermos o papel (defini¢ao) do covetor derivada exterior d, basta tomar a derivada da

funcao f : M — R no ponto p, em relagao ao parametro t,

df (C(t))
dt

B of dx

_9f
7i8xidt a

. R A.
e e R, (A.7)

=0 =0

onde a soma implicita foi usada na dltima igualdade. Podemos ver este resultado como um
mapa do vetor tangente v,, criado pela curva C(t) em p, em um numero real. Mas isto
¢ justamente a definicdo (A.3) de um covetor. Este covetor df (em p) é denominado de

derivada exterior d da func¢ao f (soma implicita),

of

df(v) = (df|v) :Uial‘i'

(A.8)

[sto nos mostra que as coordenadas da derivada exterior sao as derivadas parciais em relacao

as coordenadas locais do ponto p (soma implicita),

0

d=e— =
e@mz
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Note a notacao 0; introduzida na ultima igualdade, bem como a posi¢ao dos indices. Mais
importante: a derivada exterior (A.9) lembra o conhecido operador gradiente. Para manter
na mente: a derivada exterior é a versao moderna do operador gradiente. Naturalmente
teremos uma regra propria, nova, para a multiplicacao de derivadas exteriores, como veremos

em breve.

Resta vermos a identificagdo €' = da’. Para tal considere todas as curvas C;(t) passando
pelo ponto p com todas as coordenadas nulas exceto uma delas, z%(t), de cada vez. As
coordenadas () sdo fungoes na variedade M. Essas sdo as curvas (fungoes) coordenadas
e podem ser consideradas iguais a ¢t no ponto p. Seus vetores tangentes orientam os eixos do

sistema de coordenadas em p, formando uma base no espaco tangente 7,(M),

(ei)j = di’;t(t)

t=0

dt

t=0
Nao tem soma implicita aqui. Similarmente, a acao da derivada exterior em uma dessas
curvas coordenadas é um vetor de base do espaco dual T;(/\/l),

Ot

dz' = eja - = ed,; =e' (A.11)
x

Este processo também sugere que a base e; no espago tangente, introduzida simbolica-

mente em (A.2), seja a derivada parcial 0;,

0
Ot

~ 0, (A.12)

€;

Assim, observamos que a acao da derivada exterior df(v) dada em (A.8) é idéntica a acdo

do vetor tangente v = v'e; na fungao f (verifique),

df(v) = v'0,f = v(f). (A.13)

Desta forma, temos

A.4 Tensor

Definimos covetores como um mapa linear de vetores tangentes no conjunto dos nimeros
reais. Essa ideia pode ser generalizada. Um tensor T" do tipo (k,[) é um mapa multilinear de

k vetores tangentes e [ vetores cotangentes (duais), num determinado ponto p, no conjunto
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dos ntimeros reais:
T:Tpy(M) X - X T (M) X TH(M) x - x TH(M) = R. (A.15)
Em coordenadas (somas implicitas em indices repetidos em posigoes contra e covariantes),
T=TM",  ve,® Qe, e ® - ®e", (A.16)

onde e, ® e” representa um produto ordenado, denominado de produto tensorial. O tensor
T do tipo (k,l) tem posto k + . Em geral estas componentes de tensores sao funcoes da
posicao, ou seja, sao campos tensoriais. Usando uma notacao simplificada, onde cada indice

é na verdade um conjunto de indices, o tensor (A.16) pode ser reescrito na forma
T=T"e,®e". (A17)
A forma operacional é
T(e” es) =T",e,(e)e(eg) =T",0,05 =T. (A.18)

De acordo com a defini¢do (A.15), os covetores definidos anteriormente sdo tensores do
tipo (1,0), de posto um. Os proprios vetores tangentes v sao tensores do tipo (0, 1), pois
sempre teremos um covetor w para definir o mapa v,, : T;(M) — R dado por w,, — (wp|v,).

Uma das vantagens de se lidar com tensores é a previsibilidade em saber como suas
componentes mudam mediante uma transformacao linear de coordenadas, as quais sao muito
uteis. Por exemplo, considere o tensor com componentes Tu(xi). Ao passarmos para um outro

sistema de coordenadas, 3’ (z'), as componentes T, (y’) serdo (soma implicita)

ox#
oyv

T,(y') = Tu(a") (A.19)

Esta regra vale para qualquer indice nas componentes de qualquer tensor. Caso esteja usando
uma quantidade fisica que nao seja um tensor, perdera este poder de previsibilidade mediante
mudancas de coordenadas. Por isso toda teoria fisica deve ser escrita numa forma covariante,

isto é, em termos de quantidades tensoriais.

A.5 Meétrica
O tensor métrico g é um tensor do tipo (0,2),
g=gje Qe (A.20)
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de forma que
9i; = g(ei, e;) (A.21)

Este tensor métrico satisfaz as propriedades seguintes:

Simetria: g(u,v) = g(v,u).

Linearidade: g(u+ av,w) = g(u,w) + ag(v, w).

Nao-degenerescéncia: g(u,v) =0,Vv < u=0.

O tensor métrico informa a orientagao relativa dos vetores tangentes formando uma base

num determinado espago tangente. Em geral suas componentes sao campos escalares.

A existéncia de uma métrica permite a existéncia de um produto interno no espaco

tangente T,
(|):TxT—>R (A.22)

Dado dois vetores tangentes u e v, o produto interno entre eles é
(u[v) = g(u,v) = g e' (el (v) = giu'v’. (A.23)

Naturalmente, havera também um produto interno no espaco tangente dual T*, via o inverso

do tensor métrico:
<ei}ej> =97, g% g = 5; (A.24)

Esse produto interno herda as mesma propriedades de simetria, linearidade e nao-degenerescéncia
da métrica.

A matriz representando a métrica possui uma propriedade global, independente de qual-
quer parametrizacao local: seu determinante nao muda de sinal, serd sempre positivo ou
negativo. Como o determinante é (também) o produto dos autovalores de uma matriz, isto
significa que nao havera autovalores nulos. A quantidade (p,n) de autovalores positivos (p)

e negativos (n) é denominada de assinatura da métrica. Alguns preferem a assinatura da

métrica na forma p — n.

Um espago com uma métrica contendo autovalores com os mesmos sinais positivos é
denominada de métrica euclidiana e o espago de espaco riemanniano. Quando os autovalores

da métrica possuem sinais diferentes, o espago é denominado de espaco pseudo-riemanniano.
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A métrica simétrica de Minkowski, de assinatura (1,3) ou —2,

1 0 0 0
0 -1 0 0
(g/w) = (n;w> = , (A25)
O 0 -1 0
0 O 0 -1

é de um espaco pseudo-riemanniano. Essa serd a métrica padrao na reformulacao do eletro-
magnetismo na forma covariante. Em geral, indices gregos assumirao os valores 0 (tempo) e
1,2,3 (espago) no espago-tempo pseudo-riemanniano de Minkowski (ou simplesmente espago
de Minkowski).

Outra grande utilidade da métrica é permitir a mudanca de indices covariantes (abaixo)

para contravariantes (acima) e vice-versa,
T, =9,1", T" = ¢"T,. (A.26)

Cada indice requer uma contragao (soma implicita) com as componentes do tensor métrico.
Esta propriedade é independente da escolha de coordenadas.

Vale ressaltar que alguns preferem definir um tensor geral com a ordem inversa daquela
em (A.15), ou seja, um mapa dos vetores cotangentes seguido de um mapa dos vetores
tangentes. As vezes os tensores definidos como mapas de vetores tangentes sao denominados
de cotensores.
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Apéndice B

Formas

B.1 k-formas

Uma k-forma é um tensor antissimétrico do tipo (k,0). Um tensor antissimétrico muda de

sinal mediante a permutacao de dois vetores tangentes quaisquer,

F(...,u,...,v,...)=—=F(..,v,...,u,...), (B.1)

Note que nao é possivel falar em simetria ou antissimetria para tensores de posto k£ = 1 ou
k = 0. No entanto, um tensor de posto zero, tipo (0,0), uma funcao escalar, ¢ uma 0O-forma.
Um tensor de posto um, tipo (1,0), um covetor, é uma 1-forma. Portanto, os covetores de

base dz' sao 1-formas (bésicas).

B.2 Produto exterior

Um produto entre uma k-forma F e uma [-forma G, denominado de produto cunha ou

produto exterior, associativo e distributivo, é uma (k 4 [)-forma definida pela condigao
FAG=(-D)"GAF (B.3)

Duas propriedades importantes desse produto exterior para 1-formas podem ser verificadas
imediatamente: se F' e G sao 1-formas, entao FAG =—-GAFe FAF =0.

Em geral, as componentes do produto exterior sao dadas pela antissimetrizacao das
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componentes das formas envolvidas,

(k +1)!

FANG — il

F[al...akal...bl]- (B4)

A antissimetrizagao nos indices é definida via o grupo de permutacoes dos indices,

1
Wlay...ax] = E 2%2’; } Whoy...bg s (B5)

com somas implicitas nos indices b e o sinal da permutacao dado pelo operador

bi...bg +1se by...b, € uma permutacao par, (B.6)

aj...a —1se by...b, € uma permutagao impar. .
Por exemplo, a antissimetrizacao de um tensor de posto dois é

1
i) = 5 (@ = Wip)- (B.7)
De posto trés,
1
w[auu] = 6( apy + wyau + w,uuoz - wOél/M - W;wzu - wuua)- (B8>

Naturalmente, para um tensor antissimétrico, a antissimetrizacdo nao fornece um tensor

novo.

B.2.1 Bases

Uma utilidade do produto exterior definido em (B.3) é poder reescrever k-formas em co-
ordenadas usando o produto exterior entre os vetores de base. Para vermos isso, vamos

considerar uma 2-forma escrita em coordenadas com somas irrestritas,

1
F= Z Fda" @ ds” = 3 Z F(dz" ® da¥ — dz” ® dat), (B.9)
v v
onde a ultima igualdade é devida a antissimetria F,, = —F),,. Esse termo entre parénteses

¢ uma antissimetrizacao e pode ser identificado com um produto exterior,
dat A dzx” = dz" @ da¥ — da¥ & dat. (B.10)
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Assim, uma 2-forma pode ser escrita em termos desse produto exterior (verifique),

1 " v v v
F = §ZFlwdx’ A dx :ZFlwdx’ Adx”. (B.11)

v p<v

Este caso de estudo sugere a identificagao entre a antissimetrizacao de uma base e uma base

em termos de produtos exteriores (somas implicitas),
dz™ A+ ANda® = {5 b da” @ - @ da®, (B.12)

onde usamos o operador sinal de uma permutagao definido em (B.6). Essa identificagao

permite escrevermos uma k-forma como (somas restritas)

F= Y Foyadz™ A Nda™, (B.13)

a1<...<ay

ou, numa forma compacta onde as somas restritas também estao implicitas,
F=F, odz™ N ANdz™. (B.14)

O uso do produto exterior para escrever uma base no espaco das k-formas torna desnecessario

o processo de antissimetrizagao indicado em (B.4).

B.2.2 Matrizes

Outra utilidade do produto exterior definido em (B.3) é poder usar k-formas para representar
quantidades vetoriais e matriciais. Por exemplo, considere F' um tensor antissimétrico de

ordem dois (k = 2), ou seja, uma 2-forma. Entdo

1
F =Y F,d"Anda” = 5 > B dat Ada” (B.15)

p<v v

Note a diferenca entre a primeira soma, restrita, e a segunda, irrestrita. Suponha que os
indices em (B.15) pertengam ao conjunto {1,2,3}, como é comum no espaco euclidiano

tridimensional. Entao (verifique)

F = Fiyda' Ada? 4+ Fisdot A da® + Fog da® A da?, (B.16)
ou na forma canodnica (base com orientagoes positivas)

F = Fiyda' ANda? 4 Fyy dod A dat + Fog da® A da?, (B.17)
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onde usamos a antissimétria do produto exterior no segundo termo. A expressao (B.17) nos
permite identificar as componentes da 2-forma F' com as componentes do vetor (a menos de

um sinal)

F= (Fas, Fa1, Fa). (B.18)
A regra de identificacao da ordem das componentes é dada pelas permutacoes circulares
positivas de 123. Os subindices em Fi5 é a parte inicial da permutagao 123 e indica que Fio
é a terceira componente do vetor F. Analogamente, os subindices em Fj3; é a parte inicial
da permutagao 312 e indica que F3; é segunda componente do vetor F. Os subindices em
Fy3 é a parte inicial da permutacao 231 e indica que Fy3 é primeira componente do vetor F.

Um vetor também pode ser reescrito como uma matriz antissimétrica,

0 F. 0 Iy 0 Fio —F3
F = 0 F:p - 0 F23 — O F23 ) (Blg)
F, 0 Fy 0 0

onde escrevemos apenas uma de cada duas componentes antissimétricas. Note que a com-
ponente multiplicando o termo dz’ A dz? vai na entrada (i,7) da matriz F. Note também
que estamos abusando, usando o mesmo nome F para a 2-forma (B.17), o vetor (B.18) e a
matriz (B.19).

Suponha agora que os indices em (B.15) pertencam ao conjunto {0, 1,2, 3}, como é comum

no espaco de Minkowski da Relatividade Especial. As permutacoes positivas sao:

0123 0312 0231 | 1032 2013 3021

. (B.20)
1203 3102 2301 | 1320 2130 3210

Simplesmente desenvolvendo as somas implicitas (restritas) em (B.15), temos (verifique)

F = Fy1 da® A da' + Fop da® A da? + Fog da® A da?
+ Figdz' Ada® + Fizda' A da® + Fysda® Adx®. (B.21)

Usando as permutagcoes positivas exibidas em (B.20), a forma canonica para a 2-forma (B.21)

¢

F = F01 d.ﬁEO VAN dl’l + F()Q da:o A dﬂ?Q + F03 dﬂfo N d.??s
+ Fipdat Ada® + Fy da® Ada' + Fogda® Ada®. (B.22)

A regra para identificar a forma canonica é observar a posicao do indice 0 no sentido esquerda
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para a direita no conjunto (B.20). Assim, 12 é parte de 1203, 31 é parte de 3102 e 23 é parte
de 2301.

Usando o procedimento anterior, este resultado nos permite representar esta 2-forma por

meio de uma matriz antissimétrica,

0 For  Foo  Fos
—F 0 F F:
o 01 12 w | (B.23)
—Fyy —Fio 0 Iy

—Fos +F3 —Fy 0

Dois vetores tridimensionais podem ser vistos nesta matriz 4 x 4 antissimétrica:

—

E = (Foi, Fop, Fos), B = (—Fys, —Fy, —Fy). (B.24)

Certamente, os nomes destes dois vetores e o sinal do tltimo nao foram escolhidos ao acaso.
Dica: encontrou uma matriz antissimétrica? Associe ela com uma 2-forma e explore as

consequéncias.

B.2.3 Operacoes

Como fica a forma operacional de uma k-forma em termos dos produtos exteriores? Para
aprendermos, vamos considerar novamente o caso de estudos de uma 2-forma. Como uma
k-forma atua em vetores tangentes, vamos considerar dois vetores tangentes de base (somas

restritas implicitas),
F(eq,,€ay) = Fyp, (dz A dzb?)(eq,, €q,). (B.25)

Aqui precisamos usar a identificacao (B.12) para efetuarmos as devidas a¢oes,

(da A dzb?)(eq,, €q,) = (dz® @ dz® — dz® @ daz™)(eq,, ay)
= da" (eq,)dx" (eq,) — dz”(eq,)da" (eq,) = 021052 — 6°26% . (B.26)

a a2 ai-az’

Este resultado é um determinante,

dz’ (eq,) dz*(eq,)

(da A dx®)(eq,, €q,) = :
v dz® (eq,) daz”(eq,)

(B.27)
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A generalizacao é imediata:

dz® (eq,) -+ daz"(eq)
(dz® A AN da™)(eqys - - -, €a) = : : (B.28)
dz? (€q) --- dxbr (€ay,)

O determinante (B.28) define uma orientagao, positiva ou negativa. Quando esse deter-
minante for positivo, se diz que as bases (dz” A -+ Adz®) e (eq,, ..., e, ) Possuem a mesma
orientacdo. A orientacdo de uma das bases pode ser escolhida livremente. Esse conceito
de orientacao é bem conhecido no espaco euclidiano tridimensional, onde escolhemos a base
{e1, ea, €3} com orientagao positiva. Nos planos coordenados, a “regra da mao-direita” orienta
positivamente as bases {ej, ea}, {e3,e1} e {es, e3}. Note que ao completarmos os subindices
dessas bases nos planos coordenados, inserindo o terceiro subindice no inicio ou no final,

teremos as permutagoes positivas de {1,2,3}.

B.2.4 Geometria

Como um caso de estudos para evidenciar uma interpretacao geométrica de k-formas, con-

sidere os vetores tangentes
X=xe,Y=yey Z=ze3, W=X+Y+Z. (B.29)
Observe que as agoes (verifique)
de' (W) = zda'(e)) = z, do*(W) =y, dz*(W) = 2, (B.30)
sao as projecoes do vetor tangente W nas direcoes independentes.
Similarmente, as agoes (verifique)
de' Adr? (X,Y) = zy, da' Ade? Ad2? (X,Y, Z) = xyz, (B.31)

sao, respectivamente, a area formada pelos vetores tangentes X e Y, projetada no plano
1 — 2, e o volume formado pelos vetores X, Y e Z. Note que a orientagao desses segmentos
de reta, de areas e de volume dependem exclusivamente dos sinais das componentes dos

vetores tangentes. Esta nocao de orientacao ¢ importante para integracao.
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B.3 Derivada exterior

Outra situacao de interesse particular importante é o produto entre a 1-forma derivada
exterior e uma 2-forma. A derivada exterior foi definida em (A.9). Ela ¢ uma 1-forma, com
e = dx,

d=e"0, =0,dx", (B.32)

satisfazendo uma regra de Leibniz generalizada,
dwAn) = (dw) An+ (=1)*w A (dn), w e A*, n e AL (B.33)

Essa derivada exterior tem outra propriedade importantissima. A derivada exterior d é

nilpotente,

Teorema 1.
d>=dAd=0. (B.34)

Para ver a esséncia desse teorema, permita a derivada exterior atuar duas vezes numa
0-forma (uma fun¢do). Devido & comutatividade das derivadas parciais e da antissimetria

das 1-formas, havera cancelamentos aos pares dos termos da forma (verifique)
éhc%dxl A dl’j + 8j81dxj A dl’z =0. (B35)

Cousidere a 1-forma
A=A, dz". (B.36)

Assim, a derivada exterior dF' de uma 1-forma é a 2-forma

F=dA=dNA=dA(A,dx"). (B.37)

A derivada exterior d é uma derivada. Ao aplicarmos a regra da derivada do produto em

(B.37), temos de usar a propriedade (B.3) do produto exterior,
dA (A, dz") =d A (A,) + (=1)°A.d A dat = D, A, dz® A da*, (B.38)

onde usamos também o Teorema 1, d?z’ = 0. Portanto, a 2-forma (B.37) pode ser escrita

Ccomo
F =dA = 0,4, dz® Nda" = (0aAy — 0uAs) dz® A da’. (B.39)

a<p

Desenvolvendo as somas dentro do espaco tridimensional, temos (verifique)
F=dA= (81142 - 82A1)dl’1 /\dlE2 + (83141 - 81A3)d1'3 /\de’1 + (62143 - 83A2)d$2 /\dl’3 (B40)
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Da discussao anterior, podemos ver que as componentes desta 2-forma sao as mesmas com-
ponentes do rotacional do vetor A= (A, Ay, A3), base ortonormal cartesiana. Este exemplo
mostra que a derivada exterior de uma 1-forma calcula o rotacional do vetor formado pelas
componentes desta 1-forma. A derivada exterior de uma 1-forma é a versao moderna do
rotacional.
Devido ao Teorema 1, a derivada exterior da 2-forma (B.40) ¢ identicamente nula, dF’ =
d’A =0,
F=dA & dF =0. (B.41)

Neste caso se diz que a 2-forma F' = dA é exata. A 2-forma F = dA é a “diferencial exata”
(derivada exterior) da 1-forma A.
Vamos considerar uma 2-forma que nao seja necessariamente exata, como no exemplo

dado por (B.15). Tomemos a derivada exterior da 2-forma (B.15) para formar a 3-forma

1
dF = d A <§Fw,dx“ A de> = N (0uFpu + Oy Fop + 0uFya)da® Ada? Ada”, (B.42)

a<pu<v

onde usamos a prescri¢do (antissimetrizacdo) (B.4) na ultima igualdade (verifique),

3!
(dF)OéMV = Ea[aFMV} = aozFuy + ayFau "’ aquoé- (B43)

Escrevendo as somas explicitamente (espago tridimensional), temos (verifique)

dF = Oy Fos dzt A dz? A da® + 0yF5 dz? A da® A dat + 05F s da® A dat A da?
= (01 Fo3 + 0o F31 + O3 Fyo) da' A da® Adx®. (B.44)

Note que a tnica componente nao-nula desta 3-forma é exatamente o divergente do vetor
(Fy3, F31, Fi2), formado pelas componentes da 2-forma F. A derivada exterior de uma 2-

forma ¢é a versao moderna do divergente.

B.4 Espaco vetorial

O conjunto das k-formas forma um espaco vetorial, denotado por A*T, de dimensao

n!

dim(A%) = K(n— k)

(B.45)

onde n é a dimensao do espaco tangente T. A Tabela B.1 mostra as bases canonicas dos

espacos vetoriais A* considerando o espago de Minkowski como o espaco tangente (n = 4),
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com a métrica (A.25). O ordenamento dos indices é tal que cada sequéncia de indices é parte

de uma permutacao positiva, como exibidas em (B.20).

k AF dim
0 {1} 1
1 {d2°, dx', dz? dx?} 4
2 {da® Adat,da® A da?, da® A dad, da? A dad da? A dxt dat A da?} 6
3 {dz' Adz? Adad, da® A da? A dad, da® A dad A dat, da® A dat A da?) 4
4 {dz® A dz* A da? A dx®} 1

Tabela B.1: Bases para as k-formas no espaco de Minkowski.

Vimos em (A.23)—(A.24) que é possivel introduzir um produto interno no espaco tangente,
bem como em seu dual. Um produto interno no espaco A* das k-formas pode ser definido

por um determinante:

<e’“}e”1> <eﬂl}el’k>
<e“1/\---/\e“’“ e”l/\~--/\e”k>: : : (B.46)

<eﬂk‘eV1> <eﬂk‘er>

Esse produto escalar satisfaz as trés propriedades requeridas: simetria, linearidade e nao-
degenerescéncia. Essa definigdo coincide com a agdo dada em (B.28). Usando esse produto
escalar podemos verificar facilmente que as bases nao-triviais exibidas na Tabela B.1 sao

ortonormais e pseudo-riemannianas (verifique).

B.5 Mapa dual

Devido a (B.45), os espacos A¥ e A"~* tém dimensdes idénticas. Desta forma, podemos
definir um mapa linear, denominado de estrela ou dualidade de Hodge, para identificar estes

dois espacos,

AR AR (B.47)

Sejam as formas A € AF, u € A" ¥ e 0 € A". Entao a forma operacional deste mapa dual é
dada por

A= (*Mp) o, (B.48)

para qualquer (n — k)-forma pu.
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Como exemplo, considere n = 3, com um espaco tangente euclidiano, <ei}ej> = oY,
Naturalmente, podemos escolher o = e! A €2 A e3. Suponha que queremos encontrar o dual
da 2-forma X = e? Ae?. Esse dual serd uma 1-forma, *\ = ae' +be?+ce®. Temos a liberdade

de escolher a 1-forma p para usar (B.48). Escolha = e'. A condigao (B.48) fornece

AMp=ene* Nel =e' Ae? Ae?, (B.49)

CMpyo =(ae' +be* +ce’le’)e' Ne* Aed =ae' AeP A’ (B.50)

Identificando estas duas informacoes, obtemos a = 1. As escolhas p = e? e y = €3 fornecem
b = ¢ = 0 (verifique). Portanto, o dual de A = e? A e® ¢ *\ = e!. Verifique as seguintes

dualidades para n = 3 (euclidiano):

T=e'Ae*ned, (el AP ned) =1, (B.5la)
' ne?)=e (P nel) =€ *(eAed) =e, (B.51b)
el =e?ned, fe?=ePNel, *ed=el Ned (B.51c)

Um espago tangente euclidiano é sempre nilpotente (de ordem dois) em relacao ao mapa
dual: o (mapa) dual do (mapa) dual é a identidade. Pode haver uma troca de sinais em

espagos pseudo-riemannianos (digamos, antinilpotente).

O mapa dual de Hodge entre 1-formas tem o significado de produto vetorial. Sejam

U =wvre' +vae® + vse’, (B.52)

0 = ure + use® + uge
dois vetores numa base ortonormal. O produto vetorial entre eles é
i X U = (ugv3 — ugvy)e' + (usvy — uyvs)e? + (uyvy — uguy e’ (B.53)
Podemos representar estes dois vetores pelas 1-formas
u=ure! + use® + uze®, v =viet + vge? + vye’. (B.54)
O produto exterior entre elas é
uAv = (u1vy — ugvy)et A e? — (uzvy — ugvz)et A e® + (ugus — uzvy)e? A e’ (B.55)
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Capitulo B. Formas B.5. Mapa dual

Verifique que o mapa dual deste produto exterior é exatamente o produto vetorial (B.53):

(wAv) = (uvg — ugvy) *(e! A e?) — (ugvy — uyvs) *(e' A e3) + (ugvs — ugvy) *(€2 A )

= (upv3 — uzva)e! + (uzvy — ugvs)e® + (ugvg — upvy)e®.  (B.56)

Considerando o espago tangente com a métrica de Minkowski (A.25), serd muito util
calcular, via (B.48), todos os duais *\ de cada elemento A nas bases mostradas na Tabela B.1.
Em todos os casos, temos 0 = e” A el A e? A e?, com a identificacio ¢ = dx’. Os espacos A°

e A* sao complementares,
T=—e"Netnene®, “(Pnel AeP Aed) = 1. (B.57)

Note que o dual do dual aqui troca de sinal.

Os espacos A' e A3 também sao complementares. A forma genérica de um dual *)\ ao
espaco A' é uma combinacao linear dos elementos da base k = 3 na Tabela B.1 e podemos
usar 4 como um dos elementos desta mesma base para determinar, via (B.48), os coeficientes
da combinacdo linear em *\. Aplicando este procedimento aos espacos A' e A3, obtemos
(verifique)

e = —el Ae? Aed, el,

(B.58)

2

=

el = —eONe2Aed, *(ePNe? Aed) = —el
) = —¢,
%) =

(e!
(

2= —ePNe3Ael, (A3 Ael
(

3

*e3=—eOANel Ae?, (P Ael Ae —e3,

respectivamente. Desta vez, o dual do dual nao troca de sinal.

Por fim, o espaco A? ¢ dual a ele mesmo. Repetindo o procedimento anterior, temos
(verifique)
*(ONel)=+e2 ned, *(e2ned)=—e Ael,
*(ONe?) =+e3 nel, *(e3Nnel) =—eP Ae?, (B.59)

(P Ned)=4el Ae?, *(e' Ne?) = —eP A el

Aqui, o dual do dual troca de sinal.

Em geral, considerando uma métrica com assinatura t (soma dos autovalores) num espaco

tangente de dimensdo n, a paridade do mapa dual no espaco A¥ é dada por
N=(=1PN, p=k(n—k)+(n—1t)/2 mod 2. (B.60)
Verifique isto para os exemplos anteriores.
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B.6 Produto interior

A Tabela B.2 sintetiza as operagoes binarias envolvendo k-formas (no espago A*) e vetores
tangentes (no espaco T) e seus duais (no espago T*). A derivada exterior é um caso particular
de produto exterior. Naturalmente, os produtos internos (ou escalares) dependem da métrica
e sua inversa. Apesar do mapa dual ndo ser uma operacao binaria, foi adicionado por
depender do produto exterior e do produto interno, portanto, dependente da métrica. A
derivada exterior também nao é uma operagao binaria, mas foi adicionada para completar o
quadro de mapas lineares importantes. Esta secdo explora a forma operacional do produto

interior, uma operacgao binaria envolvendo um vetor tangente e uma k-forma.

exterior - A- AP X AL AME XA = (—DFuA N

interior  v-  TxAF = AU (e, e ) = plv,egy, e )
Lie £ Tx A= AF Lot = ty(dp) + d(typ)

interno ~ (:[-) TxT—R (eile;) = gi;

interno  (:|-) T*xT* =R (e'ed) = g

dual AR AR A p=(Ap)o, o€ A"

derivada d AR — AMF d = dx'0;

Tabela B.2: Operagoes binérias envolvendo k-formas (no espago A¥) e vetores tangentes (no
espaco T) e seus duais (no espago T*). A operacao Lie é denominada de derivada de Lie.

O produto interior, definido por
L T AY = A ey, e ) = (v, e, e ), (B.61)

onde v € T, \,u € A¥ e 1,u € A*!) & (verifique) bilinear, antissimétrico e uma antiderivada

(para uma k-forma impar):

wf=0, feA (B.62a)

Lo(N+ ap) = Ly + atyp, (B.62b)
Lotau = Ly + ALy A, (B.62c)
Lulp A = —Lyly\, (B.62d)

LA A W) = (LX) Aw+ (=DFXA (L,w). (B.62e)

Nesta ultima propriedade, w € AP, ou seja, w e A nao precisam ser do mesmo tipo. Note que

o produto interior de uma funcao f € A° é nulo, por definicao, ¢, f = 0.
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Capitulo B. Formas B.6. Produto interior

Considerando o espaco A! das 1-formas, o espaco A é o espaco das funcoes escalares,

cuja base ¢ a unidade. Assim, a defini¢ao (B.61) torna-se em

Lopt = p(v), (B.63)

a propria defini¢do de um vetor tangente dual (covetores) dada em (A.3). Sera util especia-

lizar o produto interno (B.63) para a 1-forma (B.32), a derivada exterior, (verifique)

df = df(v) = o(f). (B.64)

Para 1 no espaco A? das 2-formas, espaco tangente T tridimensional,

p=ppe' Ne* + g e’ Ae' + pugge’ Aed i = —p, (B.65)
o produto interior ¢,i ¢ uma l-forma, portanto uma combinacgao linear da base €
Lt = i€ (B.66)
onde introduzimos a notagao conveniente,

li = Lo, (B.67)

Basta considerar os vetores tangentes de base, v = e;. Os coeficientes «;; da combina¢ao
linear (B.66), como sempre, sdo dados pelas a¢oes do produto interior na base e; do espaco

tangente associado (verifique),

;= tipi(e;) = pi(ei, €5) = ;. (B.68)
Portanto, temos (verifique)
vV==e = L/t =fh2e + 3 e’, (B.69a)
V=€ = Lok = U2 el + 23 63, (B69b)
V=e3 = i3/l = iz € + [132€>. (B.69c)

E instrutivo considerar os produtos interiores da 2-forma campo eletromagnético

F=dx°AE — B = E,dx° A dx' + E,dx° A dx* + E5dx° A dx®
— B dx® Adx® — cBydx® Adx' — cBsdx' Adx®, (B.70)
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B.7. Derivada de Lie Capitulo B. Formas

no espago tangente de Minkowski, e sua dual

“F =dx’ A ¢*B + *E = ¢B; dx® A dx! + ¢By dx® A dx? + ¢B; dx° A dx®
+ B dx® Adx? + Eydx® Adx' + Esdx' Adx?, (B.71)

na direcao dos vetores tangentes de base e,. Temos (verifique),

wF = +B, dx" + B, dx* + E;dx® = E, (B.72a)
uF = —F,dx° + ¢Bydx® — cBs dx?, (B.72Db)
1oF = —Eydx" + ¢Bydx' — ¢B; dx®, (B.72c)
13F = —E3dx” + ¢B; dx? — cB, dx!' (B.72d)
e (verifique)
10*F = 4+¢B; dx' 4+ ¢By dx* + ¢B; dx® = ¢*B, (B.73a)
1'F = —cB dx’ — By dx® + E3dx?, (B.73b)
1*F = —cBydx’ — B3 dx' + E; dx°, (B.73c)
13°F = —cBsdx® — B, dx® + E, dx". (B.73d)

Novamente vemos as transformacoes *E — —cB e ¢*B — E ao passarmos de (B.72) para

(B.73), bem como as transformacoes E — ¢*B e ¢cB — —*E ao passarmos de (B.73) para
(B.72).

B.7 Derivada de Lie

A derivada de Lie de uma k-forma é um mapa linear,
£:T x AF = AF, (B.74)
definido pela operacao binaria
£uw = [ty,d], w=t,(dw) +d(t,w), u €T, we A" (B.75)
Esta derivada de Lie quando aplicada a uma funcao,
£, f=t.(df) (B.76)
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Capitulo B. Formas B.7. Derivada de Lie

onde usamos a propriedade ¢, f = 0, é idéntica & agdo de um vetor tangente (verifique),
£, f =w(df) =df(u) = u(f). (B.77)
Quando aplicada a derivada exterior, sua acao é idéntica & derivada exterior (verifique),
£,df =d(e,df) =du(f) =d£, f, (B.78)
onde usamos d? = 0 e a acdo (B.77) na tltima igualdade.
A derivada de Lie (B.75) satisfaz a regra de Leibniz para quaisquer formas w € A e

n €A
LowAn) =Eew)An+wA (£yn). (B.79)

Para verificar esta propriedade (verifique), precisamos usar as propriedades (B.33) e (B.62¢)

apos desenvolver o lado esquerdo usando a definicdo em (B.75).

As derivadas exterior e de Lie comutam,
d, £, ]Jw=0, d£,w) =%£,(dw). (B.80)

Para verificarmos esta propriedade, podemos proceder por inducao, iniciando escrevendo a

k-forma w na forma

w=df An, ne A (B.81)
Assim, temos (verifique)
dw = —df A (dn). (B.82)
Desta forma, temos (verifique)
£,w=(£,df) An+df A(£.n), (B.83a)
Lydw=—(£,df)ANdn—df A (£,dn). (B.83b)

Precisamos tomar a derivada exterior da primeira destas relagoes (verifique),
d£,w)=—£,df) Adn—df A (dE. 1), (B.84)

onde usamos o Teorema 1, d° = 0, e a agdo (B.78). Portanto, podemos observar que se a
propriedade (B.80) é vilida em A*! isto é, d£,n = £,dn, entdo ela sera valida também

em A*. A agao (B.78) completa a demonstragdo.
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B.7. Derivada de Lie Capitulo B. Formas

A derivada de Lie em si ndo é comutativa e nao comuta com o produto interior:

LW = [, £0] W, (B.8ba)
Liyw = [£y, by w. (B.85b)

Vale mencionar que a derivada de Lie é um mapa multilinear, porém os coeficientes das

combinagoes lineares precisam ser constantes,

Ly(w+an) =Lw + alyn, (B.86a)
Lutar W = ELyw + af,w, (B.86b)
Lrw = fLw+df A (Lw), (B.86¢)

com u,v € T, w,n € A¥, f € A° e @ uma constante.
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