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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introito

Apesar dos fenomenos elétricos e magnéticos fazerem parte do conhecimento humano desde
tempos imemoraveis, somente no Século 19 eles foram unificados. Os fenomenos elétricos e
magnéticos fazem parte do Eletromagnetismo, uma teoria regida por dois campos vetoriais
obedecendo cinco leis. Campos sao fungoes matematicas da posi¢ao e do tempo. Um campo
vetorial ¢ uma regra para pregarmos vetores numa dada posicao espacial num dado instante
de tempo.

Para fixar uma notacao, os fendémenos elétricos sao descritos pelo campo elétrico E e os
fendmenos magnéticos sao descritos pelo campo magnético B. Esses dois campos vetoriais
sao criados por suas fontes, distribuicoes de cargas elétricas e, no caso do campo magnético,
correntes elétricas (cargas em movimento). Curiosamente nio temos cargas magnéticas (ou
ainda nao foram detectadas ou criadas artificialmente). Igualmente curioso, sabemos da
existéncia da carga elétrica e que ela é somente encontrada em multiplos inteiros da carga
e do elétron e apresenta dois “sabores”™ positiva e negativa. Por isso se costuma dizer que
carga elétrica é quantizada, ou seja, nao existe em qualquer quantidade e sabor. Massa
também é um tipo de carga, a carga inercial, responsavel pela dificuldade de mudarmos a
trajetoria de um objeto. Newton foi o primeiro a propor também a existéncia de uma carga
gravitacional, responsavel pela atracao gravitacional. Também foi o primeiro a verificar
(experimentalmente) a igualdade entre carga gravitacional e carga inercial. Desde entao
estas cargas, a gravitacional e a inercial, passaram a ser chamadas de apenas massa. Massa
existe em qualquer quantidade (sera?) e em apenas um sabor, positiva.

Em geral, um campo vetorial produz uma for¢ca num corpo teste. No Eletromagnetismo,
esse corpo teste é uma (pequena) carga elétrica q. Na gravitagdo newtoniana, esse corpo teste
é uma pequena massa m. A forca elétrica produzida pelo campo elétrico E numa carga teste

q ¢ simplesmente o produto do campo elétrico pela carga teste, qE. E a mesma estrutura
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da forca gravitacional. O campo magnético produz uma forca que depende da velocidade da

carga teste, qU X g, a qual nao tem paralelo na gravitacao newtoniana. Desta forma,

—

F,=qE+q¥x B, (1.1)

denominada de forca de Maxwell-Lorentz, ou simplesmente de forca de Lorentz, caracteriza

mecanicamente os campos vetoriais elétrico £/ e magnético B.

Ao contrario da gravitacao Newtoniana, que é descrita por apenas um campo vetorial,
o Eletromagnetismo requer dois campos vetoriais. Mais ainda: estes dois campos vetoriais
nao sao independentes. As quatro equacoes de Maxwell estabelecem vinculos entres as
taxas de variacdo (no espago e no tempo) das componentes dos campos vetoriais elétrico
e magnético. Esses vinculos sdo equagoes diferenciais parciais (EDP) de primeira ordem.
Como consequéncia, apenas duas entre as seis componentes destes campos vetoriais EeB

serao independentes.

Cada equagao de Maxwell representa uma lei do Eletromagnetismo. Cada uma das leis
¢ uma historia a parte, unificadas em definitivo por Maxwell em 1861. No Séc. 17, outra
unificacao importante foi revelada por Newton: forga e aceleracao estao intimamente relaci-
onadas, embora sejam quantidades muito diferentes. Forca é a representacao matematica de
uma interacao entre dois corpos enquanto aceleracao é uma quantidade cinemaética, a taxa
de variagado do vetor velocidade. Essa foi a primeira grande unificacao de dois fenémenos
naturais aparentemente distintos. Essas unificacoes de feno6menos naturais servem para in-
dicar o grau de compreensao acerca de algumas propriedades basicas da nossa natureza. A
unificacao dos efeitos elétricos e magnéticos foi um feito extraordinario. Tao extraordinario
ao ponto de revelar que luz é um fenémeno eletromagnético (no caso, uma onda), com uma
velocidade finita, a qual é um limite para velocidades de objetos. Nada pode ultrapassar
a velocidade da luz. Esse limite foi estabelecido pela Relatividade Especial de Einstein em
1905. Certamente nao podemos esquecer os avancos tecnologicos baseados em fendmenos

eletromagnéticos.

Outra caracteristica surpreendente das equacoes de Maxwell de 1861 é a intima relacao
com a Relatividade Especial, estabelecida por Einstein em 1905, 30 anos depois. Logo apos
sua descoberta, a Relatividade Especial tornou-se num paradigma a ser respeitado por todas
as teorias fisicas. Notavelmente, a teoria eletromagnética de Maxwell, elaborada 30 anos
antes, ¢ totalmente compativel com a Relatividade Especial. E nossa intencio expor aqui as
equagoes de Maxwell, suas interpretacoes e relacao com a Relatividade Especial, destacando

as bases matematicas, bem como algumas de suas aplicacoes.
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1.2 Leis béasicas

Equacoes de Maxwell. Maxwell (1861) foi o responsével pela sintese das leis que regem
os fendmenos elétricos e magnéticos e pela unificacao deles. A constante ¢ nestas equacoes

representa a velocidade da luz. As demais quantidades serdao definidas em seguida.

1. Existéncia de carga elétrica (Coulomb, 1785):

V-E= AnC, p, C, = . (1.2)
TEQ
2. Auséncia de carga magnética (Maxwell, 1861):
V-eB=0. (1.3)
3. Indugao I (Ampére, 1825; Maxwell, 1861):
- - 10 = 4w, -
VxeB=+-—FE+—C.J. 1.4
e +cat * c (14)
4. Inducao II (Faraday, 1831):
. .10 -
E=———cB. 1.
V x S 5C (1.5)

Quantidades. Maxwell foi o primeiro a mostrar que a velocidade da luz (no vacuo) é
dada pelas constantes fundamentais presentes em suas equagoes: ¢ = 1/eyug, onde €y ¢ a
constante elétrica (ou permissividade do vacuo) e py é a constante magnética (ou perme-
abilidade do vacuo). Os valores destas constantes estdo dados logo abaixo. Na for¢a de
Maxwell-Lorentz, ¢ ¢ uma carga teste. Nas equacoes de Maxwell, p é a densidade de carga
(carga por unidade de volume) da fonte e J ¢ a densidade de corrente (corrente por unidade
de area), a qual serd definida mais adiante. A unidade de carga elétrica no sistema inter-
nacional (SI) de medidas foi denominada de Coulomb (C). Carga elétrica em movimento é

corrente elétrica, carga por unidade de tempo, cuja unidade (SI) ¢ Ampere (A=C/s).

1.3 Fatos notaveis

O Eletromagnetismo permeia tanto o mundo classico, dominado pelas leis da Mecéanica
newtoniana, para citar apenas uma teoria tipica desse mundo, quanto no mundo quantico,
dominado pelas leis da Fisica Quantica, que nao tem precedentes no mundo classico. Talvez
por isso, haja tantos fatos extra-ordinarios no Eletromagnetismo. Abaixo, uma lista singela

de alguns deles:
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1. Existe carga elétrica, mas nao existe carga magnética.

2. A carga elétrica é quantizada, isto é, existe apenas como multiplo inteiro da carga do

elétron.
3. Carga elétrica é conservada e existem dois tipos (positiva e negativa).

4. A velocidade da luz é uma constante universal.

1.4 Dimensoes e unidades

Dimensoes. Como conhecemos as dimensoes de for¢a, uma concepcao newtoniana, entao
podemos usar a forca de Maxwell-Lorentz para determinar as dimensoes dos campos elétrico
(E) e magnético (B). Veja o Apéndice A para mais detalhes. Como as dimensdes de forca
sdo as mesmas de massa (M) vezes velocidade ao quadrado e que as dimensdes de velocidade

sdo as mesmas de comprimento (L) por tempo (T), entdo as dimensdes de forca sao

ML
Portanto, da forca de Maxwell-Lorentz, temos
ML? M
[][Q][qv]:[]QT2,[]QT, (1.7)

onde usamos (Q para a dimensao de carga elétrica. Destas dimensoes destes dois campos,

podemos perceber que E e cB possuem as mesmas dimensoes.

Unidades. Usaremos o Sistema Internacional (SI) de unidades.'

1. Carga elétrica: Coulomb (C).
2. Corrente elétrica: Ampere (A=C/s).
3. Forca: Newton (N=kgm?/s?).

4. Campo magnético: Tesla (T=kg/Cs).

! Atualmente se usa o Ampere no lugar do Coulomb, mas continuaremos com Coulomb. Veja aqui as
novas definicoes.


https://www.nist.gov/si-redefinition
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1.5 Constantes universais

As constantes abaixo sao fundamentais ao Eletromagnetismo e sao medidas periodicamente
(veja CODATA para conferir os valores mais recentes). Valores no Sistema Internacional

(SI) de unidades referentes ao vacuo.
1. Carga elétrica: e = 1,602176634 10712 C.
2. Permissividade: ¢y = 8,854 187817107'% C?/Nm?.
3. Permeabilidade: 1o = 1,256 637062 1076 Ns?/C2.

4. Velocidade da luz: ¢ = 1/\/€oug = 299792 458,0 m/s.

1.6 Efeito AAS

A Figura 1.1 mostra a variacdo de intensidade do campo magnético perto da superficie
terrestre. A ordem de grandeza é um bilionésimo (nano) de Tesla (nT). Note que estamos
numa regiao onde os valores da intensidade deste campo estd bem abaixo do valor médio.
Trata-se da “Anomalia do Atlantico Sul” (AAS), muito ruim para satélites e naves espaciais

(veja aqui para mais informacoes).

2020

nT

22000 32000 42000 52000 62000

Figura 1.1: Intensidade do campo magnético perto da superficie terrestre. A regido de
intensidades baixas é denominada Anomalia do Atlantico Sul (AAS)


https://www.nist.gov/pml/fundamental-physical-constants
https://en.wikipedia.org/wiki/South_Atlantic_Anomaly

Capitulo 2

Primeira equacao de Maxwell

2.1 Introducao

A primeira equacao de Maxwell diz respeito a existéncia de carga elétrica:

1

Aeg

V-E=4nC,p, C, (2.1)
A divergéncia V- E do campo elétrico Eé proporcional & densidade p de carga elétrica em
cada posicao, num determinado tempo. Aqui, tanto o campo vetorial E , COMO 0 CamMpo esca-
lar p, podem ser considerados dependentes de quatro variaveis: trés delas identificando uma
posicao espacial tridimensional e a quarta identificando um momento no tempo. Veremos
mais adiante que a Relatividade Especial unifica posi¢ao e tempo, formando o espacotempo
quadridimensional.

A seguir, partindo da lei de Coulomb estabelecendo a forca entre cargas elétricas, intro-
duzindo a noc¢ao de campo elétrico, associado a fonte, bem como introduzindo os conceitos
de potencial elétrico e energia elétrica, chegaremos a primeira equacao de Maxwell na forma
(2.1). Para tal, precisaremos dos conceitos de circuitacao (ou circulagio) e de fluxo de um
campo vetorial. O lema de Gauss a respeito do fluxo de campos vetoriais com uma simetria
radial e inversamente proporcionais ao inverso do quadrado da distancia sera a ponte entre

a lei de Coulomb e a primeira equacao de Maxwell.

2.2 O campo elétrico

O campo elétrico E ¢ responsavel pela forca elétrica entre cargas elétricas, descoberta por
Coulomb em 1785. Postula-se hoje a existéncia de cargas elétricas, de dois tipos (positiva

e negativa), com valores (absolutos) sempre como miltiplos inteiros da carga eletronica

6
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(em modulo), e conservadas. Estas cargas elétricas estao presentes em elétrons e protons,
constituintes de 4tomos (juntamente com néutrons, que nao possuem cargas elétricas). Por
razoes historicas, o proton tem carga positiva e o elétron tem carga negativa. Ambos, proton

e elétron, tém a mesma intensidade da carga (e = 1,602 x 1071 C).

O modelo basico é o campo elétrico E criado por uma carga fonte “pontual” @),

= . Q
E = ET(T) r, ET<7") = Ceﬁ, (22)
onde C, é a constante elétrica
C, 1 8&%x10“-91($) (2.3)
e — ) € = 9 . .
47eg 0 Nm?

Valores medidos no vacuo. Note que o campo vetorial em (2.2) tem simetria esférica: ele
é sempre radial e seu modulo é o mesmo sobre a casca esférica de raio r. Portanto o uso
de coordenadas esféricas (r,0, ). Note a auséncia das coordenadas angulares (6, ) na
componente radial E, do campo elétrico. Com a carga fonte () na origem de um sistema de

coordenadas cartesiano ortonormal, a distancia radial r é o médulo do vetor posicao 7,
- 5 5 72 2 o o2 2 2
F=xi+yj+zk, r=|Ff|"=7r-F=a"+y+ 2~ (2.4)

O que faz um campo elétrico? Ele cria uma for¢a (mensuravel) numa carga teste g,
F=qE. (2.5)

Esta é a forca elétrica, a qual define a acao do campo elétrico. A forca elétrica entre cargas

elétricas () e q, separadas por uma distancia r, foi descoberta por Coulomb em 1785,

F=0%

(2.6)
Note a semelhan¢a com a for¢a gravitacional proposta por Newton (quase um século antes).
A diferenca béasica é que somente existe um tipo de carga gravitacional, positiva, denominada
de “massa”. A forca elétrica de Coulomb é atrativa para cargas com sinais diferentes e

repulsiva para cargas de mesmo sinal.

Consequentemente, da Eq. (2.5), as unidades de campo elétrico no sistema internacional
(SI) sao as mesmas unidades de for¢a (Newton) por carga elétrica (Coulomb), rebatizadas de
Volt por metro, N/C=V/m. O Volt, uma homenagem a Alessandro Volta (1799), inventor

das modernas baterias elétricas, é a unidade de potencial elétrico no SI como veremos adiante.

Como exemplo, considere o campo elétrico criado por um préton, carga elétrica () = +-e.

7



2.2. O campo elétrico Capitulo 2. Primeira equacao de Maxwell

O campo elétrico a uma distancia de 0,5 A (um Angstrom A equivale a 107'° m) tem a
intensidade de 5,759 x 10" V/m. Um elétron, de carga ¢ = —e, colocado nesta distancia
sofre uma forga atrativa de intensidade 9,226 x 107 N. Este ¢ o modelo bésico (classico) do
atomo de hidrogénio.

Havendo vérias cargas fontes pontuais, @);, ¢ < N, localizadas pelo vetor posicao 7;, o
campo elétrico resultante na posicao 7 (veja a Figura 2.1 para visualizar estes dois vetores

posicao) serd a soma vetorial de cada campo elétrico individual,

N —

E(r) = 3 E(7) cz@z”; e (2.7)

Esta superposicao de campos individuais somente é possivel porque a carga fonte pontual
entra de forma linear na defini¢do (2.2) do campo elétrico correspondente. O sinal no nu-
merador ¢ decidido impondo que a forca qE numa carga teste ¢ seja atrativa para cargas de

mesmo sinal e repulsiva para cargas de sinais opostos.

Exercicio 1. Considere um sistema neutro formado por uma carga positiva ()1 = 2e e
outras duas negativas Qs = —e e Q3 = —e colocadas (fizxas) nos vértices de um triangulo
equildtero de lado a = 1 A. Calcule o vetor forca resultante numa carga teste colocada no
centro desse tridngulo. Sugestao: use a soma vetorial em 2.7 com o vetor posi¢cao r dado
pelas coordenadas do centro do tridngulo. Use o sistema de coordenadas que simplifique suas

expressoes.

Até agora temos considerado um sistema discreto de cargas pontuais. Uma situagao igual-
mente interessante surge quando uma determinada regiao ¢ preenchida por cargas elétricas
segundo alguma funcao densidade dada, p = p(z,y,2). A densidade pode ser volumétrica,
carga por volume (p = dQ/dV'), superficial, carga por area (o = d@)/dA), ou linear, carga
por comprimento (A = d@Q/dl). Estamos assumindo que esta distribuicao de cargas seja
continua, podendo variar suavemente na posi¢ao, mas fixa no tempo. A carga total () num

volume V' é dada por uma integral multipla sobre toda a regiao contendo cargas
Q- / pdv (2.8)
J

Em geral o elemento de volume também é uma funcao da posicao. Em coordenadas car-
tesianas, ele é da forma dV = dx dydz, constante. No entanto, em coordenadas esféricas
com simetria radial ele é dependente da coordenada radial, dV = 4w r2dr. Observe que

a integracao (em ) desse volume infinitesimal nos da o volume de uma esfera de raio r,

V =dnr3/3.
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O campo elétrico resultante E(f’) na posicao da carga teste ¢ mostrada na Figura 2.1
¢ a superposicao linear de todos os campos infinitesimais criados pelo elemento de carga

infinitesimal d(), ocupando um volume dV na posicao ,

—

B i 7 — i
E = dQ— = 0)dV (1) ————. 2.

C. [ o= = c. [ stavii (29)
14

i
A integracao é feita apenas na regiao contendo cargas, cujos pontos sao descritos pelo vetor
posicao u. Apods a integracao, nas coordenadas do vetor w, restard um campo vetorial
dependente das coordenadas do vetor posicao 7, onde uma carga teste ¢ pode ser colocada.
Por mais interessante que seja este exercicio de integracao multipla, usaremos uma outra
forma, bem mais simples (devida a Gauss), de calcular o campo elétrico de uma distribuicao

continua de cargas. A restricao é que tais distribuicoes precisam apresentar formas altamente

simétricas, como esferas e cilindros.

q

Figura 2.1: Sistema inercial de coordenadas . O vetor posicao u varre a regiao do volume
V. O vetor posicao 7 especifica a posi¢ao da carga teste q.

2.3 O potencial escalar

Na mecanica newtoniana, o “custo por unidade de massa” para um objeto se movimentar
numa trajetoria determinada por um campo vetorial E, que produz uma for¢ca numa massa

teste, & denominado de trabalho especifico w (trabalho por unidade de massa), definido por

9



2.3. O potencial escalar Capitulo 2. Primeira equacao de Maxwell

uma integral de caminho,
b

Aw = /E - dF, (2.10)

a
Este é o trabalho (especifico) para sair do ponto a e chegar ao ponto b numa trajetoria
representada (na forma paramétrica) pelo vetor posi¢ao 7 do objeto em movimento sob a a¢do
da forca (resultante) produzida pelo campo vetorial E. Trabalho (especifico) é essencialmente

a soma das projecoes do campo vetorial E sobre as direcbes tangentes dr,

F=zi+tyj+zk, di=dei+dyj+dzk. (2.11)

Em principio, a integral de caminho (2.10) depende da trajetoria unindo os pontos a e
b. No entanto, existem certos campos vetoriais especiais para as quais a integral de caminho
(2.10) nao depende da trajetoria unindo os pontos a e b. Esta foi uma descoberta que
permaneceu escondida por muitos séculos. Se a integral de caminho (2.10) nao depende da
trajetoria, entao o trabalho na ida, de a para b, por qualquer trajetoria, dever ser menos o
trabalho na volta, de b para a, por qualquer trajetoria. Ou seja, o trabalho desses campos

vetoriais especiais numa trajetoria fechada é nulo,
AW = j{E -dF = 0. (2.12)

Quando o trabalho numa trajetoria fechada é nulo, o campo vetorial ¢ denominado de campo

vetorial conservativo.

Como mostrado na Sec. D.2, um campo conservativo £ é derivado (teorema) de um

campo escalar ¢ (verifique),
E=-V¢, (2.13)

onde o sinal negativo foi introduzido por conveniéncia. O campo escalar ¢ é denominado de
potencial escalar ou, simplesmente, potencial elétrico em Eletromagnetismo. Desta forma,
como mostrado na Sec. D.2, introduzindo (2.13) na defini¢cdo (2.10) de trabalho especifico,

temos (verifique)
b

Aw = /E AP = —Ad. (2.14)

a
Como essa integral de caminho nao depende da trajetoéria, o ponto inicial pode ser fixado
(por alguma conveniéncia) e o ponto final b pode ser escolhido livremente como uma posigao

qualquer 7. Isto torna o potencial escalar ¢ num campo escalar ¢(7), isto é, uma funcao da
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Capitulo 2. Primeira equacao de Maxwell 2.3. O potencial escalar

posicao,
O(F) = —/E-dﬁ (2.15)

Assim, o potencial escalar estard definido a menos de uma constante arbitraria, a qual
podera ser escolhida por conveniéncia, por exemplo escolhendo o valor do potencial numa
determinada posigao.

As dimensoes de potencial elétrico sdo as mesmas de campo elétrico (forga por carga)

vezes comprimento,

ML? Nm

6] = [E - dF] = =V. (2.16)

J
- C
Consequentemente, as unidades de potencial elétrico no Sistema Internacional (SI) de me-
didas sdo as mesmas de energia (Joule) por carga (Coulomb), rebatizada de Volt, J/C—V,
em homenagem a Alessandro Volta (1799), inventor das baterias modernas. O Volt tem um

papel fundamental nas aplicagoes tecnologicas (eletronica) do Eletromagnetismo.

Sobre a conveniéncia da introducdo do sinal negativo em (2.13). Devido ao teorema
trabalho-energia cinética, a variacao de trabalho especifico Aw pode ser calculada pela va-
riagao de energia cinética especifica A1, com 7 = T/m = v?/2, isto é, Aw = Ar. Para um
campo vetorial conservativo, de (2.14) temos Aw = —A¢. Portanto, a soma 7 + ¢ = ¢,

denominada de energia mecanica especifica, ¢ uma quantidade conservada,
Ae = AT+ Ap = Aw — Aw = 0. (2.17)

Multiplicando a energia mecanica especifica pela massa do objeto teste se tem a energia
mecanica dele. Campos conservativos levam a conservacao da energia mecanica. O campo
elétrico é conservativo, pois ¢ derivado de um campo escalar. Consequentemente, a energia

(elétrica) sera conservada. Esta conservacdo se desfaz para campos dependentes do tempo.

Conhecendo o campo elétrico E produzido por uma carga pontual (), dado pela lei de
Coulomb em (2.2), o potencial elétrico correspondente pode ser calculado imediatamente em
coordenadas esféricas (dr' = dr ),

o(r) = —/E ~dr = —C'EQ/;2 ~drr = C’eg + cte. (2.18)

A constante cte pode ser escolhida igual a zero para termos o valor do potencial elétrico nulo
no infinito (r — o00). Assim, temos o potencial elétrico e o campo elétrico de uma carga
pontual (r > 0),

Q

K
r

E(r) = =Vo(r)=C ¢ 7 (2.19)

—
r2

o(r) = Ce

11
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onde o campo vetorial E é criado pela variagao do campo escalar ¢, ou entao

r

E(r) = cegf, o(r) = —/E AP = ce% (2.20)

onde o campo escalar ¢ é criado pela circulagdo (integral de caminho) do campo vetorial E.

No atomo de hidrogénio, onde um elétron esté a uma distancia de 0,5 A (um Angstrom A
equivale a 1071 m) do proton, o potencial elétrico na posigao do elétron é 28,8 V (verifique).
Multiplicando o potencial elétrico pela carga do elétron, tem-se sua energia potencial.

Em geral, é mais econdmico computacionalmente calcular primeiro o potencial de alguma
distribuicao de cargas (discreta ou continua) e depois tomar o gradiente (com o sinal negativo)
para obter o campo elétrico (um vetor). No entanto, para distribuigbes de cargas com uma
geometria exibindo simetrias altas, poderemos calcular primeiro o campo elétrico com mais

facilidade (via a lei de Gauss) e depois calcular o potencial elétrico por uma integragao.

O potencial de um sistema de N cargas pontuais ();, localizadas na posicao u;, é a soma

dos potenciais (2.19) de cada carga pontual,

N 0

oM =Cc) == (2.21)
’ ; 17— i

A Figura 2.2 exibe os vetores posicao envolvidos em um sistema de coordenadas cartesiano

simbolico, onde apenas a origem O é mostrada. Note que o denominador em (2.21) é a

distancia entre uma carga ); e o ponto de observacao 7 (onde a carga teste ¢ é colocada).

2.4 A energia potencial

Assim como a forga elétrica F produzida numa carga teste ¢ ¢ criada pelo campo elétrico
E, F = qE, a energia potencial elétrica U da carga teste é criada pelo potencial elétrico
o, u = q¢. A Tabela 2.1 sintetiza estas relacoes. Os campos vetoriais na primeira coluna
sdo derivados dos campos escalares na segunda coluna (note o sinal negativo na frente do
gradiente). Por outro lado, podemos também afirmar que os campos escalares sao integrados

(circulagao) dos campos vetoriais.

Por razoes historias, o campo vetorial F' ficou conhecido como “forca elétrica” e o campo
vetorial £ por “campo elétrico”. O campo escalar U ficou conhecido por “energia potencial

elétrica” e o campo escalar ¢ por “potencial elétrico”.

As dimensdes de energia potencial sao as mesmas de potencial elétrico vezes carga, ou

12
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();
()

o

Figura 2.2: Sistema inercial de coordenadas 0. O vetor posicao u; indica a posicao das
cargas pontuais ;. O vetor posicao 7 especifica a posicao da carga teste q.

Campos vetoriais ‘ Campos escalares
E=-V¢ | oé=-[E-dF
F=qE=-VU|U=q¢=~[F-dF

Tabela 2.1: Inter-relagoes entre os campos elétricos escalares e vetoriais.

de forga vezes distancia (energia),

U] = [qd] = MT—LQ (S): Nm = J. (2.22)

2
O Joule (J) como unidade de energia ¢ uma homenagem a James Joule pelos seus experi-
mentos mostrando a equivaléncia entre energia térmica (calor) e energia mecanica em 1843

(outra unificagdo importante).

No 4tomo de hidrogénio, onde um elétron estd a uma distancia de 0,5 A (um Angstrom
A equivale a 10710 m) do proton, o potencial elétrico na posi¢ao do elétron é 28,8 V e sua
energia potencial elétrica ¢ —4,6 x 107 J. Como esse nfimero é muito pequeno, define-se
uma outra unidade de energia elétrica, o elétron-volt (eV), como sendo a energia elétrica de

um elétron colocado num potencial elétrico de um Volt. Assim, a energia elétrica do elétron
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2.5. Gauss Capitulo 2. Primeira equacao de Maxwell

nesse atomo de hidrogénio classico é de —28,8 eV. Vale mencionar que a energia observada

¢ —13,6 eV, mostrando uma grande discrepancia com essa versao classica.

2.5 Gauss

Em geral se usa integracoes miltiplas para obter primeiro o potencial elétrico de uma dada
distribuicao continua de cargas contidas numa certa regiao. Em geral esse procedimento
requer muito trabalho manual. No entanto, quando tais distribui¢oes continuas de cargas
apresentam formas simétricas, como esferas, cilindros e planos infinitos, o uso do lema de
Gauss torna o célculo do campo elétrico muito simples. Gauss nao estava interessado em
Eletromagnetismo. Gauss estava interessado em fluxo e simetrias. O titulo “lei de Gauss” é
um exagero, mas pegou. Na realidade nao existe uma lei de Gauss para o Eletromagnetismo.
Acontece que a lei de Coulomb pode ser reescrita numa forma muito inspiradora usando um
lema e um teorema, atribuidos a Gauss.

Os trabalhos de Gauss em 1813 sobre Geometria deu uma excelente contribuicao ao Ele-
tromagnetismo sintetizado pelas equacoes de Maxwell de 1861. A esséncia desta contribuicao
de Gauss, conhecida por “lei de Gauss”, é a relacao entre o fluxo do campo elétrico com suas
cargas fonte, valida somente para campos com uma dependéncia exata com o inverso do qua-

drado (exatamente) da distancia. Os conceitos de dngulo solido e fluxo sdo fundamentais.

2.5.1 Angulo sélido

Considere a circunferéncia C', de raio r, mostrada na Figura 2.3a. O arco compreendido
pelo angulo df tem comprimento dl = rdf. Denomina-se de angulo so6lido df) o angulo

subentendido pelo arco de comprimento dl, definido por

dQ:rﬁa dl=din, 7 =

?

=Sy

(2.23)

onde o versor n é perpendicular ao arco infinitesimal dl. Considerando o arco infinitesimal
dl sobre a circunferéncia C', de raio r, entao os versores n e 7 sao paralelos e o angulo s6lido
em (2.23) pode ser simplificado,
r-dl 7 -nrdd
dQ p— pr— pr—

T r

do. (2.24)

Assim, o angulo so6lido df2 no plano coincide com o angulo polar df subentendido pelo arco de
comprimento infinitesimal dl. Portanto, o angulo solido compreendido pela circunferéncia C'

é (2 = 27. Meia circunferéncia corresponde ao angulo sélido 7. Podemos dizer que o angulo
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Capitulo 2. Primeira equacao de Maxwell 2.5. Gauss

(a) Angulo so6lido no plano. (b) Angulo sélido no espaco

Figura 2.3: Geometria de um angulo solido, campo de visao propiciado pelo cone, no plano
(a) e no espago tridimensional (b).

solido é o nosso campo de visao no plano, onde podemos enxergar apenas pontos e curvas.
Se meu angulo sélido é 7, entao somente posso enxergar metade de uma circunferéncia em
minha volta. Note que o angulo s6lido nao depende do raio da circunferéncia usada. De fato,
o produto escalar na definicao (2.23) garante o uso de qualquer curva, como a curva C’ na
Figura 2.3a, na definicao do angulo solido. O angulo solido total 2D também nao depende
da posicao da origem do sistema de coordenadas dentro da regiao delimitada pela curva
fechada. De qualquer ponto no interior de uma curva fechada qualquer, sempre veremos um

angulo solido total de 2.
A generalizagao do angulo solido (2.23) para o espago tridimensional é

r-da - .
> da=dan, 1=

Q) = (2.25)

Y

=<3y

r

onde o versor n é perpendicular & area infinitesimal da. O angulo sélido é o campo de
visao propiciado pelo interior do cone mostrado na Figura 2.3b, com o vértice na origem.
Considerando uma casca esférica de raio r, centrada na origem, entao os versores n e 7 sao

paralelos e o angulo solido em (2.25) pode ser simplificado,

—

F-da 7 -mr?sinfdf dp
r2 r2

dQ = = sin 0d6 de, (2.26)

onde 6 e ¢ sao as coordenadas esféricas angulares. Quando essas coordenadas angulares
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2.5. Gauss Capitulo 2. Primeira equacao de Maxwell

variam nos intervalos 0 < 0 < 7 e 0 < ¢ < 27, elas descrevem uma casca esférica completa.
Restringindo 6 ao intervalo 0 < 6 < 7/2, teremos uma meia casca esférica. Assim, o angulo
solido total é (2.26),

T 2
Q= / sin 0d6 / dp = 4. (2.27)
6=0 =0

Este resultado indica que o campo de visao do espaco tridimensional é 4. Note que o angulo
solido nao depende do raio da casca esférica utilizada. Além disso, como no caso do angulo
solido no plano, o produto escalar em (2.25) garante que qualquer superficie (suave) possa
ser usada no lugar de uma casca esférica. Naturalmente, a casca esférica oferece a situacao
geométrica mais simples. O angulo solido total 3D também nao depende da posicao da
origem do sistema de coordenadas dentro da regiao delimitada pela superficie fechada. De
qualquer posi¢ao dentro de qualquer superficie fechada, sempre veremos um angulo sélido
total de 4.

2.5.2 O lema de Gauss

Figura 2.4: Superficie gaussiana (SG) envolvendo uma distribui¢do de cargas contidas num
volume V.
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A Figura 2.4 mostra uma carga total @) distribuida num volume V segundo a densidade
p(8). O vetor posigdo s localiza um elemento de carga dqg = p(s5)dV, ocupando um volume
infinitesimal dV', em relagdo ao referencial inercial (fixo) O. Imagine uma superficie fechada
(de area total A) envolvendo esta distribui¢do de cargas. Esta superficie fechada é denomi-
nada de superficie gaussiana (SG). Imagine também um elemento de area da nesta superficie
gaussiana, localizado pelo vetor posicao 7 em relagdo ao mesmo referencial inercial O. Esse

elemento de area compreende o angulo sélido

A

U - da

o, =78 (2.28)

Note que o angulo sé6lido compreendido pela superficie gaussiana fechada SG é sempre 4,
independentemente da posicao do elemento de carga dq, desde que SG contenha a distribuicao
de cargas completamente. O angulo s6lido nao depende da origem do sistema de coordenadas
utilizado.

Uma distribuicao de cargas produz um campo elétrico em todo o espaco. O fluxo desse

campo elétrico através da superficie gaussiana SG (fechada) é

d = fﬁ(?) . da, (2.29)

SG

onde o elemento vetorial de area da é perpendicular a superficie gaussiana SG. Veja a Sec. D.3
para a ver a definicao de fluxo e seu significado. O campo elétrico E(F) na posicao 7 é a

soma de todas as contribuicoes dos elementos de carga dq dentro da distribuicao,

~

B(7) = C. [ dgy = Co [ aVp(s) 5y, =75 dg= o)V, (2.30)
Q v

Substituindo esta expressdo do campo elétrico resultante no fluxo (2.31), temos

d = ]{E(ﬁ-da:Ce/p(§)dV]{ﬂ'da. (2.31)

u2
SG Vv SG

Note a presenca do angulo solido total na integral sobre a superficie gaussiana SG, o qual
nao depende da origem do vetor @ dentro da distribuicao de cargas no interior da superficie
gaussiana. Desta forma, a integral na superficie gaussiana pode ser efetuada e seu valor
serd sempre 47, o angulo so6lido tridimensional total, sempre que a superficie gaussiana for
fechada,

d = ]{E(F) cda = C, /p(g) dv]{dQ — C, Q4m, (2.32)

SG % SG
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2.5. Gauss Capitulo 2. Primeira equacao de Maxwell

onde usamos também a defini¢ao (2.8) de carga total. Magnifico! O fluxo total, através de
uma superficie fechada e arbitraria, denominada de superficie gaussiana SG, contendo uma
distribuicao de cargas é simplesmente proporcional a carga total desta distribuicao. Esse é
o Lema de Gauss,

d = 7{5’(77) da =47C.Q, Q= /pdV. (2.33)

sa 1%

Note que se a dependéncia do campo vetorial com a posicao nao fosse exatamente o inverso
do quadrado, nao teriamos a presenca do angulo sélido tridimensional e nao teriamos este
resultado surpreendente. Ou seja, o Lema de Gauss é uma consequéncia da Lei de Coulomb.
Como veremos em seguida, o lema de Gauss (2.33) é muito util para calcular campos elétricos
de distribuicoes com simetrias. A arte consiste em escolher adequadamente a superficie
gaussiana SG.

O lema de Gauss proporciona a construcao de um dispositivo de protecao a aparelhos
eletronicos. Esse lema estabelece que somente haverd um campo elétrico se houver uma carga
interna & superficie gaussiana. Portanto, uma cavidade construida de metal, que possui
cargas livres (elétrons), é uma distribuigdo de cargas concentradas apenas na superficie.
Assim, nao havera campo elétrico no seu interior, uma vez que nao ha cargas no interior. Esse
dispositivo é conhecido por “gaiola de Faraday”, presente em todo equipamento eletronico
moderno. O interior da gaiola de Faraday blinda campos elétricos externos, protegendo

assim equipamentos eletronicos sensiveis.

2.5.3 O teorema de Gauss

Ao calcular o fluxo ® de um campo vetorial E/, um teorema atribuido a Gauss, permite passar
a integral de superficie para uma integral de volume numa regiao contida completamente

dentro da superficie gaussiana SG escolhida para calcular o fluxo,

- / ﬁ.da:/ﬁ.ﬁdv. (2.34)

SGOV v
Use o lema de Gauss (2.33) com a carga total escrita em termos de sua integral de volume,
@:4wce/pdvz/ﬁﬁdv. (2.35)

v v

Compare os dois lados na ultima igualdade. A conclusao é imediata: a divergéncia do campo

elétrico é proporcional a densidade de carga elétrica,
V- E = 47C.p. (2.36)
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Uma vez que o campo escalar densidade p é dado, conhecido, a equagao (2.36) torna-se uma
equagao diferencial parcial (EDP) para o campo elétrico E. O divergente é um equipamento
para se detectar cargas fontes num dado ponto do espago. Recapitulando: o lema de Gauss
(2.33) & uma consequéncia da lei de Coulomb para o campo elétrico (varia exatamente com
o inverso do quadrado da distancia da carga fonte); o teorema de Gauss (2.34) implica na
primeira equagao de Maxwell (2.36). Até parece que os personagens Newton, Coulomb,
Gauss e Maxwell, mesmo separados pelo tempo e pelo espaco, combinaram esses lances com

a nossa natureza e a Matemética.

E interessante escrever o campo elétrico E em termos do potencial elétrico ¢, E = —V ¢,

como estabelecido na Sec. 2.3, e substituir na primeira equacao de Maxwell,
V-E=-V%¢=4rCp = V?¢=—4nC.p. (2.37)

Este resultado é conhecido por equacao de Poisson. O operador V? = V -V é conhecido por
laplaciano. A equacao de Poisson reduz-se a4 equacao de Laplace na auséncia de cargas fonte
(p = 0). Uma vez que o campo escalar densidade p é dado, conhecido, a equacio de Poisson

(2.37) torna~se uma equagao diferencial parcial para o potencial escalar ¢.

2.6 Casos de estudos

2.6.1 Toy model

Vamos considerar um potencial elétrico ficticio dado por
Oz, y) = 4wy e~ @+, (2.38)

em algum sistema de unidades conveniente. Esse potencial ficticio é uma superficie que pode
ser vista. Vale lembrar que o potencial elétrico d4 uma energia potencial elétrica, U = ¢ ¢,

a numa carga teste ¢ colocada na posigao (z,y).
O campo elétrico correspondente é

0¢ 0¢

E=-Vé=— (%, a_y) = 4@ +0?) (y(23:2 — 1), 2(2y? — 1)). (2.39)

Vale lembrar que o campo elétrico é responsavel pela forca elétrica, F = qu numa carga

teste ¢ colocada na posicao (z,vy).
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A divergéncia deste campo elétrico é um campo escalar suave, nao-nulo,

plz,y) =V - E = — %, giy(g = —16zy(z® +y® — 3) e @), (2.40)

Esse campo escalar representa a densidade de cargas (cargas por unidade de area neste caso).

Vale lembrar que estas cargas criam o potencial elétrico. Note também que a divergéncia

(2.40) é equivalente a equacao de Poisson (2.37). Foi por isso que a divergéncia (2.40) foi
batizada de p; equivalente a fazermos 47C, = 1 em (2.37).

A Figura 2.5 mostra os campos escalares ¢(z, y), o potencial elétrico, e p(z, y), a densidade

de cargas obtida da divergéncia do campo elétrico. Note como estas superficies sao muito

parecidas (exceto pelas intensidades) e diferem de zero somente numa vizinhanga pequena

onde estao as cargas. As cargas negativas estao nas regides negativas do eixo Z.

2
&
....Q.......~

(a) Potencial elétrico. (b) Densidade de cargas.

Figura 2.5: Superficies representando o potencial elétrico (a) e a densidade de cargas (carga
por area) (b) correspondente para o toy model (2.38).

As linhas de campo estdao mostradas na Figura 2.6. O pano de fundo nestas figuras é
a vista superior do potencial elétrico (a) e da densidade de cargas (b). Esta vista superior
é conhecida por “mapa de densidade” de uma determinada superficie. Compare com a
Figura 2.5. Os vetores do campo elétrico sao tangentes a estas linhas de campo. Observe
que as linhas de campos saem da regiao positiva (onde estao as cargas positivas) e entram

na regiao negativa (onde estao as cargas negativas).

2.6.2 Cargas pontuais

Como outro caso de estudos sobre os conhecimentos apresentados até aqui, vamos considerar

um sistema formado por duas cargas, de sinais contrarios. Esse ¢ um sistema mais realista.
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|
o
o

(a) Campo elétrico sobre ¢. (b) Campo elétrico sobre p.

Figura 2.6: Linhas de campo do campo elétrico sobre os mapas de densidade do potencial
elétrico (a) e da densidade de cargas (b) para o toy model (2.38).

Consideraremos os casos de cargas com a mesma intensidade e com intensidades distintas.
A estratégia é calcular primeiro o potencial total (2.21) para duas cargas e, em seguida,

calcular o campo elétrico via o gradiente.

Para duas cargas, 1 e (02, o potencial elétrico resulta da soma dos potenciais individuais,

@
V(T —u) + (Y —uy)* + (2 —u.)?

¢(x7 Y, Z) = C.

+ @ . (2.41)

V(T =)+ (y—v,) + (2 - v.)?

onde U = (uy, uy, u,) é o vetor posicao da carga Q1 e ¥ = (v,, vy, v,) é a posicao da carga Qs.
Note que as coordenadas cartesianas sao as mais adequadas, pois este potencial resultante

nao apresenta a mesma simetria esférica dos potenciais individuais.

2.6.2.1 Intensidades iguais

Considerando cargas de mesma intensidade e sinais opostos, )1 = —Qo = ¢ > 0, com a
carga positiva colocada na posicdo ¥ = (—a,0,0), a > 0, e a carga negativa na posicao
@ = (a,0,0), o potencial resultante é

¢(z,y,2) 1 1

CeQ - \/(x+a)2+y2+22 N \/(.T—a)2+y2—|—22’ (242)
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cujo lado direito pode ser visualizado sem a necessidade de usar um sistema de unidades.
Podemos visualizar somente as superficies onde o potencial resultante é uma constante,
1 1

\/(5U+a)2+y2—|—z2_\/(x_a)2+y2+22:/\/' (2.43)

Tal superficie é denominada de superficie equipotencial. Note que a superficie equipotencial
N =0 ¢ o plano em x = 0 (verifique). As demais superficies equipotenciais sao fechadas. As
superficies equipotenciais £/ sao imagens espelhadas pelo plano z = 0. A Figura 2.7 mostra
sete superficies equipotenciais para ¢ = 10 (em alguma unidade de comprimento conveni-
ente). Note que os valores (absolutos) maiores de N correspondem as menores superficies
equipotenciais. Os valores (absolutos) menores de A/ correspondem as maiores superficies

equipotenciais, tendo o plano x = 0 como limite.

B -0.50
.~ -0.10
. 1-0.05
110
110.05
110.10
11 0.50

Figura 2.7: Superficies equipotenciais do potencial elétrico de duas cargas de mesma inten-
sidade e sinais opostos (esferas menores em = = £10).

O campo elétrico correspondente ¢ derivado (literalmente) do potencial elétrico (2.42),

—

E(.’L’,y,Z) o ~gb(x,y,z)

—CEQ = —V_OeQ = (faga h)a (244)
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onde as trés fungoes f, g e h sdo (verifique)

T+ a T —a
f<x7y7 Z) =+ - ) (245&)
[(z+a)?+12+ 22" [(z—a)?+y2+ 22
Yy )
g(xaya Z) =+ - ) (245b)
[(z+a)?+12+ 22" [(z—a)?+y2+ 227
z z
h(z,y,z) =+ 57~ TR (2.45c¢)

[(z+a)?+y?+ 22 [(z —a)? + y? + 2?]

Por defini¢ao, o campo elétrico (2.44) “prega” na posicao (z,y,z) o vetor (f,g,h), cujas
componentes sao dadas pelas fungoes em (2.45). A Figura 2.8 mostra esses vetores (alguns
deles). Note que o campo elétrico, representado pelos vetores na Figura 2.8, saem da carga
negativa (menor esfera vermelha em x = —10) e entram na carga positiva (menor esfera azul

em x = +10). Esses vetores sdo perpendiculares as superficies equipotenciais.

B -0.50
. -0.10
. -0.05
110
110.05
110.10
11 0.50

Figura 2.8: Superficies equipotenciais do potencial elétrico de duas cargas de mesma intensi-
dade e sinais opostos (esferas menores em z = £10) e o respectivo campo elétrico (vetores).

A divergéncia do campo elétrico é proporcional a densidade de cargas, um campo escalar
tridimensional (como o potencial elétrico). Como as cargas sdo pontuais, a densidade de
cargas deve ser nula em todo o espago, exceto na posicao de cada carga. De fato, ao tomarmos
o divergente do campo elétrico (2.44), com as componentes (2.45), encontraremos o valor
nulo (exceto na posi¢ao das cargas).
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2.6.2.2 Intensidades distintas

Considerando as duas cargas ()1 = —2Q)s = 2¢) > 0, com a carga positiva colocada na posi¢ao

U= (—a,0,0), a > 0, e a carga negativa na posigdo 4 = (a,0,0), o potencial resultante é

Ole,y,2) 2 _ 1 (2.46)
CeQ Viet+a)? 2 +22 (z—a)?2+y?+ 22 '
cujo campo elétrico correspondente é
E(x7yaz) _’gb(maya Z)
0 _VC—Q = (f,9:h), (2.47)
€ (&
onde as trés fungoes f, g e h sdo (verifique)
9 _
f(:v,y,z) =+ (x—’_a) 3/2 - 3/27 (2483)
@t aP+o2+ 27w af 492+ 22
2y Y
g((E,y,Z) =+ - ) (248b)
[(z+a2+y2+ 227 [(z—a)?+y2+ 222
2z z
h(:[,‘, Y, Z) =+ - (248C)
@t af+o2+ 27 [(w—af +92+ 2"
1 -0.100 £ -0.100
| -0.050 | -0.050
Lo Lo
[10.015 [ 10.015
0050 o0
[10.100 F10.100
(a) Equipotenciais. (b) Campo elétrico.

Figura 2.9: Superficies equipotenciais (a) e campo elétrico (b) de duas cargas de sinais
opostos e intensidades na razao 2 : 1.

As Figuras 2.9 e 2.10 mostram as superficies equipotenciais (a) e o campo elétrico (b)
correspondente. Estas figuras diferem apenas pelo campo de visao, ampliado na Figura 2.10.
Nitidamente, as superficies equipotenciais tendem a se fecharem sobre a carga de maior

intensidade (em z = —10). Observando de muito longe, iremos perceber uma carga positiva
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B-0.100 B -0.100
-0.050 -0.050
0 0
110015 0015
0.020 0.020
11 0.050 [110.050
[10.100 [ 0.100
x 2 x 20
(a) Equipotenciais. (b) Campo elétrico.

Figura 2.10: Superficies equipotenciais (a) e campo elétrico (b) de duas cargas de sinais
opostos e intensidades na razao 2 : 1. Ponto de observacao mais distante.

de intensidade ().

Todos os cortes vistos nas superficies equipotenciais sao devidos as limitagoes das varia-
¢oes das coordenadas (z,y, z) aos intervalos mostrados em cada eixo. Permitindo intervalos

maiores, todas as superficies se fecham.

2.6.3 Esfera

A regido hachurada (de azul) na Figura 2.11 mostra uma esfera de raio R contendo uma
carga total @) distribuida segundo uma densidade de cargas (carga por volume) p, definida

localmente por
dq
p—— p— d 2'4
= Q= [pav (2.49)
v

onde dV é o volume infinitesimal ocupado pela carga infinitesimal dq. Em geral a densidade
de cargas (2.49) é um campo escalar, o qual é nulo fora da distribuicao, isto é, p = p(¥) no
interior da distribuicao (||7]| < R).

O vetor posicao r localiza a posicao do ponto onde o campo elétrico sera avaliado, tanto
dentro quanto fora da distribuicao. Devido a simetria esférica da distribui¢ao de cargas, a
superficie gaussiana (SG) mais adequada é uma casca esférica concéntrica com a distribuigao,
com um raio r = |||, tanto no interior (r < R) quanto no exterior (r > R) da distribuigao.

O vetor da é perpendicular as superficies gaussianas esféricas,
da =dat =r?sinfdfdp?, 7=rr. (2.50)
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2.6. Casos de estudos Capitulo 2. Primeira equacao de Maxwell

Figura 2.11: Distribuicao esférica ou cilindrica de cargas elétricas. O raio da esfera ou do
cilindro é R e a carga total é (). SG ¢ a superficie gaussiana. O vetor da é perpendicular a
superficie gaussiana.

Naturalmente, as coordenadas esféricas (r,0,¢) sdo as mais adequadas. As coordenadas
esféricas angulares variam nos intervalos 0 < § < me 0 < ¢ < 27m. A coordenada esférica
radial varia no intervalo 0 < r < R no interior da distribui¢do e no intervalo R < r < oo no
exterior. Como precisaremos também do elemento de volume dV', em coordenadas esféricas
ele é

dV = r?sin 0 d dy dr. (2.51)

Em toda distribuicao com uma densidade especificada, devemos primeiro escrever a carga
total em termos dos parametros presentes na densidade. A densidade, em geral, assim
como os elementos de volumes, areas e comprimentos, é funcao da posicao. Por exemplo, a
densidade pode ser uma constante, p = pg, a situacao mais simples onde cada regiao dentro

da distribuicao tem a mesma densidade de cargas. Neste caso, a carga total é (verifique)

4
QZ/dq:/PdV:POVZPo/dVZPO?R?’a P = Po; (2.52)
v v v
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pois (verifique)

T 27 R
4
V:/dV: /sinede / dy /rzdr: ?WR?’. (2.53)
v 0=0 ©=0  r=0

O resultado (2.52) indica que uma densidade constante py é igual a carga total dividida pelo
volume da distribui¢ao, po = QQ/V. No entanto, isto deixa de ser verdade para densidades
nao uniformes (constantes). Por exemplo, a densidade p = ar, linear na distancia radial,
indica que h& mais carga concentrada préoximo & borda da esfera. Nesta caso, a carga total

é (verifique)

Q:/dq:/pdV:aﬁzaﬂR4,p:ar (2.54)
1% v
pois (verifique)
m 2 R
Bz/rdV: /Siﬂ@dQ / dy /T3dr:7rR4. (2.55)
v 6=0 =0 =0

Note que a carga total estd expressa em termos dos parametros «, representando a densidade

de cargas, e o parametro R, representando o raio da esfera contendo as cargas elétricas.

Considerando uma densidade de cargas com uma simetria esférica, constante, ou no
méaximo com uma dependéncia radial, p = p(r), é razoavel supor que o campo elétrico
correspondente também exibird uma simetria esférica, ou seja, é razoavel esperar que o

campo elétrico seja da forma radial
E = E,(r)r. (2.56)

Essa hipotese é fundamental, pois permite calcular o fluxo desse campo elétrico através das

superficies gaussianas (SG) escolhidas e mostradas na Figura 2.11.

Para um ponto de observagao no exterior da distribuicao, r > R, o fluxo é

B — j{E da = %Er(r)(f #)da = B (r) j{da — B(r)4mr2, (2.57)

SG SG

Note que a componente radial E, do campo elétrico pode sair da integral na segunda igual-
dade porque ela é constante sobre a superficie gaussiana SG, onde a integracao esta ocor-
rendo. A superficie gaussiana SG precisa ser concebida para permitir que a componente do
campo elétrico a ser determinada saia da integral, ou seja, a componente do campo elétrico
a ser determinada precisa ser uma constante sobre esta superficie de integracao. Agora te-

mos que usar o lema de Gauss (2.33), lembrando que a carga interna a superficie gaussiana
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externa é a carga total @),

® = E,(r)4nr® = 47C.Q. (2.58)
A conclusao é imediata,
Q
E.(r) = ez T > R. (2.59)

E a lei de Coulomb (para uma carga pontual). Aprendemos assim que o campo elétrico
produzido por uma distribuicao esférica de cargas elétricas, com uma densidade radial, é
equivalente ao campo elétrico de uma carga pontual colocada no centro da distribuicao.
Assim, na regiao externa, nao precisamos nos preocupar com a forma esférica da distribuicao,
pois ela é equivalente a uma carga pontual. Esse resultado vale sempre em todo o espaco
somente para uma distribui¢do esférica com simetria radial (devido & hipotese que fizemos
sobre a forma radial do campo elétrico). Como o campo gravitacional é da mesma forma,
Newton nao precisou se preocupar (literalmente) com a forma extensa de planetas e estrelas.
Infelizmente nao conhecemos a forma geométrica de elétrons e protons. Sabemos apenas que
seus campos elétricos em posi¢oes distantes sao idénticos aos campos produzidos por cargas

pontuais.

Para um ponto de observacao no interior da distribuicao, » < R, o fluxo é o mesmo
calculado em (2.57), com a carga total @) trocada pela carga interna ; & nova superficie

gaussiana (verifique),

Qi = p04§r3 =Q (}%)3, (2.60)

onde consideramos constante a densidade de cargas, p = pg. Note que as cargas que estao
fora da superficie gaussiana nao contribuem para o campo elétrico. Portanto, a componente
radial do campo elétrico no interior da distribuicao é

Qs r

ET(T) = Ceﬁ = CeQﬁ, r S R. (261)

Esse campo é linear na coordenada radial. Ele tem a mesma forma do campo correspondente
em um oscilador harmonico (sistema massa-mola). A forca elétrica correspondente é idéntica
a forca exercida numa pequena massa presa em uma mola obedecendo a lei de Hooke. Ela
produz um movimento oscilatorio. Note que os campos (2.59) (externo) e (2.61) (interno)

possuem o mesmo valor em r = R, a superficie da distribuicao de cargas.

Considerando uma densidade linear na distancia radial, p = ar, a carga interna @);, de

acordo com (2.54), muda para

Qi =anrt=Q (i>4. (2.62)
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Neste caso, o campo elétrico é

Qi r?
Er<7") = Ceﬁ = CeQﬁ, r < R. (263)
Novamente, notamos que os campos (2.59) (externo) e (2.63) (interno) possuem o mesmo
valor em r = R, a superficie da distribuicao de cargas.
Dada a simetria esférica do campo elétrico, é imediato calcular o potencial elétrico cor-

respondente usando a prescri¢do (2.15). Para o exterior r > R, temos

o(r) = /E dr——OQ/——C’Q e, >R (2.64)

Note que escolhemos uma trajetéria retilinea porque o campo elétrico é conservativo, por-
tanto qualquer trajetoria serve. Por comodidade, vamos escolher a constante ¢; = 0 para
anular o potencial no infinito. No interior da distribuicao, densidade constante, o potencial
elétrico é

o(r) = /E i = —C Q/ rdr_ —CeQQT—; +ea r <R (2.65)

A constante ¢y pode ser usada para garantir que os potenciais, externo e interno, tenham o

mesmo valor em r = R, ou seja,

= (JEQ%. (2.66)

Vale observar que a forma do potencial no interior da distribuicao depende da forma da

densidade de cargas. Para a densidade linear, o potencial muda,

o(r) = /E dr = —C, Q/ redr = —CSQ;—; + ¢, r <R. (2.67)

Impondo o mesmo valor dos potenciais em r = R, a constante ¢y ¢
4
Cy = CeQﬁ. <268>

Para finalizar, podemos verificar que a primeira equacao de Maxwell é satisfeita pelos
campos elétricos obtidos. Considerando campos com simetria esférica da forma E = E.(r)r,
o divergente em coordenadas esféricas pode ser escrito como

V-E 10(2}5) ArC, (2.69)
. = — T r = i 0. .
r2 or P
Note a sutileza de ter a componente radial do campo elétrico £, multiplicada por r2, antes
que a derivada seja executada. E esta sutiliza que torna possivel o cumprimento da primeira

equacao de Maxwell fora da distribuicao, com a componente radial do campo elétrico dada
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por (2.59),
V-E= i%(@@) =0, r>R, (2.70)

r2

e dentro, para a densidade constante,
V-E===—(C.Qr*) =3C.Q = 4nC.p, r < R, (2.71)

com a componente radial do campo elétrico dada por (2.61), e

V=g

C.Qr'/R*) = C’eQ% =4nC.p, r <R, (2.72)
onde usamos a componente radial do campo elétrico dada por (2.63).

As expressoes dos potenciais e das respectivas componentes radiais dos campos elétricos
podem ser melhor analisadas construindo seus graficos. A Figura 2.12 mostra os graficos dos
potenciais (2.65) e (2.67) internos & distribuigdo e o potencial externo (2.64). Por comodi-
dade, fizemos R =1 e C.QQ = 1 (em unidades convenientes). Podemos notar que as escolhas
das constantes tornaram os potenciais em funcoes suaves em toda a regiao 0 < r < oo. No

entanto, a superficie da distribuicao esférica, R = 1, ¢ um ponto de inflexao.

14F 1
12f :

1.0F Superficie 1 3

N |\|\_)

0.8

é(r)

I~
w |\w

04F

00 [ L L 1 L 1 L L L 1 1 L L L L 1 L L 1 L 1 L 1 L L | 1 L L L ]
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

r

Figura 2.12: Potenciais elétricos de uma distribuicao esférica de cargas elétricas, de raio
R =1 (em unidades convenientes).

A Figura 2.13 mostra os graficos das componentes radiais dos campos elétricos de uma
distribuicao esférica de cargas elétricas, dadas em (2.59) para a regido externa e em (2.61)
(densidade constante) e (2.63) (densidade linear) para a regido interna. Estas curvas repre-

sentando os campos elétricos sao as derivadas (a menos de um sinal) das curvas mostradas
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na Figura 2.12. Note que estas curvas representando os campos elétricos tém suas derivadas

descontinuas na superficie da distribuicao esférica, R = 1.

10— —————p—————

Superficie

Figura 2.13: Componentes radiais dos campos elétricos de uma distribuicao esférica de cargas
elétricas, de raio R =1 (em unidades convenientes).

2.6.4 Cilindro

Considere uma distribuicao de cargas na forma de uma cilindro maci¢o de base circular de
raio R. Seja [ o comprimento desse cilindro retilineo. Podemo usar a Figura 2.11 para
mostrar um corte transversal dessa distribuicao cilindrica. Vamos considerar uma densidade

constante de cargas, p = po. Assim, a carga total é (verifique)

2 R l
Q:/pdV:pO / de /rdr /dz:WRQZpO. (2.73)
14 =0 r=0 z=0

Como veremos, a densidade linear de cargas (carga por unidade de comprimento),

Ao = % = 1 R?py, (2.74)

serd uma quantidade importante, a qual nos permitira dispensar o comprimento desse cilin-
dro. Isso ¢ importante para observarmos o limite em que o comprimento do cilindro é muito
maior que seu didmetro (I > R). Essa condi¢ao corresponde a um fio infinito de cargas, com

carga total ) e uma densidade linear de cargas (constante) \o.
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Como a densidade de cargas é constante e a distribuicao tem simetria cilindrica, espera-

mos que o campo elétrico também exiba essa simetria cilindrica,
E=FE.(r)*, (2.75)

onde o versor 7 é perpendicular a lateral do cilindro e r é a distancia (radial) até o eixo
(central) do cilindro, conforme indicado na Figura 2.11. As superficies gaussianas (SG)
apropriadas sao cascas cilindricas concéntricas de raio r, fechadas, interna e externamente a
distribuicao. A altura dessas superficies gaussianas pode ser igual & altura [ da distribuicao
cilindrica. Desta forma, o campo elétrico serd paralelo ao versor normal & superficie lateral
destas superficies gaussianas e perpendicular as suas bases (tampas). Nas tampas, o versor
normal da superficie gaussiana esta na dire¢ao do eixo Z (perpendicular a direcao radial).
Assim, o fluxo nao-nulo serd apenas através das superficies laterais, onde o elemento de area
da é

-

da =rdpdz7. (2.76)

O fluxo total do campo elétrico fora (r > R) da distribui¢ao é (verifique)

@:/E-d&
A

Esse mesmo fluxo, de acordo com o lema de Gauss (2.33), é proporcional a carga total interna

27 l
E.(r)r / de [ dz=2nlrE.(r). (2.77)
=0

2=0

@; a distribuicao gaussiana usada, que nesse caso contém a carga total (), Q); = ). Entao,
usando o resultado anterior, a componente radial E,.(r) do campo elétrico (2.75) é
Q2 1

ET(T) = 67; = QA()Ce;, r Z R, (278)

onde usamos também a densidade linear Ay dada em (2.74). Note que nao ha dependéncia

direta com o didmetro do cilindro.

O fluxo total do campo elétrico dentro (r < R) da distribui¢cdo é dado pela mesma
expressao em (2.77). No entanto a carga interna a nova superficie gaussiana SG, interna a

distribuicao, muda para (verifique)
2
r

Qi = 7@

Desta vez, o lema de Gauss nos da a componente radial E,(r) do campo elétrico no interior

(2.79)

da distribui¢ao como (verifique)
”
B,(r) = 2Cogz, T < R (2.80)
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Observe que os campos elétricos externo (2.78) e interno (2.80) possuem o mesmo valor em
r = R (na borda da distribui¢ao).
Usando a prescricao (2.15), os respectivos potenciais elétricos sao calculados facilmente.

Dentro da distribui¢ao temos (verifique)

. d 2
o) = = [ Brdi=—2nC, [ = MO v r <R (2.81)

Fora da distribuigao temos (verifique)

= d
o(r) = — /E LA = —=20C, | = = —20C.Inr + 5, 7 > R. (2.82)
r
Desta vez, escolheremos as constantes de modo a ter o mesmo valor (nulo) dos potenciais na

superficie da distribuigao, (verifique)
Ol = /\0067 Co = 2)\006 In R. (283)

A Tabela 2.2 mostra os potenciais e respectivos campos elétricos (componente radial),
dentro e fora da distribuicao, considerando uma densidade linear de cargas Ao constante
num fio retilineo e cilindrico (de base regular de raio R). Esses campos estao mostrados
na Figura 2.14, onde fizemos R = 1 e \jC. = 1, em unidades convenientes. Note que a

superficie lateral (r = R) é um ponto de inflexdo para o potencial elétrico.

r<R r>R
r? R

¢<T) )\OCe (1 — ﬁ) 2)\06’6 ln (?)

1
E(r) 2)\006% 220 Cl~

,
L N
V.- FE 40@@ 0

Tabela 2.2: Campos de uma distribuicao de cargas cilindrica de base circular de raio R e
densidade linear )y constante.

Escrevendo o divergente em coordenadas cilindricas (7, ¢, 2),

V.- E=-=(rE,), (2.84)

¢ imediato verificar a lei de Gauss (2.36). Os valores da divergéncia (2.84) estao mostrados na

Tabela 2.2. Use a expressao da densidade linear dada em (2.74) para expressar a divergéncia
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em termos da carga total dada em (2.73) (verifique).

2.0 —— .
Superficie

Superficie

1.5 2.0 25 3.0

"0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 0.0 0.5 1.0
r

(a) Potencial elétrico. (b) Campo elétrico.

r

Figura 2.14: Campos (AC. = 1) de uma distribui¢do de cargas cilindrica de base circular
de raio R = 1 (em unidades convenientes).

2.6.5 Plano

=

SG

da

NI
'

Figura 2.15: Distribuicao planar de cargas com uma densidade superficial oy constante e
superficie gaussiana SG.

A Figura 2.15 mostra um plano infinito contendo uma distribui¢ao superficial constante

de cargas 0 = oy (carga por unidade de area). Vamos localizar este plano em z = 0. Por
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simetria, espera-se que o campo elétrico seja perpendicular ao plano de cargas,

~

+E.(2)k se z>0,
0 se z =0, (2.85)

~

—E.(2)k sez<0,

1
Il

onde o versor k é perpendicular a esse plano. Observe a descontinuidade em 2z = 0.

A superficie gaussiana SG apropriada é uma caixa retangular ou um cubo perpendicular
ao plano de cargas, como mostrado na Figura 2.15. A carga interna a essa superficie gaussiana
é (); = opa, onde a é a area da face paralela ao plano de cargas. O fluxo do campo elétrico
(2.85) é diferente de zero somente nas duas faces opostas e paralelas ao plano de cargas, onde
0S versores normais sio i = +k na face superior e n = —k na face inferior. Assim, usando o

lema de Gauss,

o = /E cda = E.(2)a + E.(2)a = 2aE.(z) = 471C.Q; = 4arC.0y. (2.86)
A

Desta forma,
E.(z) = 2nC.0y. (2.87)

O campo elétrico é constante e descontinuo no plano de cargas. O potencial elétrico corres-

pondente é linear em z, a distancia de um ponto ao plano de cargas,
d(z) = —21Ce0p 2. (2.88)

A constante do potencial elétrico foi escolhida para se ter um potencial nulo no plano de
cargas.

Este resultado, aparentemente singelo, tem uma aplicagao pratica muito importante.
Arranjando dois planos de cargas com densidades superficiais de sinais opostos e mesma
intensidade, colocadas de forma paralela, separadas por uma distancia [, o campo elétrico
resultante sera nao-nulo somente na regiao entre os planos de cargas (ou placas). Este arranjo

é a base de um componente elétrico basico, denominado de “capacitor”.
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Capitulo 3

Segunda equacao de Maxwell

3.1 Introducao

Diferentemente do campo elétrico, o qual é oriundo de uma carga elétrica fonte, nunca se
observou a existéncia de uma carga magnética fonte. Desta forma, temos a segunda equacao

de Maxwell,

V-B=0, (3.1)
pois o divergente de um campo vetorial indica a presenca de uma carga fonte. Aprendemos
que a divergéncia indica a densidade de carga fonte aplicando o teorema de Gauss a lei de
Coulomb, Eq. 2.36. Como cargas magnéticas “nao existem”, o divergente do campo magnético
B deve ser nulo.

E o que faz o campo magnético B? E se exixtisse carga magnética?

3.2 O campo magnético

3.2.1 Sem carga magnética

Como o campo elétrico E, o campo magnético B pode ser definido pela sua acao em uma

carga teste ¢,
F=q#xB, (3.2)

conhecida como forca de Lorentz (1895), mas identificada por Maxwell ja em 1861. Esta forca
magnética apresenta duas caracterfsticas inexistentes na forca elétrica (F = ¢E): (i) ela ¢
um pseudo-vetor (devido ao produto vetorial) e (ii) ela é dependente da velocidade da carga
teste. Um pseudo-vetor, resultante de um produto vetorial, nao inverte seu sentido quando o
sentido de cada vetor no produto vetorial é invertido. Da mesma forma, o ntimero resultante

de um produto escalar é um pseudo-escalar. Os produtos escalar e vetorial sao operacgoes
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binarias entre vetores.
As dimensoes do campo magnético B sao

5 _ [IEN] M
Bl= [qrwu] QT (3:3)

No sistema internacional (SI) de unidades temos kg/C/s—T (Tesla) como unidades para o
campo magnético. A unidade Tesla é uma homenagem a Nikola Tesla.

E se existisse carga magnética?

3.2.2 Com carga magnética

Suponha que, além da carga elétrica Q),, exista também a carga magnética (), como fonte

pontual de um campo magnético obedecendo a lei de Coulomb (no vazio),

m . Ce 1
Q_zrﬂ Cm Ho = = 62
r

B=0C, =B e
4" Cpy lo€o

: (3.4)

onde (), é a constante magnética, y é a permeabilidade e ¢ é a permissividade do vicuo e

c a velocidade da luz, também no vacuo.

Naturalmente, esse campo magnético é derivado de um potencial magnético (verifique),

Qm

B=-Vy, xy= Cn=", 1 #0. (3.5)

Até aqui, tudo similar ao campo elétrico. Como no caso elétrico, o divergente do campo
magnético deve ser proporcional & densidade de carga magnética. Nao fizemos isso para
o campo elétrico de uma carga pontual, mas faremos aqui. Existe uma forma matemética
(elegante) de definir uma densidade para uma carga pontual, apesar da carga pontual ocupar
um volume nulo. O preco é usar uma distribuicao conhecida por “delta de Dirac”, em
homenagem a Paul Dirac. A definicdo de uma distribuicdo é apresentada no Apéndice C.
A caracteristica principal da distribuigao delta de Dirac §(r = 0), ou simplesmente 0(r), é
ter um valor nulo em todo o espago, exceto na origem r = 0. Na origem r = 0 ela tende
ao infinito. A distribuicao delta de Dirac nao é uma funcao, pelo menos do tipo ordinario.
Usando esta distribuicao delta de Dirac, a densidade de uma carga pontual pode ser escrita

assim:

A distribuicao delta de Dirac 0(r) tem as mesmas dimensoes de inverso de volume.
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3.3. O potencial vetor Capitulo 3. Segunda equacao de Maxwell

A divergéncia do campo magnético (3.5),
V-B= —V2x = 47C,, pim, (3.7)

é proporcional a densidade de carga magnética pontual, como esperado (verifique). Vale o
mesmo procedimento para o campo elétrico. O Apéndice C apresenta um exercicio mostrando

que o laplaciano do potencial 1/r é uma distribui¢ao delta de Dirac,

1
V2= = —4nd(r). (3.8)
r
O fluxo ¢ deste campo magnético produzido por uma carga pontual, com simetria radial,
é calculado facilmente usando uma superficie gaussiana esférica S* centrada na origem e o
teorema de Gauss (2.34),

@:/é-da:/ﬁ-édvzzmcmq;m, (3.9)
St 52

onde S? é a esfera contendo a superficie esférica S' como borda e escrevemos o divergente
do campo magnético em termos da delta de Dirac §(r), como em (3.7). A integracdo no

volume S? ¢ feita usando a defini¢ao (C.1) de uma distribuigao (verifique). Vale o mesmo

procedimento para o campo elétrico.

Concluimos assim que uma possivel existéncia da carga magnética seguindo a lei de
Coulomb dada em (3.4), apresenta um cenario completamente similar ao campo elétrico,
sugerindo uma forca magnética do tipo qmé, onde ¢, é uma carga magnética teste. O
problema é que sabemos da existéncia da for¢a de Lorentz (3.2), a qual é dependente da
velocidade do corpo teste. Portanto, apesar do apelo matemaético, este cenario similar ao

campo elétrico estd descartado.

Exercicio 2. Detalhe cuidadosamente cada uma das situagoes especificados por “verifique”.

3.3 O potencial vetor

3.3.1 Sem carga magnética
A segunda equacao de Maxwell (3.1) tem uma solucao imediata (verifique),
V- B=0 = B=VxA. (3.10)
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O campo vetorial A ¢ conhecido como potencial vetor. Vale observar que esta solucao deixa
de ser valida se o potencial vetor apresentar uma singularidade em alguma regiao espacial.
Um potencial vetor satisfazendo (3.10) é dito regular.

O potencial vetor desempenha um papel similar ao potencial escalar ¢, tal que E= —ﬁgb.
Note que os potenciais ¢ (elétrico) e A (magnético) dio origem aos campos vetoriais E
(elétrico) e B (magnético), via gradiente e rotacional, respectivamente. Naturalmente, estes
potenciais estao definidos a menos de uma constante arbitraria, pelo menos até o momento.

Vale ressaltar que esta solucao em termos de um potencial vetor, via rotacional, é valida
somente na auséncia de cargas magnéticas. Na presenca de cargas magnéticas, o divergente

do campo magnético nao sera nulo.

Exercicio 3. Detalhe cuidadosamente cada uma das situagoes especificados por “verifique”.

3.3.2 Com carga magnética

Supondo a existéncia da carga magnética, quem serd o potencial vetor A que daré origem
a0 campo magnético B via o rotacional B = V x A? Nao podemos mais usar um potencial
vetor regular, pois V-V x A =0 neste caso, que fornece um fluxo nulo, sempre. Uma
contradicao como esta é fruto tipico da “4rvore” de singularidades e indica que o potencial
vetor desse campo magnético deve ser irregular, singular em alguma regiao.

Como o campo magnético possui simetria esférica (ou radial), esperamos que a forma do
potencial vetor deve apresentar também algum tipo de simetria, além de uma irregularidade
(singularidade) necessaria. Dirac escolheu um potencial azimutal (simetria em torno do eixo
Z),

A= Ayéy (3.11)
Justificativas? Talvez Pauli pudesse té-las enunciadas. Dirac nao precisava delas. Com esta
escolha,
- - 1 COS 0 8A¢ R A¢ 8A¢ R
A=-(A —)é—|—+—— , 12
VX T(¢sin9+89)e (r+87" ©0 (3.12)

em coordenadas esféricas (verifique), ou

ﬁxﬁ:—%éﬁ <ﬂ+%) ér, (3.13)
r dp

em coordenadas cilindricas (verifique).
Requerendo que VxA= é, entdo temos duas equagoes diferenciais (verifique) para

resolver, cuja solugao geral é
f(@) — cosd

Ay = CnQu—"— (3.14)
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para as coordenadas esféricas (verifique), e

Ay = Cmem (f(¢) - ﬁ) (3.15)

para as coordenadas cilindricas (verifique), onde f(¢) é uma fun¢do arbitraria. Que cri-

térios (adicionais) poderfamos usar para determinar esta funcao arbitraria? Por exemplo,
escolhendo f = £1, o potencial vetor apresenta uma irregularidade (diverge) nos semi-eixos
p=0(r=1lz]),2>0(0=0)e z<0 (f =), respectivamente. As coordenadas cilindricas
parecem mais adequadas para percebermos tais irregularidades (verifique).

Aqui a hipotese basica é de que o campo magnético é derivado de um potencial vetor
via o rotacional, B =V x A. Esta hip6tese implica em um potencial vetor singular. A
divergéncia deste campo magnético leva ao laplaciano deste potencial vetor singular, que
terd o comportamento de uma distribuicao. Esta situacao é similar & definicao da densidade
de carga pontual (3.6) via a distribuicdo delta de Dirac, definida num ponto. Aqui, teremos

de usar uma distribuicao definida numa reta. Em breve...

Exercicio 4. Detalhe cuidadosamente cada uma das situacoes especificados por “verifique”.

3.4 Densidade de corrente

Veremos em breve que carga em movimento (corrente elétrica) gera um campo magnético.
Em geral, correntes sao conduzidas em materiais que possuem extensoes, além de compri-
mentos (como num fio). Isto significa que teremos de considerar densidades de correntes
como um campo vetorial (com diregao e sentido, além de intensidade, e uma funcao da posi-
¢ao e do tempo). Diferentemente do campo elétrico, que é produzido por uma carga elétrica
fonte, o campo magnético nao tem uma carga magnética fonte. Até o momento ainda nao
conseguimos observar uma carga magnética, o que coloca uma grande divida sobre sua exis-
téncia. Nossos campos magnéticos sao criados por cargas elétricas em movimento. Portanto
precisamos definir uma densidade de cargas em movimento (corrente elétrica), como um
vetor.

Cargas em movimento formam uma corrente elétrica. Para tal, considere a Figura 3.1a.
Cada portador de cargas (pontos) tem uma carga ) é uma velocidade @ (numa regiao muito
pequena). Consideremos as cargas que atravessardo uma determinada area Aa num tempo
At. Seja Ad o vetor elemento de area, perpendicular a esta area. O volume apoiado na area
Aa e de altura uAt ¢ AV = Ata - Ad. Seja n a densidade dos portadores de cargas nesta

regiao (a densidade de cargas é p = n@)). Entao o total de portadores de cargas é nAV.
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(a) Corrente elétrica. (b) Densidade de corrente.

Figura 3.1: Densidade de corrente e conservagao da carga elétrica.

Podemos definir (localmente) corrente elétrica como carga por unidade de tempo:

A
nAVQ g (3.16)

o = fim =
Melhor ainda, como veremos mais adiante, é introduzir o campo vetorial densidade de cor-
rente J de modo a obtermos a corrente total / passando por uma area A como o fluxo dessa
densidade de corrente:
J:/f-da, J =pi. (3.17)
A
A unidade de corrente elétrica no Sistema Internacional (SI) é o Ampere (A—C/s). Isto faz

com que a unidade de densidade de corrente seja A /m? (corrente por area).

O campo vetorial densidade de corrente Jeo campo escalar densidade de cargas p
estao intimamente relacionados. Para sabermos como, temos de introduzir um principio
(ou postulado): carga elétrica é conservada. Considere uma carga total @) saindo (ou
entrando) de uma regido de volume V', na forma de uma corrente I = d@/dt. Considere
uma superficie fechada, de drea A, contendo o volume V. A carga dQ) = pdV que sai desse
volume V precisa atravessar a superficie A que o contém, como mostrado na Figura 3.1b.

Assim, usando a defini¢ao de corrente elétrica e o principio da conservacao da carga (ou da
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corrente) elétrica, temos
S d d
I:Jq{J.da:——Q:——/pdv. (3.18)
A

O sinal negativa indica que a carga esta saindo da regidao. Podemos usar o teorema de Gauss
(2.34) para passar a integral na superficie A para a integral no volume V' contido dentro

desta superficie A:

= 0. (3.19)

=&

. Lo d Lo
%J-d&z/V-JdV:—% pdV — V.-J+
A v v
Esta ultima equagao é conhecida por equacao da continuidade. Ela relaciona a variacao
temporal do campo escalar densidade de carga p com a variagdo espacial (divergente) do
campo vetorial densidade de corrente J. Ela afirma (localmente) a conservagao da carga: a

carga que sai de uma regiao, sai na forma de uma corrente.

3.5 Casos de estudos

Consideremos aqui uma corrente elétrica em um fio retilineo cujo comprimento é bem maior
que o seu diametro. Como cargas elétricas em movimento percebem os campos elétricos que
elas criam? Como uma carga teste, externa a um fio conduzindo uma corrente elétrica, em

repouso ou em movimento vé tudo isso?

3.5.1 Corrente em um fio

Esta se¢ao é uma traducao livre da Secdo 5.9 da Ref. [1]. Considere a Figura 3.2, onde temos
um fio retilineo (infinito) conduzindo uma corrente I. Despreze a espessura do fio. Note que
a corrente elétrica é no sentido inverso da velocidade u dos elétrons, devido & carga negativa
dos elétrons. O referencial inercial O ¢ solidario ao fio. Na Figura 3.2, os elétrons (livres)
sdo representados pelo pontos azuis e os fons positivos (fixos) sao representados por pontos
vermelhos. Essa representacao é super-simplificada, pois elétrons sao entidades do mundo
quantico (subatdomico) que preferem serem tratados por algo mais complexo que um ponto.
O referencial inercial O’ é solidario aos elétrons (pontos azuis) na corrente elétrica, os quais
possuem uma velocidade @ (uniforme) em relagao ao referencial O. Temos também uma carga
teste ¢ a uma distancia r deste fio condutor. O referencial inercial (instantaneamente) 0" é

solidario a carga teste. Esta carga teste possui uma velocidade ¢ em relacao ao referencial

0.
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Estamos falando de velocidades de correntes num fio condutor. Mesmo a carga teste,
colocada aqui de forma isolada, na pratica é parte de outra corrente elétrica, em outro fio
condutor. Mas qual ¢ mesmo a ordem de grandeza destas velocidades? Para uma excelente
analogia exibindo o conceito de velocidade dos elétrons numa corrente elétrica, entre aqui.
Também veja esta divertida animacgao, bem como esta outra. Estaremos considerando aqui
a velocidade de sinais eletromagnéticos e nao da velocidade dos elétrons propriamente dita.

Desta forma, u e v sao proximas a velocidade da luz c.

j
!
} — IS A
e @ t o & & & ®» & & & & & B 9 B » —
] - e T
o @ I. & & & & & & & & @& ® P9 —>
| —\g O’
o 5
q 7
. i *—
@) i "

Figura 3.2: Carga teste ¢ em movimento numa vizinhanca de um fio infinito com uma
corrente elétrica . O referencial inercial O é solidario ao fio. O referencial inercial O” é
solidario (instantaneamente) a carga teste. O referencial inercial O’ é solidéario aos elétrons
(pontos azuis) na corrente elétrica I. Os fons (pontos vermelhos) estao fixos no fio.

Temos trés referenciais inerciais na Figura 3.2 com velocidades relativas comparaveis a
velocidade da luz. Em cada referencial, temos experimentalistas que realizam experimentos
cuidadosos. Imagine vocé que a natureza possui regras para que as informacgoes destes expe-
rimentalistas sejam trocadas entre eles. Estas regras fazem parte das previsoes, totalmente
inesperadas, da teoria da Relatividade Especial (RE) de Einstein.

Momento Relatividade Especial 0. A troca de informacoes entre referenciais inerciais
deve ser feita através das Transformacoes de Lorentz da Relatividade Especial.

As Transformagoes de Lorentz (TL) da RE garantem que as informagoes anotadas num
referencial sejam passadas corretamente para outro referencial inercial. As TLs atuam como
um decodificador de informacoes. No caso de um mesmo experimento sendo realizado em dois
referenciais inerciais, o0 nosso e um outro, se pudéssemos simplesmente pegar as informacoes
do outro referencial para comparar com as nossas informacoes, verificariamos que elas sao
diferentes. Apos transformarmos, via as TLs, as informacdes do outro referencial é que

verificaremos uma completa concordancia. Em particular, como temos densidades lineares de
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cargas no fio, carga por comprimento, precisamos saber como as TLs processam informacoes

sobre comprimentos entre referenciais inerciais.

Momento Relatividade Especial 1. A Relatividades Especial de Einstein estabelece que
o comprimento (proprio) L medido na dire¢cao do movimento em um referencial inercial em
movimento deve ser interpretado no outro referencial como sendo menor pelo fator 1/7,, isto

, .

é, vemos o comprimento L em movimento como L/~,, onde

1 )
Yo = e By =, (3.20)

e v ¢ a intensidade da velocidade relativa entre esses dois referenciais inerciais e ¢ é a velo-
cidade da luz no vacuo. Este efeito é conhecido por contracao espacial.

Regra: o comprimento proprio, visto em movimento, é sempre o menor. Essa contracao
espacial afeta as densidades lineares (carga por comprimento). Menor a distancia vista entre
cargas, maior a densidade linear. Assim, toda densidade linear vista em movimento sera

maior, aumentada pelo fator ~.

A densidade linear de cargas positivas (ions, fixos, pontos vermelhos) no fio é Ay. Sendo
o fio um condutor neutro, a densidade de cargas negativas (elétrons, em movimento, pontos
azuis) precisa ser —\g. Portanto, no referencial inercial O, solidario ao fio, ndo h& campo
elétrico (E) na regiao externa ao fio, como podemos concluir aplicando a lei de Gauss, pois a
carga interna a superficie gaussiana (SG), um cilindro de raio concéntrico com o fio, é nula.
Isto significa que se a carga teste estiver em repouso, ela nao sentird qualquer forca. Mas

0 que acontecerd com a carga teste caso ela esteja em movimento?

Antes, porém, vejamos como é a densidade linear de cargas eletronicas (negativas) no
referencial O, solidario aos elétrons. No nosso referencial, segundo o Momento Relatividade
Especial 1, a densidade linear eletronica medida no referencial O deve ser vista no referen-
cial O aumentada pelo fator v,, onde u é a intensidade da velocidade relativa u = wi do
referencial O em relagao ao nosso referencial @. No entanto, ja denominamos esta densidade

no nosso referencial por —\g. Assim, a densidade eletronica no referencial O’ precisa ser
A= =X/ 0u — g =y, A (3.21)

para, ao ser multiplicada por ~,, obtermos —\q. Afinal & —)\g que medimos no nosso refe-
rencial O. O fator relativistico ~, é dado em (3.20) substituindo v por u. Note na segunda

forma em (3.21) a previsao de uma densidade aumentada devido ao movimento relativo.

Suponha agora que a carga teste ¢ esteja se movimentando em relagao ao fio, com ve-
locidade ¥, digamos ao longo do eixo horizontal do referencial inercial O (solidario ao fio),

isto é, ¥ = vi. No referencial O” (solidario a carga teste), é o fio que estd em movimento
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no sentido oposto, com velocidade —, como podemos observar na Figura 3.2. Como um
observador no referencial O” vé as densidades lineares positiva (ions) e negativa (elétrons)?
Novamente, segundo o Momento Relatividade Especial 1, a contragao espacial faz com que
a densidade linear positiva medida no referencial O seja multiplicada pelo fator ~, ao ser
transcrita para o referencial 0",

AL =7 Ao (3.22)

De forma semelhante, no referencial O”, a densidade linear negativa medida no referencial

O’ dos elétrons é multiplicada pelo fator 7,
N =73 A= =AY/ Va, (3.23)

onde w é a intensidade da velocidade relativa « dos elétrons em relagdo ao referencial O”
solidario a carga teste q. O fator relativistico 7, é dado em (3.20) substituindo v por w.
Devido ao movimento do fio em relacdo ao referencial O”, esta velocidade relativa @ dos
elétrons em relacao ao referencial O” é uma composicio das velocidades relativas —¢' (do
fio) e u (dos elétrons). Classicamente teriamos @ — ¥, mas para intensidades comparaveis a

rapidez da luz, esta regra de composicao classica ¢ alterada pela Relatividade Especial.

Momento Relatividade Especial 2. A regra de composicao de velocidades na Relatividade

Especial, aplicada aos referenciais que estamos considerando, é

By = m (3.24)
para —v e U em sentidos opostos, e
Bu + Bo
B = 15:‘—’_%; (3.25)
com U e 4 no mesmo sentido (positivo), onde
Bo=28,=28,=2. (3.26)
c c c

Vale observar que estas leis de composicao de velocidades relativisticas obedece o principio
que a velocidade da luz ¢ uma constante universal. Mesmo que v e u sejam iguais a velocidade
da luz, a composicao (3.25) dard w = ¢ (verifique). Nenhuma velocidade pode ultrapassar a
velocidade da luz. Interessante também observar que o fator relativistico ,, correspondente

a velocidade composta w tem a seguinte propriedade (verifique):

v
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Substituindo o fator relativistico (3.27) na densidade eletronica (3.23), lida no referencial

0" da carga teste, temos (verifique)

/\/i = _(1 - ﬁuﬁv)'yv )\0 = T >\0 + Buﬁv’yv )\0' (328)

Desta forma, a densidade eletronica total vista pela carga teste, a soma das densidades (3.22)
e (3.28), ndo é mais nula,
N =N+ X = XNoBubBoe- (3.29)

Este resultado destaca duas caracteristicas marcantes: (1) a carga teste vé uma densidade
linear de cargas ndo-nula em seu referencial e (2) somente se ela (ou o fio) estiver em mo-
vimento, v # 0 e u # 0. Se a carga teste vé uma carga elétrica, entdo estara sujeita a uma
forca elétrica. Conclusao: devido a Relatividade Especial, a carga teste em movimento

sente a presenca de um campo elétrico e, consequentemente, uma forca elétrica.
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Figura 3.3: Carga teste ¢ em movimento numa vizinhanca de um fio infinito com uma
corrente elétrica I. O referencial inercial O” é solidério (instantaneamente) a carga teste. A
superficie gaussiana CG ¢é uma casca cilindrica de raio » com o versor 7 normal a superficie
lateral.

O campo elétrico na posi¢ao da carga teste é o mesmo de um fio infinito com a densidade
linear \” dada em (3.29), com simetria cilindrica. Assim, escolhendo como superficie gaussi-
ana uma casca cilindrica de raio r, centrada no fio, como mostrado na Figura 3.3, podemos
usar o resultado encontrado em (2.78),

= . 20\
E"=FE'(r)f, E!'(r)=—"—. (3.30)

r
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Esse é o campo elétrico sentido pela carga teste (em movimento) em seu proprio referencial.
Vale sempre lembrar que este campo elétrico é diretamente proporcional & velocidade da

carga teste. Se tem campo elétrico, tem forga elétrica. A forca elétrica correspondente é
F'=qE"=F"#,  F'(r) = 2g7Coyofofu/r, 7> 0. (3.31)

Note que é uma for¢a dependente da velocidade e perpendicular a velocidade da carga teste,
a caracteristica principal de uma forca magnética. Melhor expressarmos esta forca em co-
ordenadas cartesianas. Na posicio da carga teste temos # = —j. Assim, em coordenadas

cartesianas, temos
F"=F!j, F!=-2¢7\Ce7B,8./r, r > 0. (3.32)

Como esta forca é vista no nosso referencial 07

Momento Relatividade Especial 3. A Relatividade Especial de Einstein prevé uma con-
tracao das componentes de forcas perpendiculares a direcao do movimento. Apenas as com-
ponentes perpendiculares a direcdo do movimento relativo entre referenciais inercias sofrem
uma contracao pelo fator relativistico. Como regra, forcas vistas em movimento tém suas
componentes perpendiculares reduzidas pelo fator +v,, onde v é a rapidez do movimento

relativo.

Como a forga elétrica (3.32) na carga teste é perpendicular ao movimento relativo entre
os referenciais O e 0", desta forma, de acordo com o Momento Relatividade Especial 3, a
forca elétrica (3.32) transcrita do referencial O” para o referencial O tem sua componente

F,) diminuida pelo fator relativistico v,

2q 0 C, C, vl vl

Fy:ng/%}: ,

onde introduzimos a corrente elétrica
I = —)\Ou = —C/\()Bu, (334)

e a constante magnética via a velocidade da luz, ¢ = C./C,, (verifique). Este resultado em

(3.33) pode ser reescrito numa forma vetorial mais interessante (verifique),
F=qixB, ¢=uvi, B=—-2C,,~k, (3.35)
r

onde introduzimos o vetor B , 0 qual é o campo magnético produzido pela corrente I (como
veremos mais adiante). A for¢a em (3.35) é a parte magnética da for¢a de Lorentz. Isto

significa que cargas em movimento (correntes) sao fontes de campos magnéticos. A Figura 3.4
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exibe os vetores presentes em (3.35) e suas orientagoes relativas ao fio conduzindo a corrente
I. Observe a regra da mao direita no canto superior esquerdo amarrando as direcoes e

orientagoes do campo magnético e corrente.

|I IT] ‘
I Il |
4 1 L ||
| !
frente * r x!
. \ U .
B s S )
q
~ ‘ - -
k
F

Figura 3.4: Forca (Lorentz) F na carga teste ¢ (velocidade #), devida ao campo magnético
B criado pela corrente elétrica I em um fio infinito (paralelo ao versor ¢). CA é uma

circunferéncia de raio r, centrada no fio e perpendicular a ele.

A Figura 3.4 mostra a corrente I no fio retilineo (paralelo ao versor i), a qual cria o
campo magnético B tangente a circunferéncia imaginaria CA (curva amperiana) de raio r
(contida no plano dos versores je 12:) O sentido do vetor campo magnético é dado pela regra
da mao direita: o dedao indica o sentido da corrente e o indicador indica o sentido do campo
magnético, num movimento de rotagao em torno do dedao. Este campo magnético atua na
carga teste ¢, produzindo nela a forca de Lorentz F dada em (3.35).

Esse exercicio mostra como uma carga elétrica em movimento produz uma forca, de-
pendente da velocidade, noutra carga elétrica também em movimento. Este resultado sur-
preendente resulta tomando a Relatividade Especial como correta. Este resultado tem sido
confirmado experimentalmente através da observacao de uma forca entre duas correntes elé-
tricas.

Note em todas as expressoes anteriores que a carga teste ¢ é sempre a mesma, ou seja,
estamos escrevendo ¢ para representar a carga teste em qualquer um destes referenciais.
Podemos fazer isso gracas a Relatividade Especial.

Momento Relatividade Especial 4. A carga elétrica nao é afetada pela Relatividade
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Especial. A carga elétrica é um invariante relativistico.
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Capitulo 4

Inducao

4.1 Introducao

Vimos na Sec¢ao 3.5.1, usando a Relatividade Especial, como cargas elétricas em movimento
(corrente elétrica) gera (induz) um campo magnético em sua vizinhanga. Do ponto de vista
préatico, este campo magnético produzido por uma corrente elétrica gera uma forca numa
carga elétrica teste em movimento que pode ser verificada experimentalmente. Essa forca é
idéntica a forca de Lorentz, ja conhecida experimentalmente usando fmas para gerar campos
magnéticos ao invés de correntes elétricas. Do ponto de vista da Relatividade Especial, se
uma carga elétrica em movimento, portanto um campo elétrico variando no tempo, gera
um campo magnético, entao um campo magnético variando no tempo deve gerar um campo
elétrico. Em suma, no fenémeno da indugao, um campo de um tipo (elétrico ou magnético)
variando induz o surgimento de um outro tipo de campo (magnético ou elétrico). Esse
fenomeno da inducao é um efeito relativistico. As relacoes entre campos variando e campos

induzidos estao contidas nas duas tltimas equacoes de Maxwell.

Vamos contextualizar. Maxwell apresentou suas equacoes em 1861. Einstein nos apre-
sentou a Relatividade Especial somente em 1905. Portanto, o fenémeno da inducao foi
descoberto experimentalmente antes da Relatividade Especial. De fato, os efeitos da indu-
cao eletromagnética foram verificados experimentalmente, de forma magistral, por Ampére
em 1820 e por Faraday em 1821. Embora os efeitos elétricos e magnéticos fossem conheci-
dos, separadamente, ha milénios, coube a Ampére e Faraday mostrar suas inter-relacdes pela

primeira vez. A Relatividade Especial refor¢ou estas inter-relagoes.
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4.2 Ampeére

Oersted, em sala de aula, descobriu experimentalmente em 1820 que um fio transportando
uma corrente elétrica produzia um campo magnético. Ele usou uma bissola para identificar
(apos trés anos) que este campo magnético era circular ao fio, como vimos na Se¢ao 3.5.1. Na
época, definia-se campo magnético pela interacio com uma bissola. Imas eram conhecidos
h& muito tempo e interagiam com bissolas (contendo também um ima). Este experimento
de Oersted mostrou pela primeira vez uma relacao explicita entre os fenémenos elétricos
(corrente) é magnéticos (imas). Uma simulagao desse experimento pode ser vista aqui.
Ampére nasceu em uma familia rica e teve sua educagao inteiramente em sua casa.
Tornou-se professor de Matemaética, Fisica e Quimica. Ainda em 1820 tomou conhecimento
do experimento de Oersted e se dedicou a ele com tanto afinco ao ponto de traduzi-lo mate-
maticamente no que chamamos hoje de “lei de Ampére”, corretissima para correntes estaticas.
Infelizmente ele nao registrou seus passos nesta empreitada, publicou apenas seus resultados
(de forma completa em 1826, um ano antes de sua morte). Ampére chegou a conjecturar
cargas elétricas em movimento como a origem de campos magnéticos, quase um século antes
do advento da Teoria da Relatividade Especial. Mais detalhes sobre Ampére podem ser

obtidos aqui.

4.2.1 A lei de Ampére

Ampére foi capaz de mostrar que a circulacao do campo magnético B de uma corrente
elétrica [ (estatica; que nao varia no tempo) em um fio retilineo, circulagdo em torno desse

fio, é proporcional a corrente elétrica que ele transporta:

745 dl = 4nC, I, C,, =0 (4.1)
47
C

onde dl ¢ tangente a curva fechada C' (curva amperiana). Este resultado é valido sempre e é
conhecido por lei de Ampére, o analogo a lei de Gauss para o campo elétrico. A curva fechada
sobre a qual a circulacdo é calculada é a “curva amperiana” (CA), ilustrada na Figura 3.4.
Note também nesta mesma figura o uso da regra da mao direita para identificar o sentido
da corrente com o deddo e o sentido do campo magnético com o indicador (e demais). Na
Figura 3.4, o campo magnético de uma corrente (estéatica) em um fio retilineo é tangente a
curva amperiana CA. Como a lei de Gauss, a lei de Ampére é muito 1til em situacdes onde

h& simetrias.

Exercicio 5. Como ao usar a lei de Gauss, use arqumentos de simetria e a lei de Ampére

para obter o campo magnético produzido por uma corrente I (estdtica) em um fio retilineo.
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4.2.2 Terceira equacao de Maxwell

Usando o Teorema 2, podemos estabelecer uma versao local para a lei de Ampére,

j{é-dfz/ﬁxé-da:zmcmf:zmom/f~da — VxB=47C,J, (4.2)
C A A

onde o campo vetorial densidade de corrente J foi introduzido na Secao 3.4. Maxwell em
1861 notou que este resultado & compativel com a equacao da continuidade (3.19) somente

para campos estaticos (independentes do tempo), pois (verifique)

- = = g 0
0=V -V x B =470,V -J = —47r0m8—f, (4.3)
onde p é a densidade de cargas elétricas (dependente da posicao e do tempo). A primeira
igualdade é valida sempre, pois V-VxF=0 para qualquer campo vetorial F. Desta forma,

Maxwell “corrigiu” a lei de Ampére (local) para

. - C,0FE
ou, usando ¢ = C./C,,,
~ - 10E B

obtendo assim a terceira equacdo de Maxwell. Note que a variacdo espacial do campo mag-
nético esta relacionada com a variacdo temporal do campo elétrico. E um campo induzindo
outro.

Maxwell fez uma descoberta ainda maior: a conservacao da carga expressa na equacao da
continuidade (3.19) é uma consequéncia das leis do Eletromagnetismo. De fato, basta aplicar
o divergente na lei de Ampére (4.5) e usar as demais equagoes de Maxwell para reobtermos

a equacdo da continuidade (3.19), como feito em (4.3).

Exercicio 6. Aplique o divergente na terceira equacao de Mazwell e mostre que ela é con-

sistente com a primeira equacdo de Mazwell e com a equacio da continuidade (3.19).

4.3 Faraday

4.3.1 Introducao

Logo apés a descoberta de Oersted de 1820 (relatada na se¢ao anterior), Faraday também

se dedicou ao assunto. Ao contrario de seu contemporaneo Ampére, Faraday nunca teve
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educacgao formal, substituida pela necessidade de trabalhar desde muito cedo. No entanto isso
nao o impediu de obter conhecimentos por si mesmo, iniciando em Quimica e terminando no
Eletromagnetismo, proporcionando-lhe titulos honorarios e varias premiacoes, além de uma
posicao como Professor. Iniciando em 1821, Faraday meticulosamente realizou uma série de
experimentos sobre eletricidade e magnetismo (inspirado por Oersted e, principalmente, por
Ampeére) que resultou na indugdo eletromagnética, base para a geracao de energia elétrica
a partir de movimento mecanico (usina hidrelétrica). Recomendo a leitura da Se¢ao 7.1 de
Purcell-Morin [1| para perceber a genialidade de Faraday na realizacao de seus experimentos
e conclusoes estabelecidas. A grandeza de Faraday aumenta ainda mais se levarmos em
conta que suas conclusoes foram obtidas apenas com base experimental, sem o embasamento

matematico familiar a Ampére.

4.3.2 Experimentos

A simulac¢ao mostrada aqui ilustra as conclusoes de Faraday. Segure e arraste o ima (aquele
com as quatro setas indicadoras de movimento) e introduza-o dentro da bobina (fio enrolado
na forma circular; espiras) para induzir uma corrente elétrica no fio (que acenderd uma
lampada). O sentido e a intensidade da corrente elétrica induzida sao indicados pelo medidor
de tensao (volts). Note que é necessario haver movimento do ima (fonte de campo magnético)
para induzir uma corrente elétrica no fio. Quanto mais rapido, maior a corrente. Note
que invertendo o sentido do movimento do ima, inverte-se também o sentido da corrente.
Experimente.

Experimente também com o item “Linhas de campo” ligado, para visualizar as linhas
de campo (do campo magnético criado pelo ima). Essas linhas de campo foram inventadas
por Faraday, mesmo sem ter os devidos conhecimentos matematicos sobre campos vetoriais.
Experimente também com uma bobina com menos espiras: quanto mais espiras, maior a
intensidade da corrente.

Lei de Faraday: a corrente induzida no fio depende diretamente da variacao do fluxo do
campo magnético. Faraday que nao tinha conhecimentos de campos vetoriais, inventou suas

“linhas de campo” para chegar a esta conclusao.

4.3.3 Quarta equacao de Maxwell

Maxwell (1861) usou os experimentos de Faraday e deu a eles uma interpretagdo matematica.
Para criar a corrente no fio é necessario uma for¢a agindo nos portadores de carga. Seja uma
carga ¢ submetida a uma forca F', movimentando-se ao longo de uma curva C. Entao

podemos introduzir um campo elétrico: £ = F'/q. Denominemos de “for¢a eletromotriz”,
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por razoes historicas, o trabalho por unidade de carga,

5:1/ﬁ-dfz/ﬁ-df, (4.6)

q
c c

onde dr’ é o deslocamento infinitesimal tangente a trajetoria C' da carga q. Note que £ é um
escalar e nao um vetor (necessario para ser uma for¢a) com dimensées de energia por unidade
de carga, portanto as mesmas dimensdes de potencial elétrico. A “forca eletromotriz” é um

potencial elétrico (tensao). Segundo Maxwell, a lei de Faraday pode ser escrita como

5:—%, @:/é-da’, (4.7)
A

onde ® ¢ o fluxo do campo magnético B através da superficie de area A, apoiada em um

contorno C' por onde movimentam os portadores de carga. Em geral a curva C, representando

a trajetoria da carga ¢, ¢ uma curva praticamente fechada, moldada por um fio condutor,

como os anéis de uma bobina mostrada na Figura 4.1a. Verbalizando a Eq. (4.7), a lei de

Faraday estabelece que a variacao do fluxo de um campo magnético induz uma corrente

elétrica em uma bobina.

(a) Lei de Lenz. (b) Lei de Ampere.

Figura 4.1: Anel condutor caindo num campo magnético (fixo). Uma corrente I é estabele-
cida para compensar a variagao do fluxo pelo anel.

Desta vez o sinal negativo na lei de Faraday (4.7) ndo ¢ uma simples escolha, mas uma
exigéncia experimental. Usando a lei de Ampére, esta corrente induzida cria um campo
magnético (de simetria circular) em torno do fio sempre no sentido de compensar (gracas ao
sinal negativo) a variacao do fluxo do campo magnético externo. A Figura 4.1a ilustra essa

interpretagao, conhecida por lei de Lenz. Nesta figura, um campo magnético (nao uniforme
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espacialmente) é criado pelas bobinas ligadas a um gerador de corrente, de acordo com a
lei de Ampére. Uma outra bobina circular (anel) é permitida se movimentar (na dire¢ao
vertical) na presenga deste campo magnético, variando o fluxo no seu interior. Quanto mais
densa a regiao em termos de linhas de campo, mais intenso é o campo. Assim, esse campo
magnético ¢ mais intenso na regido préxima as bobinas que o criou. Quando o anel se
aproxima da regiao onde o campo ¢ mais intenso, o fluxo através dele aumenta. Segundo a
lei de Lenz, uma corrente serd induzida nesse anel no sentido de criar outro campo magnético
que ird compensar esse aumento do fluxo do campo magnético original. Por isso o sentido
da corrente induzida I indicado nessa figura. Veja na Figura 4.1b a “regra da mao-direita”
para determinar o sentido do campo criado pela lei de Ampére.

Usando o Teorema 2, podemos estabelecer uma versao local para a lei de Faraday,

— — — — d(b d = ag
E=¢QFE-dl = F-di=—-—=—-—— | B-di=— | — -da 4.8
7{ / VX Eeda === “ / ot v (48)
c A A A
onde a superficie de drea A esté inteiramente apoiada no contorno C'. Esta condi¢ao produz

a quarta equacdo de Maxwell,

. . OB
FE+—=0. 4.
V x +8t 0 (4.9)

Vale lembrar que um campo elétrico dependente do tempo nao produz um trabalho nulo
numa trajetoria fechada (ou seja, se for dependente do tempo, nao sera conservativo). Note
que a variacao temporal de um campo magnético induz a variacao espacial de um campo

elétrico. EE um campo induzindo o surgimento de outro.

Exercicio 7. Aplique o divergente na quarta equacao de Mazwell e obtenha a sequnda equa-
cao de Mazwell, V-B=0.

Exercicio 8. Reobtenha a ler de Faraday a partir da variacao do fluxo do campo magnético.

Use também a quarta equacao de Mazwell.

4.4 (Casos de estudos

4.4.1 Fio

A Figura 4.2a mostra parte de um fio infinito conduzindo uma corrente I (estatica). Por
simetria espera-se que 0 campo magnético B criado por esta corrente seja perpendicular ao
fio e tangente a curva amperiana CA, uma circunferéncia de raio r concéntrica com o fio. Por
simetria espera-se também que a componente tangencial B, dependa apenas da distancia

radial r, B, = B,(r). O sistema de coordenadas cilindricas é o mais adequado, com o eixo Z
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~_ A = rdy

(a) Vista panoramica. (b) Vista frontal.

Figura 4.2: (a) Fio conduzindo uma corrente I. O campo magnético B é tangente a uma
circunferéncia perpendicularmente centrada no fio. (b) A curva amperiana é uma circunfe-
réncia de raio r concéntrica com o fio.

ao londo do fio (retilineo), como mostrado na Figura 4.2b. Portanto, esperamos um campo
magnético da forma
B = B,(r)¢. (4.10)

De acordo com a lei de Ampére (4.1), a circuita¢ao do campo magnético (4.10) ao longo

da curva amperiana CA, para a qual
dl=dl¢, dl=rdp, (4.11)

como podemos ver da Figura 4.2b, fornece,

2w
I 20,1
j{B -dl = Byr / dp =2rrB, = 4rC,,] = B,(r) = : (4.12)
r

Esse ¢ o mesmo valor do campo magnético em (3.35), obtido na Sec. 3.5.1 com o auxilio
da Relatividade Especial. Vale lembrar que a corrente I é estatica (isto é, independente do

tempo).

O potencial vetor do campo magnético foi introduzido na Sec. 3.3.1. Queremos encontrar

o potencial vetor A tal que B = V x A. Devida a simetria cilindrica do fio (retilineo), melhor
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usar coordenadas cilindricas,

A= A+ Ayp+ ALk (4.13)

Também devido a esta simetria, esperamos que este potencial vetor nao dependa da coor-
denada z (ao longo do fio) e nem da coordenada angular ¢; cada componente do potencial
vetor deve ser funcdo somente da coordenada radial r, A,,. = A, .(r). Sabemos que o

campo magnético esta inteiramente na diregao tangencial (dire¢ao de ¢). Assim,

S 0A, 0A 0A - I
A= T2 p=—"Lpp=B=20C,-0¢. 4.14
VX ( 0z or ) 4 ar © ¢ P (4.14)
Assim, temos
0A, I
— =2C,— = A,(r)=-2C,Ilnr + cte, (4.15)
or r
ou, numa forma semelhante,
0A,
5, = B,(r) = A.(r)= —/B¢ dr = =2C,,IInr + cte. (4.16)
r

Vale ressaltar que nao podemos fazer r = 0, nem para o campo magnético, nem para o
potencial vetor, pois o fio tem um diametro, pequeno, mas tem. Dentro do fio, o cenario é

outro.

Note que a condicao B =V x A nao determina completamente o potencial vetor (4.13).
Determinamos apenas a componente A,. Até aqui temos a liberdade de escolher as demais
componentes como sendo nulas. Desta forma, o potencial vetor esta ao longo do fio, A= AZ/%,

no sentido contrario a corrente I.

4.4.2 Placas
4.4.2.1 Uma placa estatica

A Figura 4.3 mostra uma placa conduzindo uma corrente elétrica estatica ao longo do eixo X.
Apenas uma parte desta placa é mostrada, mas a placa é infinita. Seja J > 0 a intensidade
do vetor densidade de corrente, J = Ji. A corrente é o fluxo desta densidade de corrente,
como definido em (3.17). Esta densidade de corrente é constante na se¢do reta de area l9,
onde ¢ é a espessura da placa e [ a largura da regiao destacada na Figura 4.3. Desta forma,

a corrente nesta faixa destacada é
I1=16J=Jl, J=4dJ, (4.17)
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Figura 4.3: Corrente fluindo em uma placa infinita. A curva amperiana (CA) é um retangulo
perpendicular a placa.

onde J é denominada de densidade superficial de corrente. O fragmento de reta de com-
primento [ é a “area” pela qual a densidade superficial de corrente J atravessa, da mesma
forma que a area [0 é area pela qual a densidade (volumétrica) de corrente J atravessa. A
densidade (volumétrica) de corrente J vive em 3D. A densidade (superficial) de corrente J
vive em 2D.

Como sao placas infinitas, espera-se que os campos magnéticos, de um lado e do outro,
sejam paralelos & placa e perpendicular a corrente. Podemos imaginar a placa formada
por infinitos fios paralelos. O campo magnético de cada fio é perpendicular ao fio. Assim, o
campo magnético dessa placa serd perpendicular a corrente. Informacao extra: a componente
do campo magnético perpendicular a uma superficie transportando uma corrente estatica
¢ continua, enquanto a componente tangencial ¢ descontinua e proporcional a densidade
(superficial) de corrente. Isto obriga o campo magnético a mudar de sentido ao passarmos
de um lado da placa para o outro. Como a componente perpendicular é continua, ela nao
pode mudar o seu sentido. Portanto a componente perpendicular desse campo magnético
deve ser nula.

Usando a curva amperiana CA mostrada no centro da Figura 4.3, a lei de Ampére (4.1)

fornece (verifique)
B.il — B, | = 4xCpl = 4nCnJl = B,, — B,_ = 47C,J. (4.18)

Por simetria, como o espaco dos dois lados da placa é o mesmo e nao existem outros campos

magnéticos, as intensidades destes dois campos devem ser idénticas. Assim,
B,=B,,=-B, =2rC,J, B, > 0. (4.19)
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Note no lado direito da Figura 4.3 que vale uma regra da mao direita se “perfurarmos” a
placa para movimentar a mao. Este resultado mostra que a componente do campo magnético
paralela a uma superficie condutora e perpendicular a densidade de corrente fluindo nesta
superficie é descontinua e proporcional a esta densidade de corrente. No caso do campo elé-
trico, &€ a componente perpendicular a superficie condutora que é descontinua (e proporcional

a densidade superficial de cargas).

4.4.2.2 Duas placas estaticas

A Figura 4.4 mostra duas placas infinitas transportando correntes opostas de mesma inten-
sidade. De acordo com a se¢ao anterior, os campos magnéticos de cada placa tém as mesmas
intensidades e sentidos opostos. As cores (tragos) especificam os campos de cada placa.
Note que o campo de uma placa estd presente em todo o espaco de cada lado. O campo
magnético resultante é a soma desses dos campos magnéticos de cada placa. Podemos ver
que estes campos somam-se no interior entre elas e cancelam-se nas regioes externas. Assim,

no interior das placas, de acordo com (4.19), a intensidade do campo magnético é

B, = 2B. = 47C,, 7. (4.20)

+
~
—

Figura 4.4: Correntes fluindo, em sentidos opostos, em duas placas paralelas infinita e res-
pectivos campos magnéticos no lado esquerdo e o campo resultante no lado direito.

Sim, esse sistema é também um capacitor de placas paralelas, apresentado no Apén-
dice B.2. Entao ha também um campo elétrico entre as placas. No entanto, campos elétricos
sao de natureza distinta dos campos magnéticos. Nao podemos somar campos elétricos e
magnéticos. Eles tém dimensoes diferentes. Seria como somar posigao e tempo. Por outro

lado, campos elétricos e magnéticos estaticos nao interagem entre si.
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4.4. Casos de estudos Capitulo 4. Inducao

4.4.2.3 Duas placas em movimento

Imagine agora duas placas infinitas, proximas, carregadas com cargas opostas, com densi-
dades superficiais +0, em movimento ao longo do eixo X com velocidade v = vyt medida
no referencial inercial O. Este sistema forma um capacitor (ideal) de placas paralelas, um
dispositivo eletronico apresentado no Apéndice B.2. Desta forma, no referencial inercial O,

temos um campo elétrico
E=E,j, E,=4nC.o0, (4.21)

constante, perpendicular as placas, no sentido da placa positiva para a placa negativa. Com
as placas em movimento, temos uma densidade superficial de corrente J = ov, em cada

placa (em sentidos opostos) e, naturalmente, um campo magnético
B = BZ/%, B, = 4nC,,J = 47 C,,0v,, (4.22)

constante, somente no interior das placas, paralelo as placas, no sentido positivo do eixo Z,
perpendicular as correntes elétricas +1. Note que ambos os campos sao perpendiculares a

diregao do movimento das placas.

k .
. Lf
O >

-1
-
; B
. A —
<4 f —_— ¢
Iy — 7
E—
+1

Figura 4.5: Duas placas paralelas infinitas, com cargas opostas, em movimento (%) em relac¢ao
ao referencial inercial O. O referencial inercial O também se movimenta (V') em relacao a

0.

Como serao os campos vistos por um observador solidario ao referencial inercial O, em
movimento uniforme com velocidade V' em relacao ao referencial . Esses campos serao
produzidos pelas fontes vistas nesse referencial O. A velocidade v = v,i das cargas no

referencial O é a composicao da velocidade v = v,i das cargas no referencial O com a
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Capitulo 4. Inducao 4.4. Casos de estudos

velocidade V = Vi do referencial 0,
vy — V

c2

(4.23)

/Uj:

Devido a contracao espacial na direcao do movimento das cargas, mesma direcao do movi-
mento relativo das cargas em relacao ao referencial O, a densidade de cargas no referencial

O & 0/7,,. No referencial O essa mesma densidade de cargas é vista como

_ Vg

(%

onde o fator v, é uma funcao da rapidez relativa u entre quaisquer dois referenciais inerciais,

1 U
Acontece que a quarta componente do quadrivetor velocidade é justamente o fator gama 7, ,

visto no referencial @ como

Vo,

C

Esta relagdo nos permite reescrever (4.24) como (verifique)

G—o (1 . ng> Yo (4.27)

c

As leis fisicas sao as mesmas em todos os referenciais inerciais. Assim, a densidade superficial
de corrente J no referencial O é (verifique)

J =00z =0 (v, = V)7, (4.28)

Ainda usando o principio que “as leis fisicas s@o as mesmas em todos os referenciais
inerciais”, os campos vistos no referencial O sao similares aqueles vistos no referencial O,

mesma diregao e sentido, mas com intensidades diferentes,

E, =4nC.6, B;=41C,J. (4.29)

2

As constantes elétrica C, e magnética sao universais, pois C./C,, = ¢* e a velocidade da

luz é a mesma em todos os referenciais inerciais. Usando (4.27) e (4.28), os campos (4.29)
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4.4. Casos de estudos Capitulo 4. Inducao

podem ser reescritos como (verifique)

_ V 4nC.ov,
Ey =, (47rcea . ?T) , (4.30a)
B: = Yy (nCpov, — VanCpo), (4.30b)

0s quais podem também ser reescritos em termos dos campos (4.21)—(4.22) (verifique),

Ey =, (By — B,¢B.), (4.31a)
¢B: =1, (—ﬁvEy +¢B.). (4.31Db)

Note que estas sao as componentes perpendiculares ao movimento relativo entre os refe-
renciais inerciais O e O. Este resultado mostra que as componentes perpendiculares dos
campos elétrico e magnético transformam como as coordenadas ct—x (ou z°-z') mediante
uma transformacao de Lorentz. A componente longitudinal ndao muda, embora isso pareca
trivial aqui.

Observe que as componentes I, e cB., em ambos referenciais, podem ser intercambiadas,
implicando que os campos elétrico e magnético desempenham papeis simétricos: um pode ser
trocado pelo outro. Curioso que sentimos uma diferenca marcante entre estes dois campos.
No entanto, no espaco de Minkowski, eles sao simétricos.

As leis de transformacdo (4.31) entre as componentes dos campos elétrico e magné-
tico completam a prova que o campo magnético ¢ um efeito relativistico, apresentada na
Sec. 3.5.1.

Exercicio 9. Elabore cuidadosamente as provas omitidas sob a etiqueta “verifique”.
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Capitulo 5

Potenciais

5.1 Maxwell

As equacoes de Maxwell podem ser divididas em dois grupos. O grupo ligado a carga
(divergente),
V-E=47C.p, V- -B=0, (5.1)

e o grupo ligado a inducao (rotacional),

- = 10E <.z 0B

1 Mo Ce 1 2
Cpn=—, —=—=¢c, 5.3
4 C(m €olto ¢ ( )
onde os valores da permissividade ¢y e da permeabilidade py do vacuo sao dados na Sec. 1.5

e a relagao com a velocidade da luz ¢ é deduzida abaixo.

O grupo ligado a inducao pode ser reescrito numa forma mais simétrica se multiplicarmos

o campo magnético B pela velocidade da luz ¢ (verifique),

10E - . 10(cB
LB Gy (eB) = —anC(J)e), 12D

- T +VxE=0, (5.4)

onde usamos também cC,,, = C./c. Assim, os campos elétrico E e magnético (rebatizado) ¢B
tém as mesmas dimensoes (verifique). Note que, na auséncia de uma densidade de corrente,

as substituicoes

—

E —¢B, ¢B— —E, (5.5)
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5.2. Ondas Capitulo 5. Potenciais

leva uma das equagoes de Maxwell em (5.4) na outra. Note também a “quebra de simetria”
nos papeis desempenhados pelos campos elétrico e magnético em (5.5), evidenciada pelo

sinal negativo. Isto é um indicio que estes dois campos tém caracteristicas distintas.

Exercicio 10. Elabore cuidadosamente as provas omitidas sob a etiqueta “verifique”.

5.2 Ondas

Maxwell mostrou que luz ¢ uma onda eletromagnética e que pode se propagar no vacuo
(algo inaceitavel para a época, pois acreditava-se que toda onda precisava de um meio para
se propagar). Para tal, Maxwell considerou suas equacoes no vacuo (auséncia de cargas

-

elétricas, p = 0, e de correntes, J = 0):

C, OF
Ce O’ ot

V-E=0, V-B=0, VxB=+

Maxwell, inicialmente, prestou aten¢do nas constantes C, (elétrica) e C,, (magnética). To-

memos o rotacional das duas tltimas equagoes (verifique),

. - - Cne [O0E\ Cnd- =
VXVXB:CeVX<E>_CE_tVXE’ (573)
— — — = aé a—‘ g
VXVXE—VX<—E>——§VXB, (57b)

onde pressupomos que os campos sejam suaveis, e as simplifiquemos usando V x (ﬁ X ff) =
6(6 . fY) — VQfT, bem como as duas primeiras equagoes de Maxwell com divergéncia nula
(verifique),
Cnid= = = 0= =

T_VxE, -V)E=-—-VxB_B. 5.8
C. Ot ot (58)

Agora usemos novamente as duas tltimas equacoes de Maxwell para substituir os rotacionais

~V2B =

por derivadas temporais e desacoplar as equagoes (verifique),

Cn 0%\ = Cn 0\ =
2 m 2 m
<V - Ce @) E - O, (V - Ce ﬁ) B - O (59)

Esta equacao diferencial parcial satisfeita pelos campos E e B é conhecida por equacao de

(v2 - ia—2> Y =0, (5.10)

v2 Ot2

onda (no vacuo),
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Capitulo 5. Potenciais 5.3. Potenciais

onde v é a velocidade de propagacao da onda 1. Assim, Maxwell imediatamente identifi-
cou que os campos eletromagnéticos E e B satisfazem a mesma equacao de onda, com a

velocidade

Ve = =c”, (5.11)

cujo valor coincidia com o valor da velocidade ¢ da luz na época. Maxwell nao teve dividas:
luz é uma onda eletromagnética e, pasmem, propaga-se no vacuo! Mais ainda, propaga-se
com uma velocidade finita dada pelas constante elétrica e magnética, as quais sdo universais.
Portanto a velocidade da luz deve ser também uma constante universal. As implicagoes con-
ceituais e tecnologicas foram dantescas. Primeiro acreditava-se que a luz fosse um fenémeno
instantaneo. Coube a Maxwell dar uma explicacao teoérica para a finitude da velocidade
da luz. Segundo, de acordo com a Relatividade Especial de Einstein, a velocidade da luz é
um limite para velocidades de objetos com massa (que possa ser medida numa balanca). A

Ref. [2] apresenta uma excelente visao historica desse empreendimento humano.

Exercicio 11. FElabore cuidadosamente as provas omitidas sob a etiqueta “verifique”.

5.3 Potenciais

E muito interessante utilizar aqui o potencial escalar ¢, introduzido na Secdo 2.3, e o potencial
vetorial /T, introduzido na Secao 3.3.1. No entanto, como os campos considerados aqui sao
dependentes do tempo, temos de verificar se alguma correcao precisa ser feita nas relacoes
ja estabelecidas envolvendo estes potenciais.

Para o campo magnético satisfazendo a segunda equacao de Maxwell, V-B = 0, con-
tinuamos com B = V x A. Para o campo elétrico, devido as equagoes de Maxwell ligadas
a indugao, precisamos corrigir a relagao E = —ﬁgb, valida somente para campos estaticos.

Para tal, vamos usar a quarta equagdo de Maxwell (lei de Faraday),

— —

OB - = = 0A 0A -

— +V X E=V —+F|=0 = —+FE=-V 5.12

at TV X<8t+) ot " ¢ (5.12)
a qual nos obriga a acrescentar a variagao temporal da densidade de corrente em E= —ﬁgzﬁ.

Desta forma, em termos dos potenciais, os campos sao

B ~ 109(cA L .
E=-Vo-- (gt), ¢B =V x (cA). (5.13)

Note a contribuicao do potencial vetor A ao campo elétrico. Naturalmente, essa contri-

buicao somente é relevante para potenciais variando no tempo. Sabiamos que os potenciais
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5.4. Calibre Capitulo 5. Potenciais

criam seus campos através de variacoes espaciais. As equacOes anteriores estao sugerindo
ct como uma quarta coordenada. Note também cA tem as mesmas dimensdes do potencial
escalar ¢ (verifique). Veremos que os campos E e ¢B formam um ente Gnico, 0 campo
eletromagnético, um tensor de segunda ordem (uma matriz antissimétrica). Assim como po-
sicao e tempo (ct) formam um vetor quadridimensional no espago-tempo, unificando tempo
e espaco, os potenciais ¢ e cA formardo o vetor quadridimensional quadripotencial. Estas

unificacoes sao feitas pela Relatividade Especial de Einstein.

O campo magnético escrito em termos de seu potencial vetor, B = V X A, nos permite

calcular o fluxo magnético via a circulacao do potencial vetor,

@B:/g.da:/m3.@27{1.@, (5.14)

A A C

onde A é uma superficie apoiada na curva fechada C. Este resultado é possivel gracas ao

Teorema 2.

Exercicio 12. Elabore cuidadosamente as provas omitidas sob a etiqueta “verifique”.

5.4 Calibre

Uma vez que os campos elétrico Ee magnético cB satisfazem, individualmente, uma equagao
de onda no véacuo, Egs. (5.9), os respectivos potenciais também devem satisfazé-la. Para
verificarmos, vamos trocar nas equacoes de Maxwell os campos pelos seus potenciais dados
em (5.13). Como ja usamos a segunda e a quarta das equagoes de Maxwell, resta para
usarmos a terceira equagao (verifique),

— — 1aE 16214) 2 7 - = e 1a¢ T

onde usamos V x (V x A) = V(V - A) — V2A. Este resultado pode ser reescrito numa forma

mais elegante (verifique),

L1924 Y af= - 109
\Y4 2o 7Cnd +V (V + > 815) (5.16)
Da primeira equacao de Maxwell, temos (verifique)
V~E:—V¢—aV-A:47rCep, (5.17)
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ou, numa forma mais elegante (verifique),

1 0% 0 (= - 10¢
=y — (V- A+ == 1
2 7Cep T (V + ) , (5.18)

2 —
Ve c? Ot

onde somamos e subtraimos o termo contendo a derivada temporal do potencial escalar,
para atingir a mesma estrutura de (5.16), fornecido pela quarta equagao de Maxwell. As
Eqgs. (5.16) e (5.18) s@o as equagbes de onda para os potenciais, na presenca de cargas e

correntes.

E agora a justificativa do titulo desta se¢io. As equagdes de onda (5.16) e (5.18) sdo
invariantes perante as seguintes trocas de potenciais (verifique):
85 — — —
¢—>¢—a, A— A+ VE. (5.19)
Esse fato é conhecido por simetria de calibre. O campo escalar £ é o “calibre”. Esse fato deu
origem a um feito ainda maior: teorias de calibre (gauge), as quais apresentam um apelo

matematico substancial.

Quer mais? Quem acha que o termo entre paréntese nas equagcoes (5.16) e (5.18) oferece
dificuldades certamente perdeu a fé na Matematica e também nas equacgoes de Maxwell.
Como os potenciais podem ser “calibrados”, isto é, permitem uma escolha, entao podemos

fazer uma escolha,
V- A+ —-— =0, (5.20)

conhecida por calibre de Lorenz (ndo confundir com Lorentz). Com esta escolha, as equagoes

de onda (5.16) e (5.18) para os potenciais simplificam,

L 1824 .
A =4 21
\% 28 7Cmd, (5.21a)
1 0%
20— ——L = 4 . 21
V3o o 7C. p (5.21b)

Naturalmente, esta simetria de calibre também deixa invariante as relacoes entre os campos

vetoriais e seus potenciais em (5.13) (verifique).

Exercicio 13. Elabore cuidadosamente as provas omitidas sob a etiqueta “verifique”.
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&
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Figura 5.1: Solenoide transportando uma corrente constante I.

5.5 Casos de estudos

5.5.1 Solenoide

A Figura 5.1 mostra parte de um solenoide infinito (ideal). Trata-se de uma bobina cilindrica
de base circular de raio R com uma densidade (constante) N de espiras por unidade de com-
primento. Uma corrente I (constante) passa pelas espiras. Por simetria o campo magnético
produzido pela corrente nas espiras é nao-nulo somente no interior do solenoide. Além disso,

esse campo magnético é constante e dirigido ao longo do eixo central do solenoide (eixo Z),

~

Bok ser <R, By =4nC, NT

0 ser > R,

B= (5.22)
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onde 7 é a distancia de um ponto P até o eixo do solenoide (eixo Z).

Campo magnético ao longo do eixo do cilindro. Sempre haverd um ntmero suficiente
de espiras, posicionadas no lugar correto, para cancelar qualquer componente do campo
magnético resultante que nao estiver ao longo do eixo do cilindro (eixo Z) e dentro do
solenoide. Dentro, de acordo com a lei de Ampére, o campo magnético aponta no sentido
positivo do eixo Z. Fora do solenoide, o campo magnético se nao fosse nulo deveria apontar

no sentido negativo do eixo Z, como os vetores tracejados na Figura 5.1.

Campo magnético constante. A lei de Ampére (4.1) mostra que a intensidade do campo
magnético deve ser constante, tanto dentro quando fora do solenoide. Basta tomarmos re-
tangulos paralelos ao eixo do solenoide como curvas amperianas (CA). Uma dessas curvas
amperianas é mostrada no lado direito da Figura 5.1. Dentro e fora do solenoide nenhuma
corrente atravessa essas curvas amperianas. Como a circuitacao do campo magnético na
curva amperiana CA tem duas contribuicoes nao-nulas e de sinais opostos, ao longo das
arestas paralelas ao campo magnético e de mesmos comprimentos, concluimos que a inten-
sidade do campo magnético deve ser a mesma em dois locais arbitrariamente diferentes.

Portanto o campo magnético deve ser constante.

Intensidade do campo magnético. A intensidade do campo magnético pode ser determi-
nada usando a curva amperiana CA enlacando parte do solenoide, como mostrado no lado

esquerdo da Figura 5.1. Usando a lei de Ampére (4.1), temos

Bl + 0l =47C,INI = B, = 47C,, NI = B,. (5.23)
Note a descontinuidade da componente do campo magnético tangencial a superficie do sole-
noide.

Solenoide real. Um solenoide real possui um comprimento finito, porém muito maior
que seu didmetro. O campo magnético é praticamente constante no centro do solenoide e
praticamente nulo na regido externa ao solenoide. O solenoide ideal (comprimento infinito)

é uma boa aproximagao para o solenoide real (comprimento finito).

Potencial vetor dentro do solenoide. Queremos determinar o potencial vetor A tal que

B =V x A. Neste caso é melhor usar coordenadas cilindricas,
A=A+ A,p + Ak (5.24)

Também devido a esta simetria, esperamos que este potencial vetor nao dependa da coor-
denada z (ao longo do fio) e nem da coordenada angular ¢; cada componente do potencial

vetor dever ser funcdo somente da coordenada radial r, A, ,, = A, .(r). Sabemos que o
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campo magnético esta inteiramente na diregao do eixo do solenoide (direcao de k). Assim,

Lo 1[0(rA,)  0AN . 10(rA.): 5 o
VXA—T( = —aw>k_r 5k =B = Byk. (5.25)

Desta forma, temos (verifique)

1 orA,
r Or

B C

onde C; é uma constante arbitraria. Como nao ha imposicoes sobre as componentes A, e
A, podemos assumi-las nulas. Assim, o potencial vetor esta circulando o eixo do solenoide,

no mesmo sentido da corrente I,

A

I
8N
A
—~
=3
N~—
>
BN
A
—~
=
N~—
I

(5.27)

Como determinar a constante arbitraria C; em (5.27)7 Usando o fluxo magnético. Vamos
calcular o fluxo magnético através da area A do disco perpendicular ao solenoide. Como mos-
trado na Figura 5.1, esse disco tem a circunferéncia C' como contorno. Dentro do solenoide

(r < R) temos (verifique),

27
dr=rdp ¢ =dl g, Cz%dlzr/dgpz%rr, (5.28)
0
e
T 2m
da=rdrdek = dak, Az/daz/rdr/dgpzﬂr2. (5.29)
0 0
O fluxo magnético, por definigao, é (verifique)
dp = /é - da = ByA = 71 By, (5.30)

A

Por outro lado, de acordo com (5.14), o fluxo magnético também pode ser calculado pela

circulagao do potencial vetor (verifique),

Dy = //Y- dF = A,C = 21T A, (5.31)
C
Portanto,
B
Ay(r) = 707“ r<R. (5.32)
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Desta forma a constante C em (5.27) tem de ser nula, C; = 0. Note que o fluxo magnético
também diz nada sobre as componentes A, e A,, perpendiculares ao disco A e seu contorno
C, respectivamente.

Note que podemos escrever (verifique)

A=ZBxTF, (5.33)

N | —

onde 7 é o vetor radial, perpendicular ao eixo do solenoide, como mostrado na Figura 5.1.
Seu modulo r, a distancia do ponto P ao eixo do solenoide, é a coordenada radial do sistema
de coordenadas cilindricas.

Potencial vetor fora do solenoide. Vamos usar o fluxo magnético para calcular a compo-
nente tangencial A, do potencial vetor fora do solenoide. Fora (r > R), o fluxo magnético

calculado usando diretamente o campo magnético é (verifique)

by = /B -da = ByA = TR%B,. (5.34)
A

Note que o fluxo é restrito & area da secao reta do solenoide. Usando o potencial vetor, o

fluxo magnético é o mesmo calculado em (5.31), porém com a condigdo r > R. Assim,

_ ByR?

Ay(r) o

,r>R. (5.35)

Note que as fungbes (5.32) e (5.35) sado continuas na lateral do solenoide, r = R.
Impressiona ter um potencial vetor nao-nulo, nao-constante, fora do solenoide onde o
campo magnético é nulo. Vimos que o potencial elétrico ¢ uma grandeza mensuravel e bem
conhecida em eletronica: uma tensao. Ninguém questiona se o potencial elétrico é apenas um
artificio matemaético para calcular o campo elétrico. O potencial elétrico é real, existe, é uma
tensao, facilmente mensuravel. Entao o potencial vetor deve ser também uma quantidade

real, que existe, passivel de ser medida.

Exercicio 14. Elabore cuidadosamente as provas omitidas sob a etiqueta “verifique”.
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Capitulo 6

Energia-momentum

6.1 Densidade de forca

Considere um elemento de carga dg em uma distribuigao (continua) de carga total @) contida
num volume V. Esse elemento de carga dqg movimenta-se com velocidade ¢ sujeito a forga

de Lorentz (1.1). Assim, a forca total F nesta distribuicio é

— —

F:/dq(ﬁ+ﬁxé):/dV(pE+pﬁx§):/dV(p L PxB), (61
Q Vv Vv

onde p é o vetor densidade de carga e J = pv a densidade de corrente. Da tltima igualdade

em (6.1), temos a densidade de for¢a (forga por unidade de volume),
f=pE+JxB. (6.2)

Podemos usar as equagoes de Maxwell (1.2)—(1.5) para eliminar a presenga das fontes (p

e J) da densidade de forca (6.2),

pE= e (V- E)E (6.3)
e (verifique)
- o 1 - - 10F =
JXB_47TCm<VXB_§E>XB
A L. 1 |9, = OB
_47TOEBX(VXB)_47TOE §<EXB>_EXE , (6.4)
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onde usamos a relagdo (5.11). Massageando mais um pouco o tltimo termo, temos (verifique)

— — 1
JxB=—
% 47C,

[E x (V x E)+ @B x (V x B) + %(E X é)} . (6.5)
Desta forma, a densidade de for¢a (6.2) torna-se em

L o (S Bye B x (S x B (S . BB L (BB
47TC€[Ex(VxE)+cB><(V><B)—(V~E)E o7 (E B)}. (6.6)

Fe_

Usando V - B = 0, a densidade de for¢a (6.6) também pode ser reescrita como

— 1 — — — — — — — — — — — —
f:—4 - [Ex (VXE)—(V-EYE+*Bx (VxB)-(V-B)B
7 e
+ Q(E x B)|. (6.7)
o . (6.
Também podemos usar a relagao geral
S 5 o 1= Y o o
Ax (VxA)= 5VA? —(A- V)4, (6.8)

onde A2 = A.A, para reescrever a densidade de forca (6.7) numa forma mais aberta (verifique)

1
4rC,

f= (V-E4+E-VYE+3(V-B+B-V)B—

"l 2 | 2p2 _2 n I
V(B +¢B%) — o (Ex B)|. (6.9)

Cada um desses trés termos tem uma interpretacao fisica, como veremos adiante.

No entanto, o termo contendo o gradiente em (6.9) tem uma interpretacdo imediata.

Forga é derivada (literalmente) de energia. Entdao a quantidade

1 1
om E? + *B? 1
€ 47TC 2( + ¢*B?), (6.10)

¢ a densidade de energia eletromagnética (por unidade de volume). O gradiente dessa den-
sidade de energia eletromagnética é uma contribuicao eletromagnética a densidade de forca
total,

—

f;m = _v(_gem) = 6gem~ (611)
Note que a energia eletromagnética (6.10) estava “escondida” na densidade de for¢a (6.2).

Para uso futuro (imediato), os dois primeiros termos em (6.9),

—

+3(V-B+B-V)B|, (6.12)
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podem ser reescritos numa forma mais adequada usando suas coordenadas (verifique),

1 - . .

= oV (BE+EB.E) (6.13)

Ai

O ponto importante aqui é a possibilidade de escrever as coordenadas do vetor A como
o divergente de uma expressao. Isto nos permitird usar o Teorema 3 ao escrevermos as

quantidades totais.

6.2 Densidade de energia

A projecao da forca de Lorentz ao longo da trajetoria do elemento de carga dg nos da o
trabalho realizado. Considerando que a trajetoria desse elemento de carga dq seja parame-
trizada pelo vetor posicao r, entao dr = vdt. Assim, a taxa de variacao temporal do trabalho

total (poténcia total) dessa regido de cargas é

aw

- (E+17><E)-ﬁdq:/pﬁ-ﬁdvz/f-ﬁjdv. (6.14)

Q \% %

Este resultado pode induzir a pensarmos que apenas o campo elétrico trabalha. No entanto,
as equagoes de Maxwell vinculam os campos elétrico e magnético. Procedendo como ante-
riormente, podemos usar as equagoes de Maxwell (1.2)—(1.5) para eliminar a densidade de
corrente J da densidade de poténcia (poténcia por unidade de volume) J - E,

. 10E -

4nC,J-E=(VxB) - E—-—-"""E. 6.15
m (V x B) 2 (6.15)

Cada um desses dois termos é uma parte de uma derivada de um produto:

0 - - OE*) 10E -
V- (ExB)=B-(VxXE)—E-(VxB). (6.16b)

Assim, a densidade de poténcia (6.15) pode ser reescrita como

. > o o 1 OF?
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Podemos usar as equagoes de Maxwell (1.2)—(1.5) para eliminar o rotacional do campo elé-

trico e usar (6.16a) novamente (verifique),

JoB= T G (6.13)
onde definimos SR T
Eem = 471’065(E + c¢“B?), (6.19)
a densidade de energia eletromagnética, e
o A2 L S
S = 47rCeE X B, (6.20)

denominada de “vetor de Poynting” (por razoes historicas). Naturalmente temos usado (5.11)
para intercambiar o uso das constantes elétrica (C,) e magnética (C,,). Note que a energia
eletromagnética (6.19) estava “escondida” na densidade de for¢a (6.2) e na densidade de

poténcia (6.15).

A interpretacao de (6.19) como uma densidade de energia eletromagnética é imediata,
pois densidade de poténcia ¢ a taxa de variacao temporal de uma densidade de energia.
Como a taxa de variagdo temporal da expressao (6.19) aparece na densidade de poténcia
(6.18), entao (6.19) é uma densidade de energia. O campo eletromagnético possui energia.

Se tem energia, tem momentum, como veremos mais adiante.

Para interpretarmos o vetor de Poynting (6.20), vamos voltar a poténcia total (6.14),

%: f-EdV:—/agede—/ﬁ-§dV:/a€—de, (6.21)
\%4

ot ot
v % %
onde ¢, é a densidade de energia mecénica (ou de origem nao-eletromagnética). Esta tltima
igualdade vem da Mecanica: a taxa temporal do trabalho ¢ igual a taxa temporal da energia

mecanica. Desta forma, temos

/%(eem+em,)dvz—/ﬁ-gdvz—f§-da, (6.22)
J

\%4 A

onde usamos o Teorema 3 para passar para a integracao para a superficie A envolvendo
o volume V' contendo as cargas e densidades de corrente. Temos aqui duas interpretagoes
importantes. Primeiro, a energia total que entra ou sai do volume V' atravessa a sua superficie
(fechada) A. Portanto o vetor de Poynting S representa o fluxo de energia (total, mecanica

e eletromagnética) através da superficie contendo a regiao dos campos elétrico e magnético.
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Segundo, a energia total é conservada, pois de (6.22) temos

V-S+ %(eem +em) =0, (6.23)

o mesmo formato da equagao da continuidade (da carga elétrica) em (3.19), a qual representa
a conservacao da carga elétrica. Como J & o vetor densidade de corrente elétrica, o vetor de
Poynting S ¢ o vetor densidade de poténcia. A equacao da continuidade (6.23) representa a
conservacao da energia total.

Note que a densidade de energia eletromagnética (6.19) e o vetor de Poynting (6.20), o
vetor densidade de poténcia, aparecem explicitamente na densidade de for¢a dada em (6.9).

Os dois primeiros termos em (6.9) serdo interpretados mais adiante.

6.3 Densidade de momentum linear

Aprendemos com a segunda lei de Newton que um movimento é regido pela equacao euristica
“forca igual a taxa de variacao de momentum linear”. Seja g, a densidade de momentum li-
near mecanico (por unidade de volume), ou de origem nao-eletromagnética. Entao a segunda
lei (por unidade de volume) &

= Fo [ Fav =2 |G, dv. 6.24
F=m P [Fav=1 [ (6.24)
\%4 \%4

Dito isto, a densidade de forga (6.9) pode ser interpretada completamente,

L= 1085 = ) - -

em > A, em . _’m S 2> = )\, 6.25

f+ Ve —I—C2 5 Ve +8t <Q +S/c (6.25)
onde o vetor X esta definido em (6.12), cujas componentes (6.13) podem ser escritas na forma

de um divergente. A expressao (6.25) nos permite interpretar

1
2

S (6.26)

= p—
Qem =

como uma densidade de momentum linear eletromagnético,

B 9 3}
vgem + a (Em + gem) =\ (627)

Interessante observar que o vetor de Poynting S , definido em (6.20), apareceu inicialmente
como um vetor densidade de poténcia. Aqui, a quantidade S /c* é uma densidade de momen-

tum linear eletromagnético. Note também que o momentum linear eletromagnético (6.26)
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estava “escondido” na densidade de forca (6.2).

Podemos reescrever (6.27) numa outra forma,

9
ot

—

(gm + Eem) - X - vgem; (628)

mais adequada a enxergarmos a conservacao do momentum linear total 0, + 0u,,. Vamos

inspecionar cada uma das componentes no lado direito da Eq. (6.28), verifique,

L 1 (o - =01
(X = Ven)i = - {v-(EZ-EHQBiB) 9.3 5 (E°+ 232} Z o, Ty,  (6.29)

onde introduzimos

1
Ty = {E E; + ®B;Bj — 0;;=(E* + c232)] (6.30)

47TC' 9

denominado de “tensor dos esfor¢os (estresses) de Maxwell”. Note o sinal negativo em desta-
que, pois ele ndo aparece em alguns textos. A matriz (tensor de ordem dois) 7;; é simétrica.
Desta forma, a conservagao da densidade de momentum linear total (6.28) pode ser reescrita

como

0
o7 (O + Gom); = Z 8% (6.31)

O lado direito é o divergente do vetor formado por cada linha (ou coluna) do tensor de
Maxwell. Assim, a Eq. (6.31) tem o mesmo formato das outras duas leis de conservagao, da
carga elétrica em (3.19) e da energia em (6.23), além de ser a segunda lei de Newton com
o tensor de Maxwell fazendo o papel de um potencial generalizado. Compare com a forca
elétrica dada em termos do gradiente de um potencial escalar.

Integrando (6.31) e usando o Teorema 3, pois a soma em j no lado direito de (6.31) é um

divergente, temos

ccilt (& + o), /25 i d ]{Z da;. (6.32)

v

Este resultado mostra que as linhas (ou colunas) do tensor de Maxwell (6.30) comportam-
se como vetores densidades de momentum linear. Como o lado esquerdo é a forca total,
entao o tensor de Maxwell tem dimensoes de pressao, forca por unidade de area. O tensor
de Maxwell (6.30) é responsével pelo fluxo de momentum linear através de uma superficie

contendo a regiao dos campos elétrico e magnético.

O campo eletromagnético tem energia e momentum linear. Se tem momentum linear,
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tem momentum angular.

6.4 Densidade de momentum angular

A densidade de momentum angular {em relagao ao ponto (O) é definido pelo produto vetorial
(=7X g, (6.33)

entre o vetor posicao 7 e a densidade de momentum linear g,,. De forma similar, a densidade

volumétrica de torque é dada por

—

X f= o (X o) = o

aa

\]

(6.34)

onde a densidade de forca, gragas aos resultados anteriores, por exemplo (6.31), pode ser

escrita como

agml aTz 8Qemz
fi= ——Z axjj - . (6.35)

Desta forma, a densidade de torque (6.34) pode ser reescrita como uma lei de conservagao,

para a densidade de momentum angular total (verifique),

0 o B
; o <Z Gijk.l'kal) + En (77X (Om + Oem)]; = 0. (6.36)

Jk

Note a presenca de uma densidade de momentum angular de origem eletromagnética, 7X 0,

associada ao momentum linear eletromagnético g.,,, dado em (6.26).
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Capitulo 7

Matéria

7.1 Introito

Para comparacao futura, listamos aqui as equacoes de Maxwell sem a presenca direta das

fontes (densidades de carga e de corrente),

V-B=0, (7.1a)
_ o 19(cB)
VxE+-=5==0, (7.1b)

e aquelas que mencionam explicitamente as fontes,

V- E = 4nC, p, (7.2a)
. = 10E ,
V x (¢B) — Eaﬁ_t =4 C.(J/c). (7.2b)

Estas equagoes de Maxwell sao para densidades de carga p e de corrente J 1o vacuo ou
num meio material. As duas equagoes de Maxwell (7.2) no grupo das fontes implicam na
conservacao da carga elétrica:
6p — —

—+V-J=0. 7.3
g (7.3)

A presenca de meios materiais pode contribuir para as densidades de carga e de corrente.
Como veremos, é conveniente reescrever as equagoes de Maxwell (7.2) contendo as fontes de

forma a envolver apenas quantidades macroscopicamente mensuraveis.|3]
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7.2 Polarizacao

O meio material, ou simplesmente matéria, contribui com cargas livres, representadas pela
densidade (volumétrica) de cargas livres py, e cargas ligadas (pouca mobilidade), represen-
tadas pela densidade (volumétrica) de cargas ligadas p,. Os subindices sdo as iniciais das
palavras em inglés free e bound, respectivamente. Pouca mobilidade em cargas ligadas ca-
racteriza os materiais dielétricos, entre condutores (com cargas livres) e isolantes. Campos
elétricos em dielétricos separam (muito pouco) cargas elétricas positivas e negativas, criando
dipolos elétricos. A densidade macroscopica dipolo por unidade de volume, denominada de
polarizacao elétrica, denotada por ﬁ, a qual pode ser medida macroscopicamente como um

efeito coletivo, estéd relacionada a densidade de cargas ligadas,
V-P=—p, (7.4)

Meios materiais também podem possuir dipolos magnéticos, cujo efeito macroscopico
pode ser medido pela densidade de dipolos magnéticos por unidade de volume, denominada
de magnetizacao ou polarizacao magnética, denotada por M. A polarizagao magnética esté

relacionada com uma “como se fosse” densidade de corrente ligada fb,
V x M=J, (7.5)

Naturalmente, podemos ter também correntes livres, representadas pela densidade de cor-

rente J;. Além dessas correntes livres e ligadas, ha também as correntes de polarizagao,

. 0P

Jp = TR (7.6)

decorrentes do movimento de cargas devido a polarizacgao.
Desta forma, na presenca de um meio material, as densidades totais de carga e de corrente

elétricas sao

p=ps+ P, (77&)
J=J;+Jy+ Jp, (7.7Db)

respectivamente. A primeira providéncia é checar a conservacao da carga elétrica,

VT =TTyt T = _%wwxm

A necessidade da existéncia da densidade da corrente de polarizagao (7.6) é uma consequéncia

da densidade de corrente ligada (7.5) ter divergéncia nula, por defini¢do, e da conservacao
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da carga elétrica.

Observe em (7.4) que a polarizagao elétrica tem dimensoes de unidade de carga por
unidade de area (densidade superficial de cargas). Similarmente, de (7.5) que a polariza¢ao
magnética tem dimensoes de unidade de carga por unidade de tempo (corrente) por unidade

de comprimento (densidade linear de corrente).

7.3 Maxwell

E conveniente reescrever as equacoes de Maxwell (7.2) em termos das polarizacdes elétrica,
dada em (7.4), e magnética, dada em (7.5). Para tal, basta inserir as densidades totais (7.7)

nas equagoes de Maxwell (7.2), iniciando pela lei de Coulomb,
V-E= AnC, p = 4AnC, py + AnC, p, = 4nC, py — 4nC, V- ]3, (7.9)
ou, agrupando os divergentes,
v (E 4 4nC, 13) = 47C. py. (7.10)
Este resultado sugere a introdugao de um novo campo elétrico,
D = E +4xC, P, (7.11)
para obter uma equacao similar a lei de Coulomb para a densidade de carga livre,
V- D = 4xC, p;. (7.12)
Similarmente, introduzindo a corrente total na lei de Ampére, temos

. . 10E . . . 10P
V X (eB) — E%—t =4rC.(J/c) = 4nCe(J¢/c) + 4nC. V x M /c + AnC. Eaa—t, (7.13)

a qual, apos agrupar rotacionais e derivadas temporais, pode ser reescrita como

V x <c§ — 4nC, M/c) - %% (E +47C, ﬁ) — 4nC,(Jy/c). (7.14)

Este resultado sugere um novo campo magnético,
H=B—4xC,, M, (7.15)
onde usamos C,,/c* = C,, para obter uma equagao similar a lei de Ampére para a densidade
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de corrente livre,

- . 10D .
V x (cH) — Eaa_t — 4nC.(J;/c). (7.16)

Naturalmente, um modelo deve ser criado para estabelecer relacoes adicionais entre os
novos campos e os antigos ou, equivalentemente, relagoes adicionais entre as polarizagoes e

os campos elétrico e magnético. Note que as relacoes

-4
+4

Ce ﬁ; (717&)
Cp M, (7.17b)

o =
I

v
7

el

precisam de relacoes suplementares, fornecidas por modelos. A situagao mais simples cor-

responde aos chamados meios lineares, onde as relagoes suplementares sao lineares,

D=kE, (7.18a)
H =k, B, (7.18b)
ou

ArC. P = . E, (7.19a)
AxCly M = xp H, (7.19Db)

onde
e =-¢eo(l+ xe), Ke =€/g0 = 1+ Xe, (7.20a)
= pio/ (1 + Xm), Fm = /b0 = 1/(1 4 Xm)- (7.20b)

Na auséncia de matéria (vacuo), os parametros y. e X, sao nulos, bem como as polari-
zagoes em (7.19). No vacuo a permissividade e a permeabilidade sdo ¢ = g9 e u = py,

respectivamente, possibilitando a igualdade entre os campos em (7.18).

7.4 Nomes

Abaixo, uma relagao de nomes, por razoes historicas e de normalizacao (ISO, mais detalhes

aqui https://www.iso.org), para os campos elétricos e magnéticos. Continuaremos usando
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campo elétrico e campo magnético.

Historico ISO aqui
E campo elétrico campo elétrico campo elétrico
B indugao magnética densidade de fluxo magnético campo magnético (7.21)
D deslocamento elétrico densidade de fluxo elétrico campo elétrico
H campo magnético campo magnético campo magnético
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Apéndice A

Analise dimensional

A.1 Introducao

Unidades de medida sao importantes e indispenséaveis. De forma geral, procuraremos expres-
sar todas as nossas quantidades em unidades derivadas de quatro grandezas fundamentais:
comprimento (L), tempo (T), massa (M) e carga elétrica (QQ). Em processos de medidas, estas
grandezas sao conhecidas também por dimensoes. Em geral, falaremos da analise dimensio-
nal de uma determinada quantidade. Existe um procedimento padrao para analisarmos as
dimensoes de uma determinada quantidade de interesse: uma equacao com o lado esquerdo
expressando a quantidade B a ser analisada, via a notacdo [B], e um lado direito contendo
apenas as operagoes de multiplicacao e potenciagao envolvendo as dimensoes L, T, M e Q,
ou seja,

[B] = L'T"M*Q". (A1)

Nao se pode confundir dimensoes com algum sistema particular de medidas. Varios
sistemas de medidas foram criados para expressar a intensidade de cada uma destas quatro
dimensoes fundamentais. Usaremos com mais frequéncia o Sistema Internacional (SI ou
MKS), onde comprimento é medido em metros (m), tempo em segundos (s), massa em

kilogramas (kg) e carga elétrica em Coulombs (C).

A.2 Exemplos

A.2.1 Cinematica

O vetor posigdo 7 tem dimensao de comprimento (). Escrevemos matematicamente esta

informagao como

7 = L. (A.2)
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Consequentemente, vetor velocidade tem dimensoes de comprimento por tempo,

[0] = lj—ﬂ = % =LT, (A.3)

e o vetor aceleracao tem dimensoes de comprimento por tempo ao quadrado,

@ = [%] _ % _ L2, (A1)

A.2.2 Dinamica

As dimensoes do momentum linear sao
ML

Seguindo estes exemplos, a analise dimensional do vetor forca na segunda lei de Newton

(massa constante) nos fornece

[F] = [ma] = % — MLT"2 (Newton). (A.6)

Newton ¢é a unidade de for¢a no sistema internacional (SI).

As dimensoes de energia sao as mesmas de energia cinética (ou de forca vezes distancia),

[E] = [mv*/2] = hilg = ML*T~? (Joule). (A.7)

Joule ¢ a unidade de energia no sistema internacional (SI).

A.2.3 Eletromagnetismo

Como corrente elétrica (I) é a taxa de variagao de carga no tempo, entao as dimensoes de

corrente elétrica sao

@} Q QT (Ampere). (A.8)

m:[dt T

Ampere ¢ a unidade de corrente elétrica no sistema internacional (SI).

Quais sao as dimensdes da constante C, aparecendo na expressao para a forca elétrica

(lei de Coulomb)
Qq .

F, = Co 5y i (A.9)

entre duas cargas elétricas () e g separadas pela distancia 7 Usando as dimensoes de carga,
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comprimento (versor ¢ adimensional) e forca, as dimensoes da constante elétrica C. sao
[C.] = NL*Q % = ML*T?Q 2. (A.10)

Por completeza, devemos mencionar que cargas magnéticas nunca foram observadas. No
entanto quando dois fios conduzindo correntes elétricas I; e I estao a uma distancia p,

podemos medir uma forca por unidade de comprimento entre eles,

fon = QCm%ﬁ. (A.11)

Esta for¢a é conhecida como lei de Biot-Savat. Usando as dimensoes de corrente elétrica e

forca, as dimensoes da constante magnética C,, sao
[Cn] = NT?Q™? = MLQ 2. (A.12)

Podemos notar entao que a razao C,/C,, tem a mesma dimensao de velocidade ao quadrado.

Na auséncia de um campo elétrico, a forca de Maxwell-Lorentz,
F=qixB, (A.13)

produzida por uma carga ¢ em movimento com uma velocidade ¥ em um campo magnético

B, é responséavel por trajetorias helicoidais. As dimensoes do campo magnético B sao

B = [”F ”} — MQIT(Tesla). (A.14)

ql/7]|

Tesla ¢ a unidade de campo magnético no sistema internacional (SI).

87



Apéndice B
Dispositivos eletronicos

A equacoes de Maxwell permitem a construcao de uma quantidade enorme de dispositivos
eletronicos, os quais constituem todos os equipamentos eletronicos. Metais propiciam cargas
livres (elétrons) que podem ser armazenadas e movimentadas via forca elétrica. Campos

elétricos sao criados pela variacao de potenciais elétricos.

B.1 Resistores

Um resistor é formado por materiais que oferecem dificuldade & passagem de cargas elétricas.
Geralmente sao feitos de materiais nao metalicos. Eles sao usados para regular correntes
elétricas. H& muitos sites especializados em informagoes detalhadas sobre resistores (por
exemplo, Wikipedia e Electronics Tutorials). Veja o Cap. 4 da Ref. [1] para mais detalhes.

Um resistor de resisténcia elétrica R é construido de tal forma a ter uma diferenca de
potencial elétrico entre seus terminais a a b (veja a Figura B.1), também denominada de

tensao V = ¢, — ¢,. Esta tensao é proporcional a corrente elétrica I que passa por ele:
Ap=¢p,— o=V =RI. (B.1)

As dimensoes de resisténcia elétrica podem ser determinadas usando as dimensoes de poten-

cial elétrico dadas em (2.16) e de corrente elétrica (carga por tempo),

ML2T MIL?

Rl =V/1) = Gregy = oo

(B.2)

A resisténcia é medida em Ohms (£2) no Sistema Internacional (SI), tensdo em Volts (V) e
corrente em Amperes (A).
Um resistor tipico é ilustrado nesta simulacao. Em geral a diferenca de potencial é

fornecida por uma bateria (ou gerador). Esta proxima simula¢ao mostra o movimento de
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Capitulo B. Dispositivos eletronicos B.1. Resistores

cargas nas diversas partes de um circuito contendo um resistor e uma gerador de tensao
(bateria).

R 1 RQ
I e VAV AN P
1 R
E—

AN
R

AN

2% %
Ry

Figura B.1: Duas resisténcias em série (acima) e em paralelo (abaixo), ligadas a diferentes
potenciais elétricos ¢, e ¢. O resistor equivalente é mostrado na regiao central.

Num mesmo circuito, resistores em série sao equivalentes a um resistor com uma resis-

téncia R dada pela soma das resisténcias individuais,
R=Ri+Ry+ -+ R,. (B.3)

Resistores em paralelo sdo equivalentes a um resistor com uma resisténcia inversa (1/R) dada

pela soma das resisténcias inversas individuais,
===+ =+ -+ (B.4)

A Figura B.1 mostra duas resisténcias em série e também em paralelo. O resistor equivalente
¢ mostrado na regiao central. Para os dois resistores em série, a soma das tensoes em cada

resistor tem de ser a tensao V = ¢, — ¢, entre os terminais,
V=RiI+ Ry =(Ri+Ry)[=RI — R=R;+ Ro. (B.5)

Vale lembrar que a corrente I fluindo pelo circuito precisa ser conservada, isto é, a mesma
corrente que entra em um terminal deve sair no outro terminal. Para os dois resistores em
paralelo, a corrente se divide e é conservada, I = I+ I. Desta vez, a tensao em cada resistor

¢ a mesma tensao entre os terminais, V = R;I; = Ryl5. Portanto, considerando também o
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resistor equivalente, temos

V V 1 1 1
V=RI=R(+1I) = -4
R R( 1 2) R(Rl R2>

B.2 Capacitores

/2 0 412

Figura B.2: Capacitor de placas paralelas. Cada placa é ligada a diferentes potenciais
elétricos, ¢ e ¢_.

A Figura B.2 mostra duas placas metdlicas paralelas, carregadas com a mesma quantidade
de carga elétrica mas de sinais opostos, separadas pela distancia [. Apesar de, na pratica, tais
placas serem finitas, vamos consideré-las aqui como infinitas. Como mostrado na Secao 2.6.5,
o campo elétrico de um plano (infinito) de cargas é constante em todo o espago. Assim,
teremos um campo nao-nulo somente na regiao entre as placas, pois fora os campos cancelam
(considerando que as linhas de campo saem da placa com carga positiva e entram na placa

com cargas negativas), conforme ilustrado na Figura B.2. Esse campo resultante no interior
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das placas é a soma dos campos elétricos de cada placa,
E=Ek, E=4nC.0. (B.7)

Também de acordo com a Secao 2.6.5, os potenciais elétricos em cada placa sao

l [
§b+ = +27TCeO'O§, QZ5, = —271'060'05. (BS)

Portanto, a diferenca de potencial entre as placas é

V=¢,—¢_ =4nC.o¢l = EI. (B.9)

Agora vamos considerar as placas mostradas na Figura B.2 como finitas, cada uma de area
A. Neste caso, a carga total () em cada placa é (Q = 09 A. Apesar da finitude desse sistema, as
expressoes anteriores sao excelentes aproximagoes, principalmente longe das bordas. Quanto
menor a distancia entre as placas, em relacao ao tamanho das placas, melhor a aproximacao.
E interessante observar que a diferenca de potencial (tens@o) em (B.9) é proporcional a carga
total,

I 4AnC.l
V = drClLoyl = 47r06% - ”A Q. (B.10)
Em um capacitor, a razao carga por tensao, Q/V, é denominada de capacitancia,
Q
C=—. B.11
- (B.11)

Para o presente caso, a capacitancia do capacitor de placas paralelas mostrado na Figura B.2
é

C = = €0 - <B12>

Quanto menor a distancia de separacao entre as placas, maior a capacitancia. A capacitancia
¢ uma propriedade que sempre depende da geometria do capacitor. Note que as cargas
elétricas acumulam nas placas, mas nao podem passar diretamente de uma placa para a
outra. Em geral, se usa um material isolante entre as placas. Veja o Cap. 3 da Ref. [I| para
mais detalhes.

Como mostrado na Secao 1.4, as dimensoes da permissividade elétrica ¢, sao as mesmas

de carga ao quadrado por distancia ao quadrado por forca,

2T2
leo] = (1%4? (B.13)

que nos dé as dimensoes de capacitancia como sendo as mesmas de carga por energia, tudo
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ao quadrado,

A}—Q@i (B.14)

Cl=|eo—| = :
€] { 7 ML?
No Sistema Internacional de unidades, as unidades de capacitancia sao as mesmas de carga

(Coulomb) por tensdo (Volt), denominada de farad (F) em homenagem a Faraday,

F=1. (B.15)

Interessante observar que a introduc¢do do farad como unidade da capacitancia em (B.12)
nos permite expressar as unidades SI da permissividade ¢y como farad por metro. Esta
excelente simulacao mostra as propriedades bésicas de um capacitor (se preciso, clique na
figura do capacitor; é necessério ajustar a tensao da bateria, movendo o botao, para carregar

o capacitor).

Se tem potencial elétrico, V = ¢, — ¢_ neste exemplo, entao tem energia potencial. De
acordo com a Sec. 2.4, uma carga infinitesimal d() na presenca deste potencial V' tera a

energia potencial V d@). Somando tudo,

Qz

el (B.16)

Q
1
U= [ VdQ==QdQ =
Q—/O ¢

é a energia potencial armazenada num capacitor. A similaridade com a energia potencial
elastica, kz?/2, ¢ marcante; a carga @ faz o papel da deformacao x da mola, Q ~ x, e o

inverso da capacitancia faz o papel da constante de mola k, 1/C ~ k.

A Figura B.3 mostra dois capacitores em duas configuragoes: em série e em paralelo.
Seja V = ¢, — ¢, a tensao entre os terminais. A tensao em cada capacitor é Q;/C;. Quando
0s capacitores estao em série, ()1 = ()2. Entao,

Q Q @ 1 1 1

V=4 _X

_ 11 1 B.1
.o, — ooty (B.17)

onde C é a capacitancia equivalente. Capacitores em série se comportam como resistores em

paralelo. Quando os capacitores estdo em paralelo, Q = Q1+ Q2 é a carga total (conservada).

Assim,
Ql Q2 Q
V="2=2"== B.18
¢, Oy C ( )
Da conservacao da carga temos
RQ=Q1+Q:=VC,+VC,=VC = C=0C+0Cs. (B.19)
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" || || b

I C

Cy

,

Figura B.3: Capacitores em série (acima) e em paralelo (abaixo). O capacitor equivalente é
exibido na regiao central.

Portanto, capacitores em paralelo se comportam como resistores em série.

B.3 Indutor

A lei de Faraday (4.7) estabelece que uma corrente elétrica (variando no tempo) passando
por uma bobina cria um campo magnético de forma a aniquilar esta corrente. Em muitos

materiais condutores, o fluxo magnético ® criado ¢ diretamente proporcional a corrente I,
o=—-L1. (B.20)

A quantidade L é denominada de indutancia. O dispositivo mostrado na Figura B.4 é um
indutor. Ele tem a funcao de controlar a rapidez da corrente elétrica. As dimensoes de

indutéancia sao (verifique)

ﬂ _ ML (B.21)

Ll =|—= :
u-|7 -5
A tensao V entre os terminais do indutor de indutancia L mostrado na Figura B.4 é

proporcional & variagao do fluxo magnético, de acordo com a lei de Faraday (4.7),

dd dI
=1L

V=-" =1,
a  dt

(B.22)
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L ]
*

V

Figura B.4: Indutor de capacitancia L.

As unidades de indutancia no Sistema Internacional (SI) é volts vezes segundo por ampere,

denominada de Henry (H):
H

V s
- (B.23)

A indutancia equivalente se comporta com a resisténcia equivalente: soma das indutancias

em série e a soma dos inversos das induténcias em paralelo (verifique).

B.4 Circuito RC

R C
| |
I a + ™,
— I B
a ' _.-Y b

Figura B.5: Circuito formado por um resistor R, um capacitor C' e um gerador de tensao V.

A Figura B.5 mostra um circuito RC formado por um resistor de resisténcia R, um

capacitor de capacidade C' e um gerador de tensdo (bateria) V. O elemento dentro do
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circulo tracejado representa uma fonte de tensao (uma bateria ou um gerador). No entanto,
desconsidere essa fonte no momento e preste atencao na tensao V' entre os terminais a e b
desse circuito. Pela conservacao da carga elétrica, a tensao V' deve ser a soma das tensoes
no resistor (RI) e no capacitor (Q/C),

Q dQ | Q

d
vopr+@_pl@, @ ;_ 4@

C a  C Cdt’ (B.24)

onde substituimos corrente pela variacao temporal de carga. A tensao V = 0 é o equivalente

a ligar diretamente os terminais a e b. Como varia a carga elétrica nesta condigdo (circuito

fechado)? A EDO em (B.24),

aQ Q
— + — =0, = RC, B.25
dt + T ’ ( )
é a EDO da exponencial, a inica funcao cuja derivada é proporcional a ela mesmo. Portanto,

a carga decai exponencialmente no tempo (verifique),
Q(t) = Qoe™", 7=RC. (B.26)
Observe que o parametro 7 = RC' tem dimensoes de tempo (verifique),
[7] = [RC] =T, (B.27)

onde usamos as dimensdes de resisténcia dadas em (B.2) e de capacitancia dadas em (B.14).
O parametro 7 = RC' é o tempo caracteristico de um circuito RC, quando a carga diminui

para cerca de 37% de seu valor original.

B.5 Circuito RLC

A Figura B.6 mostra um circuito RLC formado por um resistor de resisténcia R, um indutor
de indutancia L e um capacitor de capacidade C. O elemento dentro do circulo tracejado
representa uma fonte de tensao (uma bateria ou um gerador), fornecendo uma tensao V, a
qual pode variar no tempo. Pela conservacao da carga elétrica, a tensao V deve ser a soma
das tensoes no resistor (RI), no indutor (LI = LQ) e no capacitor (Q/C),

Q *Q dQ @

V=RI+2+LI=L—24+R-—S+=2, =99

— % B.2
C dt? dt C dt’ (B.28)

onde substituimos corrente pela variacao temporal de carga. Conhecendo como a tensao

externa V/(t) varia no tempo, esta equacao diferencial ordinario (EDO) de segunda ordem
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Capitulo B. Dispositivos eletrénicos

Figura B.6: Circuito formado por um resistor R, um indutor L e um capacitor C.

determina o comportamento da carga elétrica Q(t).

A EDO (B.28) ¢é idéntica & EDO que descreve o movimento de uma massa m presa a uma

mola de constante k& imersa num fluido de constante b, sob a acao de uma forca externa. A

carga elétrica faz o papel da deformagao da mola z(t) (e posi¢ao do objeto preso a mola); a

induténcia L faz o papel da massa (inercial) m; a capacitancia C faz o papel da constante

de mola k e a resisténcia R faz o papel do fluido b. Assim, o resistor tem a funcao de

amortecimento da carga elétrica. O circuito LLC é andlogo ao sistema massa mola no vacuo

(sem amortecimento).
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Apéndice C

Delta de Dirac

O que, comumente, chamamos de “fun¢ao” §(z), introduzida por Dirac em 1930, é algo além,

uma “funcao generalizada” ou, mais precisamente, uma distribuicao, definida por

+o0

Iz —a)lp] = o(z)0(x —a)dx = ¢(a). (C.1)

—0o0

Note que precisamos de uma fun¢io auxiliar (¢) para revelar a acao da distribui¢do. A

fungao arbitraria ¢(x), conhecida como funcao suporte, precisa possuir duas propriedades:
1. ser suave e possuir todas as suas derivadas (ser analitica de classe infinita);
2. ter um suporte compacto, ou seja, ser igual a zero fora de um intervalo limitado.

A distribuicao definida acima tem algumas propriedades gerais, independentes de ser a
delta de Dirac:

1. ela é um funcional linear (transforma fun¢des em nimeros),

Slag+ By =adlpl+ BolY], B eR; (C.2)

2. a derivada dela é outra distribuicao,
d'[¢] = —0[¢']; (C.3)

3. ela é homogénea de grau um (negativo) e uma funcao par,

0(x)[¢]

[

5(az)[¢] = ; (C.4)
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4. a composi¢ao dela com uma fungao g(x) é
oz — x;) ,
(g(z)) = Z TR g(z;) =0, g'(z;) # 0, (C.5)

onde as raizes z; de g(x) devem ser simples;

5. a sua versao tridimensional é o produto de distribuigoes,

5(7) = 8(2)(y)5(=). (C.6)

Exercicio 15. Mostre que o laplaciano de 1/r (r > 0) é uma distribuicao (delta de Dirac).

O laplaciano, A = V? = V -V, da fungao 1/r, onde r é a norma do vetor radial,
r = ||7]|, tem uma conexao direta com a distribui¢do ¢ de Dirac, a qual é muito ttil em
Eletromagnetismo. Primeiro é necessario notar que a a¢ao do laplaciano em 1/r nao esta

definida somente na origem (r = 0),

le—ld( d)l—o, r 0. (C.7)

r  r2dr dr

Segundo, como a funcao suporte ¢ é regular, ela admite uma série de Taylor em torno de

r =0,
3

anzﬁ
o(z,y,2) = ¢(0) + Z 8% Vit Z 8@8% 0) @i + ... (C.8)

a qual pode ser reescrita em termos das coordenadas esféricas na forma

¢(r, Q) = ¢(0) + fL(Q)r + f2(2) r? + ... (C.9)

onde ) representa as coordenadas angulares. Terceiro, precisamos de um processo de regu-

larizacao,
ry=r?+n? liII(l)T’n =7 (C.10)
n—
Assim,
1 1 3n?
V2= = lim V2— = — lim L. (C.11)
ro on=0 Ty n—=0 1)

a qual estd definida em r = 0. Desta forma verificaremos que a agdo do laplaciano em 1/r
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se comporta como uma distribuigao,

1 1 1 1
v2;[¢]:/dv¢v2;= / dV¢V2;+/dV¢V2;:

R3 R3/52 S2
51 : 3772
dV ¢ V- = —lim [ dV ¢(r,Q)—. (C.12)
r n—0 Ty
g2 g2

Uma pausa para alguns esclarecimentos sobre os procedimentos de integracao utilizados até
aqui. O espaco de integracao R? foi dividido em duas regides: uma limitada por uma esfera
unitaria S? centrada na origem r = 0 e o complemento R?/S? onde a agao do laplaciano é
nula. Para continuarmos, trocaremos na tltima equacgao a funcao suporte ¢ pela sua série
de Taylor em torno de r = 0 e o elemento de volume por dV = dr da, com o elemento de
area da = r2dS2, onde dQ = sinf dfd¢ ¢ o angulo solido compreendido pela area da (veja a
Sec. 2.5.1),

1 1 3772T2
2= - _ : e
Vi =—o0) [aatim [ ar
852
> . 1 37727,24-19

k=1gg2

Note que os limites devem ser executados apds as integragoes (uma integral cria fungoes

novas). A primeira integral radial tem uma forma simples,

1 3022 1
/0 dr (r2 + 2)5/2 - (1 + n2)3/2° (C.14)

Os termos de poténcias impares na segunda integral radial sio proporcionais a 7**! e aqueles
de poténcias pares sao proporcionais a 1%, o que anula completamente a contribuicao desta
segunda integral, apos a passagem do limite n — 0. Desta forma, interpretamos a agao do
laplaciano em 1/r: se comporta como uma distribui¢ao (tridimensional), conhecida como
delta de Dirac,

1
V2; = —And(r) = —4n 6(7), r>0. (C.15)
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Apéndice D

Campos e Operadores

D.1 Campos

Um campo é uma regra (matemética) para colocar um objeto em um lugar. Quando esse
objeto é um numero, o campo ¢é escalar. Por exemplo, a fun¢ao ¢ = ¢(z,y, z) definida em

todo o espaco tridimensional (exceto na origem), dada por

C

/x2+y2+22’

onde C' é uma constante, ¢ um campo escalar, pois dada uma posi¢do (z,y,z) a funcdo

o(z,y,2) = (D.1)

¢(z,y,z) sempre retorna um nimero (um escalar). Esse exemplo ¢ interessante por ter o
mesmo valor sobre uma superficie esférica de raio /x? + y? + z2. Por isso, ele é denominado
de um campo escalar com simetria esférica. Essa simetria esférica pode ser melhor visualizada

introduzindo a coordenada radial r,

onde 7= zi + yj + zk é o vetor posicao e introduzimos subindices para indicar uma de suas
coordenadas, xr1 = x, x5 = y e r3 = z. Usando esta coordenada radial, o campo escalar

(D.1) torna-se (verifique)
o ="<. 0.3)

Nesta forma, a simetria esférica é imediata.
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Quando o objeto é um vetor, o campo é vetorial. Por exemplo, a funcao vetorial

- . x%+y}+zi@
F(xaywz) - _C([L'2 +y2 —|—22)3/2’

(D.4)

onde C' é uma constante, é um campo vetorial, pois dada uma posi¢ao (z,y,z) a funcao
vetorial ﬁ(m, Y, z) sempre retorna um vetor, o qual é pregado naquela posi¢ao. Esse campo
vetorial também possui a simetria esférica, a qual é evidenciada reescrevendo o campo vetorial
(D.4) em termos da coordenada radial (D.2), (verifique)

F(r)=—-C (D.5)

o
T2

onde 7 = 7/r é o versor radial. Nesta forma a simetria esférica é imediata.

D.2 Circulacao

Dado um campo vetorial F' e uma curva fechada v, a integral de caminho

= jéﬁ - dF, (D.6)

Y

onde drf é o vetor tangente & curva 7y, é denominada de circulagdo (ou circuitagdo). A
circulagdo “soma” todas as proje¢oes do campo vetorial na direcdo tangente (dr) a uma
curva. A circulacdo numa curva aberta é denominada de trabalho mecanico quando o campo
vetorial é a forca resultante num determinado sistema mecanico. Caso a circulagdo numa
curva fechada for nula, o sistema sera conservativo (a energia mecanica se conservara).

Por definicao, um campo vetorial conservativo F tem sua circulacao nula, I' = 0, numa
curva fechada ~. Esta condi¢ao nos permite afirmar que um campo vetorial conservativo F

é literalmente derivado de um campo escalar ¢, isto ¢,

F=V¢ — r:fﬁ-dfzjf%.dfzqus:o. (D.7)

v v

A dltima igualdade (igual a zero) é consequéncia do ponto inicial da curva fechada ~ ser
idéntico ao ponto final. Esse teorema ¢ muito util em Mecanica e Eletromagnetismo. O
campo escalar ¢ é denominado de “potencial” do campo vetorial conservativo ﬁqﬁ.

Em geral, o vetor tangente dr é um campo vetorial na regidao da curva . A forma
funcional desse campo vetorial dr, dependente da geometria da curva, deve ser explicitada

para que a circulacao possa ser calculada.
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D.3 Fluxo

A integral de superficie

cp:/ﬁ-da (D.8)

A

¢ denominada de fluxo do campo vetorial F' através da superficie A (aberta ou fechada). O
fluxo soma as projecoes do campo vetorial F na direcao do versor da, perpendicular a uma
dada superficie. Caso a superficie seja plana, o fluxo serd maximo na direcao perpendicular
a esta superficie. Faca uma analogia com um jato de dgua direcionado a uma janela aberta.
Caso esse jato seja paralelo & janela, nenhuma 4gua passara por ela. Nessa analogia, o campo
vetorial representa o jato de agua.

Em geral, o versor perpendicular da é um campo vetorial na regiao da superficie A. Sua
forma funcional, dependente da geometria da superficie, deve ser explicitada para que o fluxo

possa ser calculado (via uma integral multipla).

D.4 Operadores

D.4.1 Gradiente

Considerando um campo escalar qualquer ¢ = ¢(z,y,2), a sua diferencial (total) é (por
definic¢ao)
O¢ ¢ o9

_9, 00, 00, o, - D.
do 8xdx+aydy+azdz Vo - dr, (D.9)

onde V¢ - dF representa o produto escalar (base ortonormal) entre os vetores

di=dei+dyj+dzk, V=i—+]—+k—. (D.10)
Esse dltimo vetor V é um operador denominado de gradiente (em coordenadas cartesianas).
O gradiente atua em um campo escalar e produz um campo vetorial.

Note que o valor absoluto da diferencial d¢ em (D.9) sera méximo quando o gradiente ﬁqf)
estiver alinhado com o deslocamento infinitesimal dr. O significado geométrico é imediato:
o gradiente aponta a direcao de maior crescimento.

Considere o exemplo de campo escalar (D.1). O gradiente daquele campo escalar é o
campo vetorial (D.4), como podemos verificar imediatamente (verifique). Para tal, basta
usar as derivadas

0¢ T T

T —_C =-—C—.
ox; (22 + y2 + 22)3/2 r3

(D.11)

Existem campos escalares com simetrias altas. A mais alta é a simetria esférica, seguida
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da simetria cilindrica, ambas muito importantes no Eletromagnetismo. Na simetria esférica,
o campo escalar depende apenas da coordenada radial r, a qual é o raio de uma casca esférica
centrada na origem. O campo escalar (D.3) é um exemplo tipico de simetria esférica. Na
simetria cilindrica, o campo escalar depende apenas da coordenada radial p, a qual é o
raio de uma casca cilindrica centrada na origem. FKEsta coordenada radial p fica no plano
perpendicular ao eixo do cilindro (geralmente o eixo Z). Em geral o gradiente tem sempre
trés componentes em qualquer sistema de coordenadas tridimensional. No entanto, quando
ha simetrias nos campos em que o gradiente atua, nem sempre todas as componentes do
gradiente sao usadas. Nos casos de campos escalares com simetrias esférica e cilindrica, o
gradiente pode ser reescrito usando apenas uma componente (a radial),

- 0 = .0
V—T’E, V—pﬁp,

(D.12)
em coordenadas esféricas e cilindricas, respectivamente. Note que usando um sistema de
coordenadas adequado a simetria do campo escalar, a operacao de tomar o gradiente desse
campo torna-se muito mais simples. Por exemplo, o gradiente do campo escalar (D.3), escrito

em coordenadas esféricas, é imediata,

- .0 (C 7

D.4.2 Divergente

Figura D.1: Um volume finito subdividido em muitos volumes menores.

A Figura D.1 mostra uma volume finito subdividido em um ndmero infinito de volumes
infinitesimais V' (envolto pela area A). A soma de todos os fluxos nestes volumes infini-

tesimais, por unidade de volume, é a divergéncia div £ do campo vetorial £. Ou seja, o
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divergente é o limite de fluxo por unidade de volume,

1 — — —
div E = lim — /E-d&':V-E. (D.14)
v—oV
ADV

Veja a defini¢ao de fluxo na Sec. D.3. Note que o divergente resulta em um campo escalar.

Desta forma, podemos associar uma divergéncia nula numa posicao com a auséncia de
fluxo, ou seja, com a auséncia de uma fonte, pois para se ter um fluxo de qualquer coisa é
preciso ter uma fonte (que cria tais coisas). Igualmente, uma divergéncia ndo nula numa
posicao indica a presenca de uma fonte naquela posicao. Portanto a interpretacao geométrica
(ou fisica) do divergente é: ele permite verificarmos localmente a presenga (ou nao) de uma

fonte.

A ultima igualdade na defini¢ao (D.14) do divergente estabelece a sua forma operacional,
ou seja, o divergente é calculado através do produto escalar entre o gradiente e o campo
vetorial, V - E. Como exemplo, o divergente do campo vetorial dado em (D.4) € nulo em

todo o espago, exceto na origem (verifique),

895@ r3 o

3
F- 2
. Z oy (D.15)

Este resultado indica que a fonte deste campo vetorial s6 pode estar na origem.

Igualmente a observacao feita na secao anterior sobre usar o sistema de coordenadas
adaptado a simetria dos campos, o divergente de campos dependentes apenas da coordenada

radial (esférica ou cilindrica) pode ser escrito usando somente uma componente,

- = 10(r*F},) - .
V- -F= ET, F= F,(T‘) r, (D16)
em coordenadas esféricas, e
V-F=- br. F=F,(p)p, D.17
- () (D.17)

em coordenadas cilindricas. Por exemplo, o campo vetorial (D.5) tem simetria esférica.

Entao seu divergente é calculado facilmente em coordenadas esféricas,

L. 1o 0\ 10, .,

pois C' ¢ uma constante.
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D.4.3 Rotacional

Figura D.2: Uma &rea finita subdividida em muitas dreas menores

A Figura D.2 mostra uma &rea finita subdividida em um ntmero infinito de areas infi-
nitesimais A (envolta pela curva C, indicada pelas setas). A soma de todos as circulagoes
nestas curvas infinitesimais, por unidade de area, é o rotacional rot £ do campo vetorial F.

Ou seja, o rotacional é circulagao por unidade de &rea,
/ E-drn=V x FE.

CDOA

ot E = lim — D.19
r Lim — ( )
Veja a definicao de circulacao na Sec. D.2. Note que o rotacional resulta em um campo
vetorial. O versor n estda numa direcao unicamente determinada pelo processo limite.

A ultima igualdade na defini¢ao (D.19) do rotacional estabelece a sua forma operacional,
ou seja, o rotacional é calculado através do produto vetorial entre o gradiente e o campo

vetorial, V x E. Como exemplo, podemos verificar que o rotacional do campo vetorial dado

em (D.4) é nulo (verifique),

VxF= (D.20)

ng gl@ o
o ogle

1
9
ox
Fy

Sugestoes: desenvolva o determinante e depois substitua as derivadas parciais e simplifique;
para simplificar a notacao das derivadas, introduza o comprimento r do vetor posicao, como
feito no exemplo do célculo do divergente.
Considerando campos vetoriais com simetrias esférica, da forma F = F.(r)r, ou cilin-
drica, da forma F=F »(p) p, o rotacional é simplesmente nulo. Campos vetoriais puramente
radiais tém rotacional nulo. O campo vetorial dado em (D.5) é radial e, portanto, tem

rotacional nulo.
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Um campo que tem pelo menos uma das componentes do rotacional nao nula é capaz de
produzir “redemoinhos” (movimentos circulares). Essa é a sua interpretacao geométrica (ou
fisica). Veja esse video do grupo 3BluelBrown para literalmente enxergar estas propriedades
geométricas do divergente e do rotacional, bem como as nocoes de fluxo e circulagao. Pela
metade do video h&4 uma 6tima apresentagao das propriedade geométricas das equagoes de

Maxwell. No final h& exemplos numéricos, igualmente interessantes.

D.5 Teoremas

Campos escalares e vetoriais estao sujeitos a teoremas envolvendo os operadores gradiente,
rotacional e divergente. Embora diferentes na aparéncia, os teoremas seguintes possuem uma
propriedade em comum: permitem passarmos uma integracao no interior para a borda de
uma dada regiao.

A Figura D.3 mostra uma regido 1D dada por uma curva aberta C delimitada pelos
pontos terminais A e B. Neste caso esses pontos A e B formam a borda da curva aberta
C, expresso matematicamente por {A, B} = dC. Na Figura D.4, a regido é uma superficie
A (2D) delimitada pelo contorno (borda) C, uma curva fechada, C' = 0A. Podemos dizer
que a superficie A estd apoiada na curva C. Esta superficie A nao é necessariamente plana.

A Figura D.5 mostra o volume V', uma regiao 3D, delimitada pela superficie A, a borda
A=0V.

Teorema 1 (Gradiente). / dop = /ﬁqb -dr

{A,B}=8C c

Figura D.3: Curva C e borda, pontos A e B.
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https://www.youtube.com/watch?v=rB83DpBJQsE

Capitulo D. Campos e Operadores D.5. Teoremas

Teorema 2 (Rotacional). f E-di = /6 x E-d
A

Figura D.4: Superficie A e borda, curva C.

Teorema 3 (Divergente). j{ E-da= /ﬁ CEdV

A=0V |

Figura D.5: Volume V e borda, superficie A.

Note o papel dos operadores gradiente, rotacional e divergente em cada um destes trés

teoremas permitindo a passagem de uma integracao no interior para a borda de cada regiao.
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