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Capitulo 1

Introducao

Este curso usa as leis da Mecanica newto-
niana para ampliar a familiaridade com o mé-
todo cientifico, da mesma forma que usamos
uma academia de ginastica. Portanto, par-
ticipacao ativa é fundamental. Nao h& qual-
quer beneficio em observar passivamente os
aparelhos numa sala de ginastica. As ferra-
mentas matematicas necessarias serao cons-
truidas e/ou reconstruidas, bem como pro-
cedimentos cientificos, na medida da necessi-
dade. Conhecimentos de Calculo (derivadas
e integrais), Geometria (pontos, curvas, veto-
res e sistemas de coordenadas) e Computacao
(simulagao, visualizacdo e computagao algé-
brica) serdo colocados juntos na descrigao de
alguns sistemas mecanicos via o conceito de
modelo cientifico.

Estudaremos em Cinematica os conceitos
de posicao, velocidade, aceleracao e traje-
torias, sem nos preocuparmos com as suas
causas. Procuraremos construir ferramentas
matematicas adequadas a uma descricao ele-
gante e pratica destas grandezas fisicas.

Em geral, um objeto qualquer move-se em
um determinado espaco, geralmente o espaco
euclidiano tridimensional. Portanto, precisa-
remos construir uma forma efetiva de repre-

sentar posicao, velocidade, aceleracao e traje-

toria deste objeto em cada instante de tempo
neste espago. Para efetuarmos esta represen-
tacao, precisaremos de ferramentas matemaé-
ticas. Precisaremos de pontos para localizar
nossos objetos fisicos e de curvas espaciais
para representar suas trajetorias. Precisare-
mos de vetores para representar posi¢ao, ve-
locidade, aceleracao e forcas. Precisaremos
de um sistema de coordenadas para descrever
pontos, vetores e trajetorias. Precisaremos
de produtos escalares e vetoriais para extrair-
mos informacoes mensuraveis de vetores, bem
como construir novos vetores. Também preci-
saremos de ferramentas do Calculo (derivadas
e integrais) para expressar taxas de varia¢do
(no tempo) e espago percorrido. Computa-
¢ao ¢ indispensavel para simularmos e visua-
lizarmos movimentos em sistemas mecanicos,
além de realizar operacoes algébricas tediosas
de serem realizadas manualmente (computa-
¢ao algébrica).

No decorrer de nossas atividades desen-
volveremos também a (incrivel) capacidade
de construir modelos, onde sistemas mecani-
cos sao descritos matematicamente, possibili-
tando e facilitando a descoberta de informa-
¢Oes novas (previsoes). Um bom modelo tem

uma forma circular (perfeita). Observagoes
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sobre um sistema leva a uma descricao ma-
temética que leva a informacoes novas (difi-
cilmente descobertas pela experimentacgao di-
reta). Naturalmente, o modus operandi tra-
balhado nesta construcao de modelos pode

ser aplicado a qualquer area da ciéncia.
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(zeometria

2.1 O espaco Euclidiano

O que é o espaco? Pode parecer inacredita-
vel, mas ainda nao dispomos de uma resposta
concreta a esta pergunta e, talvez, nunca
venhamos té-la. No entanto, veremos que,
mesmo desprovidos de uma definicao, sere-
mos capazes de usar o espago de forma opera-
cional. Encontraremos outras duas situacoes
analogas envolvendo os conceitos de tempo e
massa. Esta capacidade de operar com con-
ceitos desprovidos de uma definicdo tnica é,
sem davidas, uma das grandes conquistas hu-
manas.

Vamos admitir a “existéncia” de um espago

caracterizado pelas seguintes qualidades:

1. a soma dos espacos das partes ¢ igual ao

espaco do todo contendo estas partes;

2. o espaco é desprovido de matéria e, por-
tanto, desprovido de qualquer proprie-
dade que possa influenciar no movimento

dos corpos;

3. 0 espaco & homogéneo, isto &, qualquer
posicao ao longo de uma determinada di-

recao é sempre igual as demais;

4. o espaco é isotrépico, isto é, estando em

uma posicao fixa, todas as diregoes sao

idénticas;

5. 0 espago apresenta trés dimensoes inde-
pendentes (por exemplo, largura, pro-
fundidade e altura) e é infinito.

Como veremos a seguir, estas propriedades
tornam operacional o conceito de espaco eucli-
diano, uma homenagem ao matemaético grego
Euclides que viveu no Séc. I1T a.C., conside-
rado o fundador da geometria plana, foi es-
tabelecido somente a partir do Séc. XIV. As
principais propriedades dos objetos geométri-
cos da geometria Euclidiana sao estudadas
detalhadamente no curso de Geometria Ana-
litica.

Tendo estabelecido estas propriedades, po-
demos afirmar que objetos podem ser loca-
lizados neste espaco através de coordenadas,
medidas em relagao a alguma posicao fixa,
previamente escolhida, a qual chamaremos de
referencial. Note, portanto, que coordenadas
sao medidas relativas de distancia.

Também ¢é importante mencionar que es-
paco e tempo sao conceitos distintos meca-
nica newtoniana, ou seja, relogios sincroni-
zados podem ser colocados simultaneamente

em qualquer posicao neste espago que esta-
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mos considerando. Desta forma, trabalha-
remos com a nocao de tempo absoluto, ou
seja, relogios sincronizados sempre marcarao
os mesmos intervalos de tempo em qualquer
posicao do espaco.

Usaremos aqui as noc¢oes de ponto como
sendo um objeto adimensional, de curva como
sendo um objeto unidimensional (tendo ape-
nas comprimento, como retas, parabolas, cir-
cunferéncias, elipses, espirais, etc.) e de su-
perficie como sendo um objeto bidimensional
(tendo apenas area, como planos, cascas es-
féricas e cilindricas, etc.). Também utilizare-
mos a nocao de vetor como sendo uma flecha
(segmento orientado) tendo comprimento, di-
recao e sentido. Portanto, vetores sao objetos
que necessitam de trés informacoes para se-
rem especificados. Objetos que precisam de
apenas uma informacao para serem especifi-
cados, como 0s nimeros reais, sao denomina-
dos de escalares. Também assumiremos que
o teorema de Pitagoras para triangulos retan-
gulos seja conhecido (a soma dos quadrados
dos catetos é igual ao quadrado da hipote-

nusa).

2.2 Referencial

Muito bem, tendo estabelecido as principais
propriedades do espaco euclidiano, precisa-
mos construir um referencial para localizar
pontos e curvas (restringindo aos objetos ge-
ométricos que nos interessa mais). Uma vez
que estaremos considerando o espaco euclidi-
ano tridimensional, o referencial mais simples
devera apresentar um ponto fixo (a origem)

pelo qual passam trés retas mutuamente orto-

gonais e indicar um sentido positivo em cada
uma delas (eixos orientados). Denominemos
de O a origem, de X, Y e Z os eixos mutua-
mente perpendiculares e de 7, j e k os segmen-
tos orientados de comprimentos unitarios em
cada eixo. Esses segmentos orientados unité-
rios sao denominados de versores. Um ponto
m serd "localizado"neste referencial pelo se-

guinte procedimento geométrico:

1. trace uma reta paralela ao eixo 7, pas-
sando por m, até interceptar o plano XY

em m’;

2. trace uma reta paralela ao eixo Y, pas-
sando por m/, até interceptar o eixo X

em x;

3. trace uma reta paralela ao eixo X, pas-
sando por m’/, até interceptar o eixo Y

em vy;

4. trace uma reta paralela ao plano XY,
passando por m, até interceptar o eixo

Z em z;

5. as projecoes (z,y, z) sdo as coordenadas

do ponto m.

A Figura 2.1 ilustra o ponto m, com co-
ordenadas m = (x,y,z), representado em
um referencial com eixos X, Y e Z mutu-
amente perpendiculares (ortogonais), conhe-
cido como sistema de coordenadas cartesiano,
ou simplesmente sistema ortonormal de coor-
denadas, introduzido por René Descartes no
Séc. XVII. Em geral usamos a origem para
Neste

caso, dizemos “o referencial (ortonormal) O”.

nomear um sistema de coordenadas.

E se os eixos do referencial ndo forem or-

togonais (perpendiculares)? Neste caso ha
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L

m

Figura 2.1: Sistema de coordenadas ortogo-
nal. Ponto (ou objeto) m localizado pelas
coordenadas (x,y, z) no referencial O.

mais de uma forma "canoénica'"de construir-
mos as coordenadas de um ponto. Vocé ques-
tionou o uso de retas paralelas (aos eixos)
no procedimento geométrico usado para cons-
truir as coordenadas no referencial ortonor-
mal? Por que nao retas com uma outra incli-
nagao? Para reduzir ao minimo o nimero de
possibilidades, o bom senso pede para usar-
mos retas paralelas ou perpendiculares aos
eixos. A Figura 2.2 ilustra o uso de retas
paralelas e perpendiculares aos eixos, resul-
tando em proje¢oes diferentes (z,y) e (Z,7).
Embora estas projecoes distintas possam ser
relacionadas, deixaremos este exercicio para

outra oportunidade.

Como podemos calcular a distancia entre
dois pontos usando suas coordenadas? A dis-

tancia entre dois pontos ¢ o comprimento do

Figura 2.2: Sistema de coordenadas nao-
ortogonal. Ponto (ou objeto) m localizado

pelas coordenadas (z,y) e (Z,y) no referen-
cial O.

segmento de reta que os une. Por exemplo,
o segmento de reta que une a origem O =
(0,0,0) e o ponto m = (x,y, z) na Figura 2.3
tem um comprimento igual a \/m
Este resultado pode ser obtido aplicando o te-
orema de Pitagoras duas vezes (faga o Exerci-
cio 1). Este exemplo nos ensina que em geral
a distancia d(A, B) entre dois pontos quais-

quer A = (24, Ya, 24) € B = (x4, Yp, 25) €

d(A, B) =
V(T — 22)2 + (Y — Ya)? + (25 — 24)2

(2.1)

Esse resultado serd valido mesmo se esses
dois pontos estiverem infinitesimalmente pro-
ximos. Ha outra utilidade para esta distan-
cia entre dois pontos num espaco euclidiano.
Denominemos por vetor um segmento de reta
com uma orientacao (segmento orientado, fle-
cha). Como todo segmento orientado inicia
em um ponto, digamos A = (%4, Ya, 24), ©

termina em outro, digamos B = (y, Y, 2b),
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entdo o comprimento (ou norma) ||AB|| do
vetor AB é

|AB| =
V(@ — 22)2 + (Y — Ya)? + (25 — 24)2

(2.2)

Figura 2.3: Sistema de coordenadas cartesi-
ano ortonormal. Ponto (ou objeto) m loca-
lizado pelas coordenadas (z,y, z) no referen-
cial O. Vetores posicao 7 e sua projecao p no
plano XY

2.2.1 Exercicios

Exercicio 1. Use o teorema de Pitdgoras
para determinar o comprimento do vetor p
no plano XY na Figura 2.3 em termos das
coordenadas x e y. Use régua e papel e ld-
pis e desenhe um tridngulo retdngulo formado
com o0s catetos x =4 cm ey = 3 cm. Verifi-
que (experimentalmente) com sua régua que o
comprimento da hipotenusa € muito proxrimo

do wvalor calculado pelo teorema de Pitdgoras

(opcional). Discuta a fonte e o tamanho dos

erros em suas medidas (opcional).

Exercicio 2. Use o resultado do exercicio
anterior e novamente o teorema de Pitdgo-
ras para determinar o comprimento do ve-
tor 7 na Figura 2.3. Calcule o valor deste
comprimento quando x =4 c¢cm, y = 3 cm e

zZ =295 cm.

2.3 Vetor posicao

Um vetor com a origem fixa na origem de
um sistema de coordenadas e com a ponta
na posi¢ao de um objeto (em movimento ou
nao) é denominado de vetor posicdo. Essenci-
almente, estamos usando vetores para repre-
sentar posicoes. Em principio nao precisamos
usar um vetor para localizar um ponto no es-
paco. No entanto, a nocgao de velocidade re-
quer a presenca de um vetor posi¢cao, como
veremos adiante. Quando h& movimento, é
importante especificar também a direcao e
o sentido deste movimento. Em outras pa-
lavras, precisamos saber para onde estamos
indo, literalmente. Como veremos, vetores
constituem uma linguagem matematica ex-
tremamente concisa, elegante e pratica para
descrevermos posicoes, velocidades, acelera-
¢oes e outras quantidades fisicas, como forcas,
que necessitam de direcao e sentido, além de
intensidade, para serem especificadas comple-
tamente.

Vejamos entao algumas propriedades im-
portantes sobre vetores (todas as proprieda-
des de vetores sao estudadas detalhadamente
no curso de Geometria Anlitica). Primeiro,

vetores podem ser multiplicados por nime-
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B
Figura 2.4: Os vetores

, B e C formam um
poligono fechado: A + 0.

A
B+C=

ros, mantendo a direcao e alterando o com-
primento. O sentido serd invertido somente
se esse nimero for negativo. Segundo, vetores
podem ser somados (ou subtraidos) de acordo
com a regra simples: a soma é nula se os ve-
tores formarem um poligono fechado, com a
ponta de um vetor no “pé” do outro, como
ilustrado na Figura 2.4 onde A+B+C=0.
Note que estamos assumindo que vetores pos-
sam ser transportados (como flechas) sem que
haja mudancas no comprimento, direcao e
sentido. Quando multiplicamos objetos por
nimeros e realizamos somas desses mesmos
objetos, obtendo objetos do mesmo tipo, es-
tamos realizando combinacoes lineares. Por
exemplo, na Figura 2.4 podemos formar a
combinacao linear C=—-A- é, entre ou-
tras possiveis.

Outra caracteristica de um vetor, muito
importante para a Fisica, é o seu comporta-
mento em relagao a rotagoes em torno de um
eixo fixo e & inversoes espaciais. Quando um
vetor é rodado em torno de um eixo fixo, o
comprimento do vetor nao ¢ alterado. Inver-
sao espacial significa inverter o sentido, man-
tendo a direcao e o comprimento inalterados
(“virar ao avesso”). Um candidato a vetor

(que tem comprimento, dire¢ao e sentido) que

permanece invariante a uma inversao espacial
¢ denominado de pseudo-vetor (exemplos de
pseudo-vetores serao apresentados apos estu-

darmos o produto vetorial).

A descricao de vetores num sistema de co-
ordenadas é muito frutifera. Vamos denotar
por 7 (observe a notagdo) um vetor de com-
primento unitario, o qual chamaremos de ver-
sor. O versor sempre indica a direcao e o
sentido de um determinado vetor. Sendo 7
o comprimento do vetor 7, entao ¥ = rr. A
Figura 2.3 exibe trés versores, 7, j e l%; um
versor para cada uma das trés direcoes inde-
pendentes. Observe na Figura 2.3 que po-
demos formar, naturalmente, a combinacao

linear p'= xi + yj, bem como 7= p'+ 2k, ou

seja
F=axi+yj+ 2k = (z,y, 2), (2.3)
e
r? =2 +y’ + 27 (2.4)
onde a notagdo 7 = (z,y,z) é conveniente

(a ordem ndo pode ser alterada). As pro-
jecoes (x,y,z) sdo as coordenadas do vetor
posicao r no sistema de coordenadas O. Por
exemplo, quando escritos nesta notagao con-
veniente, a combinagao linear entre os vetores

A= (TayYar 2a) € B = (w3, Yy, ) sera

&A'—i_ g - (Oéx(“ AYq, OéZa) + (xba Yp, Zb)
= (awy + Ty, Yy + Yp, 02g + 23).  (2.5)
Vale observar que dado trés vetores, nao
necessariamente num mesmo plano, pode ser
que nenhuma combinacao linear entre eles

seja possivel. Neste caso, estes vetores sao de-
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nominados de linearmente independentes. Os
trés versores 7, J e k, mostrados na Figura 2.3,
sdo linearmente independentes (faga o Exer-

cicio 4).

2.3.1 Exercicios

Exercicio 3. Desenhe o0s wvetores posicao
Ry = (1,2,0) e Ry = (1,1,0) em um mesmo
sistema cartesiano de coordenadas (ortonor-
mal). Determine as coordenadas da soma
ﬁ1+§2 e da diferenca ﬁl—ﬁg e represente-0s
no mesmo sistema de coordenadas anterior.
Use o teorema de Pitdgoras para determinar

o comprimento de cada vetor.

Exercicio 4. Primeiro note que as compo-
nentes dos wversores i, ) e k mostrados na
Figura 2.3 sao © = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e
k= (0,0,1). Agora tente escrever, por exem-
plo, k= ai+ B£7. Sabendo que a igualdade
entre wvetores somente € possivel se houver
uma tgualdade entre suas componentes em
cada direcao, mostre que a combinacao linear
k= o+ B resulta em trés equagoes lineares.
Mostre que duas destas equacoes lineares en-
volvem os escalares o e B, cuja solugoes sao
a=0 e =0. Verifique que a terceira equa-
¢ao € inconsistente (0 = 1). Isto mostra que
0S8 VErsores v, j e k sdo linearmente indepen-
dentes, isto €, nao admitem uma combinacao
linear entre eles. Este € um resultado tao im-
portante que serd abordado em outros cursos

(Cdlculo, Geometria e Algebra,).

2.4 Produto escalar

Ha outras operacoes binarias que podemos
realizar com vetores, além da combinacao li-
near? E possivel inventar uma operacao entre
dois vetores que nos dé informagoes sobre seus
comprimentos e o angulo entre eles? Sim, é
possivel e muito util. Vejamos.

Podemos construir uma operacao binéria
envolvendo dois vetores cujo resultado ¢ um
nimero real. Esta operacao binéria entre os
vetores A e é, denotada por A-Be R, sera
denominada de produto escalar. O produto
escalar é definido requerendo que ele satisfaca

as propriedades seguintes.
1. Simetria:

—

A-B

—

-AeR.

I
o]

(2.6)

2. Linearidade (o, 8 € R):

C-(0A+BB)=aC-A+3C-B. (2.7)

3. Positivo definido:

AA=0 < A=0,
Lo L (2.8)
A-A>0 < A#NO.
4. Mensurabilidade:
A= |A|=VA-A (29

A propriedade (2.6) expressa que o produto
escalar é uma opera¢ao binaria simétrica (ou
comutativa). A propriedade (2.7) significa
que o produto escalar é linear, pois obedece
a propriedade distributiva. Note que os ni-

meros « e  no lado direito de (2.7) podem
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ser retirados livremente de dentro do produto
escalar. A propriedade (2.8) garante que o
produto escalar seja bem comportado (nao-
degenerado), pois evita que o produto esca-
lar de um vetor com ele mesmo seja nulo sem
que o vetor seja nulo. A propriedade (2.9)
garante que o comprimento, também conhe-
cido por médulo ou norma, seja calculado pelo
produto escalar. Note que a propriedade (2.8)
estd em sintonia com a definigdo (2.9) de com-
primento como uma quantidade real positiva
ou nula. Comprimento nulo quando, e so-
mente quando, o vetor for nulo. O produto
escalar é um instrumento (analitico) de medida

do comprimento de um vetor.

Uma questao importante é: como realizar
esta operacao binaria, denominada de pro-
duto escalar, em termos de coordenadas? ou
seja, como tornar o produto escalar operacio-
nal? Gragas a propriedade distributiva (2.7),
basta conhecermos todos os produtos escala-
res possiveis entres os versores 72, j e /2;, coloca-
dos ao longo dos trés eixos independentes do
espaco euclidiano (veja a Figura 2.3). Desta
forma, teremos, em principio, nove produtos
escalares a serem determinados, pois cada ve-
tor pode ser escrito como uma combinac¢ao
linear dos versores 2, j e k do sistema de co-
ordenadas escolhido. No entanto, a propri-
edade de simetria, presente na definicao do
produto escalar em (2.6), reduz para seis o
numero de produtos escalares que devemos
conhecer. Uma forma eficiente de guardar-

mos estes produtos escalares é utilizando um

arranjo matricial, isto ¢, uma matriz 3 x 3,

g=()=j-1 j-j j-k (2.10)

o
>
>

-
P
P

Esta matriz ¢ denominada de métrica (por ra-
z0es Obvias). E sempre bom procurarmos por
expressoes matematicas mais sintéticas. Sim-

plesmente rebatizando os versores 2, J e k para

7, €3

>
—
Il
>
>
[\
Il

k, (2.11)

podemos reescrever os elementos de matriz da
métrica (2.10) como (verifique)

gij = él . éj = gjia 2,] € {1,2,3} (212)
Além de mais simples é também muito ele-
gante. Note que a simetria da métrica ¢ uma

consequéncia direta da simetria do produto
escalar.

Considere agora dois vetores escritos num
mesmo referencial, como aquele mostrado na
Figura 2.3, com os versores escritos como em
(2.11). Seja entdo

3
A=At = Arey + Agéy + Asés
=1

== (Al, AQ, Ag) (213)
e
3
B = Z B;é; = B1é1 + Byéy + Bsés
=1
= (Bl,BQ,Bg). (214)

Agora use todas as propriedades do produto
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escalar para calcular explicitamente, de pre-

feréncia usando os somatorios,

3 3

ij=1 ij=1

Note o uso de indices distintos (i e j) em
(2.15) no momento de escrever cada um dos
vetores em coordenadas. Cada soma re-
quer um indice distinto. Nao economize
nos indices. Este mesmo resultado pode ser
reobtido usando produtos matriciais (linhas
por colunas). Basta usar o vetor A como uma
matriz linha, A — (4;) = (Ay, Ay, As) e 0 ve-
tor B como uma matriz coluna, a transposta,
(B;)T. Para ver um exemplo, faca o Exerci-

clo .

Teorema 1. O produto escalar numa base
qualquer é
A-B=(4)g(B)".  (216)

Afinal de contas, como poderemos calcular
os produtos escalares que aparecem na mé-
trica (2.10)?7 Nao podemos! Estes produtos
escalares devem ser fornecidos no momento
em que compramos o referencial. Para en-
tendermos melhor esta situacao, devemos nos
perguntar: qual é o significado geomé-
trico do produto escalar?

Para entendermos melhor o significado geo-
métrico do produto escalar, devemos calcular
primeiro o produto escalar entre dois vetores
perpendiculares (ortogonais). Vamos usar os

versores 2 e J como dois representantes tipi-

cos de vetores ortogonais. Como indicado na
Figura 2.5, o comprimento da soma vetorial
147 € a hipotenusa do triangulo retangulo for-
mado pelos versores 2 e . Como 0s versores
possuem comprimentos unitarios, por defini-
cao, entao a hipotenusa pode ser calculada
usando o teorema de Pitagoras,

[+ 311 = [lall* + 1131* = 2. (2.17)

Sim, vocé tem razao. Naturalmente, o va-

Figura 2.5: Soma de dois versores ortogonais
e o teorema de Pitagoras.

lor da hipotenusa também pode ser calculado
usando somente a ferramenta (2.9) para cal-

cular o comprimento de um vetor,

i+l =@+ (@+))
=il>+jlI*+2t-7=2+21-7 (2.18)

onde usamos também a propriedade distribu-
tiva do produto escalar. Comparando estes
dois resultados, (2.17) e (2.18), concluimos
que 72 - ) = 0. Isto significa que o pro-
duto escalar entre dois vetores ortogo-

10
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nais é nulo. Este resultado continua valendo
mesmo para vetores nao-unitarios, seguindo o
mesmo raciocinio anterior. Portanto ele é um

teorema:

Teorema 2. Sejam A e B dois vetores per-
pendiculares. Entao,
A-B=0 ALlB.

—0 < (2.19)

Portanto, sabemos o significado de cada
elemento na diagonal da métrica (2.10): sdo
os comprimentos (ao quadrado) dos versores.
Para o sistema de coordenadas cartesiano da
Figura 2.3, os versores 2, ] e k sdo unitarios
(possuem comprimentos iguais a um).

E quando os vetores nao sao perpendicula-
res? qual ¢ o significado do produto escalar?
Considere dois vetores arbitrarios A e g, for-
mando um angulo 6 entre eles. Dois vetores
sempre estdo em um plano, como mostrado

na Figura 2.6. Escolha neste plano um ve-

Figura 2.6: Projecao de um vetor sobre o ou-
tro.

tor C perpendicular a B. Naturalmente, os
versores B e C formam uma base ortonor-

mal para o vetor A, isto é, podemos escrever

11

A = Acos B+AsinfC. Efetue agora o pro-
duto escalar A- B e use o Teorema 2. Resulta
(verifique) que Acosf = A- B. O produto
escalar A - B é exatamente a projecao
do vetor A sobre o versor B (ou na di-
recao do vetor é) Note na Figura 2.3 que
F-i:x,f"-j:yef-/%:z, ou seja, as
coordenadas sao as projecoes do vetor sobre
os versores da base. Naturalmente, os papeis
de Ae B podem ser perfeitamente invertidos.

Assim, temos um segundo teorema.

Teorema 3. Sejam A e B dois vetores for-

mando um dngulo 0 entre eles. Entao,

A-B = ABcosH. (2.20)

Note que este teorema nos permite calcu-
lar o produto escalar entre dois vetores sem
a necessidade de escrevé-los em um determi-
nado sistema de coordenadas, basta conhe-
cermos seus comprimentos e o angulo entre
eles. Vetores sao flechas e existem indepen-
dentemente de um referencial (sistema de co-
ordenadas).

Resumindo: além do comprimento, o produto
escalar nos da também uma informacio sobre a
orientacdo relativa entre vetores. Também ¢é
importante notar que a expressao (2.20) nos
fornece uma forma operacional para calcular-
mos o produto escalar entre vetores quando
seus comprimentos e o angulo entre eles sao
conhecidos previamente.

Voltemos ao nosso problema original: o sis-
tema cartesiano da Figura 2.3. Nele, escolhe-
mos os trés versores i, jJ e k mutuamente or-
togonais (perpendiculares), isto ¢, os angulos

entre estes versores ¢ de 90 graus. Portanto,
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usando o Teorema 3, a métrica (2.10) desse

sistema de coordenadas é

1o -7 ik 100
g=1j5-i 5.7 j-k|l=101 0f,
ki k-j k-k 001

(2.21)

ou seja, ela é a matriz identidade para um sis-
tema de coordenadas ortonormal. Isto sim-
plifica muito nossa vida e explica a impor-
tancia pratica de usarmos sistemas ortonor-
mais (versores ortogonais e unitarios) de co-
ordenadas. Assim, podemos escrever o pro-

duto escalar entre dois vetores arbitrarios

—

A= (A, AL A,)e B = (B, By, B,), usando
a prescri¢ao (2.16), em um sistema de coor-
denadas ortonormal cartesiano simplesmente
multiplicando componentes na mesma dire-

¢ao e somando (verifique)

A-B=A,B,+A,B,+A.B,. (222)
Como mais um teste de consisténcia, use
(2.22) para calcular o comprimento do vetor
posicao 7 da Figura 2.3 e veja que é o mesmo
valor obtido diretamente das projecoes indi-

cadas na mesma figura.

Também é importante ter em mente que
a expressao (2.22) é valida somente em um
sistema ortonormal de coordenadas. Caso a
base nao seja ortonormal, devemos usar a mé-
trica (2.10) em todas as operagoes envolvendo
o produto escalar, como em (2.16). Também
devemos ter em mente que a métrica vem
junto com a base, ela ¢ um conjunto de “espe-
cificacoes técnicas” sobre a base, uma espécie
de “manual de instrugoes”. Se alguém lhe ven-

der uma base sem a métrica, entre em contato

com 0 Procon mais préximo.

Uma vez que as coordenadas dos vetores
A e B sdo conhecidas em um sistema orto-
normal de coordenadas, entao podemos usar
(2.22) para calcular (em termos das coorde-
nadas) o valor do produto escalar que aparece
no lado esquerdo de (2.20), bem como os mo-
dulos A e B que aparecem no lado direito.
Assim, poderemos usar (2.20) para calcular o
angulo entre dois vetores.

Observacdo sobre o médulo de um vetor. A
Propriedade 4 na definicao do produto es-
calar, diz para calcularmos o comprimento
de um vetor usando um produto escalar,
Eq. (2.9).
mais geral que usar a distancia euclidiana,

Usar o produto escalar ¢ muito

valida somente num sistema ortornal de co-
ordendas. O produto escalar pode ser imple-
mentado em qualquer sistema de coordena-
das.

2.4.1 Exercicios

Exercicio 5. Use os procedimentos (2.15) e
(2.16) para obter a forma explicita da métrica
em (2.10).

Exercicio 6. Efetue o produto escalar en-
tre os vetores posicio By = (1,2,1) e Ry =
(1,1,2). Calcule também o comprimento de
cada um deles bem como o dngulo entre eles.
Repita este procedimento para os vetores re-
sultantes da soma e da diferenca entre 1%1 e

Ry. Considere um sistema ortonormal de co-

ordenadas.

Exercicio 7. Suponha que uma determinada

12
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base tenha a sequinte métrica:

1 05 0
g=105 1 0 (2.23)
0 0 1

Determine os dngulos entre os versores desta
base e desenhe-a. Suponha que ﬁl =(1,2,1)
e Ry = (1,1,2) sejam dois vetores escritos
nesta base. Determine seus comprimentos
e o produto escalar e o dngulo entre eles.

Desenhe-o0s nesta base.

2.5 Produto vetorial

H& somente mais uma operacao binaria com
vetores que nos interessa (e muito). Desta
vez, esta operagao binaria produzira um novo
vetor. Seja V o conjunto de todos os vetores.
Esta nova operacao binaria entre os vetores
Ae é, denotada por Ax B € V, sera deno-
minada de produto vetorial. Lembre-se que
o produto escalar produz um namero
real (escalar) e o produto vetorial pro-
duz um vetor (flecha). O produto vetorial
é definido requerendo que ele satisfaca as pro-

priedades seguintes.

1. Anti-simetria:

AxB=-BxA. (2.24)
2. Linearidade (o, 5 € R):
C x (aA+ BB) = a(C x A)
+B(C x B). (2.25)

3. Perpendicularidade: C=AxB

Y

—

C-A=C-B=0. (2.26)
4. Orientabilidade: ¢ = A x B,
(A, B,C) (i, ], k). (2.27)

A propriedade (2.24) afirma que o produto
vetorial, ao contrario do produto escalar, é
anti-simétrico (troca de sinal quando os veto-
res trocam de posicoes). A propriedade (2.25)
significa que o produto vetorial, assim como
o produto escalar, é linear. Note que os esca-
lares a e 5 no lado direito de (2.25) podem
ser retirados de dentro do produto vetorial
(como no caso do produto escalar). A propri-
edade (2.26) significa que o vetor resultante
Ax B é, simultaneamente, perpendicular aos
vetores A e B.

A propriedade (2.27) é uma novidade. O
produto vetorial cria um vetor numa dire-
¢ao e que precisa de um sentido nesta dire-
¢do. A propriedade (2.27) afirma que o sen-
tido do vetor resultante C = A x B na trinca
(A, B, Ax B) é idéntico ao sentido do versor k
na trinca (2, j, k) mostrada na Figura 2.3. E
equivalente a regra da mao direita indicada
na Figura 2.7: o sentido do vetor resultante
C = A x B ¢ indicado pelo nosso polegar
direito quando movimentamos os demais de-
dos da mao direita no sentido de A para B.
Note que a propriedade (2.27) é uma escolha
para a orientagdo do produto vetorial (esta-
mos usando a regra da mao direita para esta-

belecer uma orientacao espacial).

Como podemos calcular as componentes do

13
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Figura 2.7: O sentido do vetor resultante
C = Ax B ¢ dado pela regra da mao direita:
empurrando com o dedo indicador o vetor A
sobre o vetor B , 0 polegar indica o sentido do
vetor C.

Ax B
componentes dos vetores A = (As, Ay AL)
e B = (B:, By, B.)? Isto pode ser feito em

duas etapas. Primeiro observe que a proprie-

vetor resultante C' = a partir das

dade (2.26) nos fornece as seguintes relagoes

(verifique):
CyA, +CA, +C,A, =0, (2.28)
C,B,+C,B,+C.B, =0. (2.29)

Note que estamos pressupondo que estes ve-
tores estejam decompostos numa base orto-
normal. Caso a base nao seja ortonormal,
devemos efetuar os produtos escalares usando

a métrica apropriada.

Das relagoes (2.28) e

ver, por exemplo, as componentes C, e Cy, em

(2.29) podemos escre-

funcao de C, (verifique),

A,B. — A,B,
“=ap an W
A.B, — A, B,
= (.. 2.31
Cy @%—%&@ (2:31)

Naturalmente, podemos reescrevé-las na
forma (verifique)
C, B Cy
A,B.—A.B, A.B,— A,B,
C.
= = 2.32
A, B, — A,B, B | )

onde [ é um numero real arbitrario e inde-
pendente das coordenadas dos vetores AeB.
Estas razoes devem ser validas para quaisquer
vetores A e B. Desta forma, temos as com-
ponentes do vetor 6, resultante do produto
vetorial A x é, em termos das componentes
dos vetores A e B e da constante arbitraria B.
Mas como esta constante 3 é arbitraria, entao
podemos escolher um valor para ela: § = 1.
Nao se assuste, como veremos adiante, ha va-
rias razoes praticas para tal escolha. Com

f =1 em (2.32), temos mais um teorema.

Teorema 4. As componentes (base ortonor-

mal) do produto vetorial C'=Ax B sio

C, = A,B. — A.B,,
C, = A.B, — A,B.,
C, = A,B,— A,B,.

(2.33)

Como veremos através de varios exemplos,
escolher [ como sendo um nimero positivo
estd condizente com a propriedade (2.27) (re-
gra da mao direita). Caso tivéssemos es-
colhido um ntimero negativo para [, teria-
mos que usar uma regra da mao esquerda.
Note que a disposicao dos indices x, y e z
nas expressoes dadas no Teorema 4 segue
uma ordem ciclica, com valores positivos no
sentido horario, {(z,y,2),(z,z,v),(y,z,z)},

e com valores negativos no sentido anti-

14
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hOI’éI‘iO, {(x,z,y),(y,x,z),(z,yﬂf)}. Veja

a Figura (2.8), com (i,}, k) trocados por
(x,y, z), para uma ilustragao de mais uma re-

gra mnemonica.

e o =

Figura 2.8: O sentido do produto vetorial é
dado pela regra da mao direita. Esta regra é
equivalente a execucao de permutacoes circu-
lares dos versores i, je k: ix j=k, jx k=1
ek xi=j.

Tendo as componentes (2.33) do vetor C,
oriundo do produto vetorial AxB , podemos
calcular seu modulo usando o produto escalar
(2.9). Apods um pouco de paciéncia (Faga o
Exercicio 8; use computagao algébrica para
checar os resultados), encontraremos

C?=|C|? = 4°B*— (A- B)?, (2.34)
a qual pode ser perfeitamente reescrita,
usando o Teorema 2, veja (2.20), em termos

do angulo 6 entre Ae E,

C? = A’B? — A?2B?cos?6
= (AB)?sin*0. (2.35)

Portanto, temos outro teorema.

—

Teorema 5. O mddulo do vetor C = A x B
pode ser convenientemente calculado por
C' = AB|sin¥). (2.36)

Este teorema nos permite calcular o com-
primento do vetor resultante de um produto
vetorial a partir dos comprimentos dos ve-
tores iniciais e do angulo entre eles, sem a
necessidade de escrevé-los em um sistema de
coordenadas. Esta situagao ¢ andloga aquela
relacionada com o Teorema 3. Note a pre-
senca do modulo na funcao trigonométrica.

Vimos anteriormente que um produto esca-
lar esta associado com a projecao de um vetor
sobre o outro. E o produto vetorial? ele tem
alguma interpretacao geométrica? Sim, ele
tem e é muito relevante. Note que a expressao
(2.36) é numericamente igual & area do para-
lelogramo de lados A = ||A]| ¢ B = || B||, for-
mado pelos vetores AeB (veja a Figura 2.9
para se convencer disto e faca o Exercicio 10).
Note que a escolha g = 1 permite esta inter-
pretacdo. Caso contrario (8 # 1), teriamos
a area do paralelogramo multiplicada pelo
valor de . Desta forma, podemos adotar
esta interpretacao geométrica como mais uma
propriedade na definicao do produto vetorial
(para fixar o valor § = 1). Esta propriedade
geométrica serd usada para derivarmos uma
das leis de Kepler para o movimento planeta-
rio.

Vejamos outras consequéncias do Teo-
rema 5. A propriedade (2.36) significa que
o produto vetorial entre dois vetores parale-
los (ou anti-paralelos) resulta em um vetor
nulo, pois neste caso o angulo entre eles é

0 graus (ou 180 graus). Esta propriedade,

15
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M C-—AxEB
B
\l.al o
A

Figura 2.9: O produto vetorial esta associado
com a area do paralelogramo formado pelos
vetores A e B. O sentido do vetor resultante
C = Ax B ¢ dado pela regra da mao direita:
empurrando com o dedo indicador o vetor A
sobre o vetor B , 0 polegar indica o sentido do
vetor C.

juntamente com a regra da mao direita nos
permite calcular todos os produtos vetoriais
entre os versores 7, 7 e k de uma base orto-

normal:

~>
I
<o
X
>
<
I
>
X
=

k=ixj (2.37)

Notas:

1. observando os produtos vetoriais (2.37),
percebemos que a regra da mao direita
¢ equivalente a efetuarmos permutacoes
circulares nos versores 72, j e l;', tomando o
sentido horédrio como positivo, como in-

dicado na Figura (2.8);

2. podemos ver em (2.37) que a escolha
f =1 em (2.32) garante que o versor

resultante 2 = ) X k seja unitario;

3. usando (2.37) e a propriedade de lineari-
dade (2.25), podemos calcular o produto
vetorial entre dois vetores arbitrarios es-
critos explicitamente em termos de uma

base ortonormal (faca o Exercicio 11).

Mencionamos na Secao 2.3 que um pseudo-
vetor nao inverte o seu sentido perante uma
inversao espacial. Sendo assim, um produto
vetorial é um pseudo-vetor, pois invertendo
os sentidos de A e é, simultaneamente, em
A x B nada de novo acontece. Em Fisica, te-
mos varios pseudo-vetores importantes. Ire-
mos trabalhar com dois deles em Mecanica:
momentum angular L=rFx p e torque T =
7 X ﬁ, onde 7" é o vetor posicao, p'é o momen-
tum linear (5= m#) e F ¢é a forca resultante
atuando no centro de massa de um objeto de
massa m. Nas nossas aplicacoes iremos usar
também a forca de Lorentz, outro pseudo-
vetor importante, fL = qU X é, produzida
por um campo magnético B sobre uma carga

g em movimento com uma velocidade v.

2.5.1 Exercicios

Exercicio 8. Use as componentes dadas em
(2.33) para verificar (ou provar, demonstrar)

que a expressio em (2.34) estd correta.

Exercicio 9. Efetue o produto vetorial ﬁg =
él X ﬁg entre 0s vetores posi¢ao ]%1 =(1,2,1)
e Ry = (1,1,2). Calcule os comprimentos de
cada vetor, bem como o0s dngulos entre eles.
Faca uma representacao grdfica destes veto-
res. Calcule também a drea de cada para-
lelogramo formado por cada par de vetores.
Considere um sistema ortonormal de coorde-

nadas.
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Exercicio 10. Calcule a drea do paralelo-
gramo formado pelos vetores A e B mostrados
na Figura 2.9 em termos dos comprimentos A
e B e do dangulo 6 entre AeB.

Exercicio 11. Efetue o produto vetorial en-
tre A= Ayi+ A,j+ Ak e B= B,i+ B,j+
B,k explicitamente, usando apenas a propri-
edade distributiva (2.25) e os produtos vetori-
ais (2.37). Mostre que este procedimento nos

possibilita re-obter as expressoes (2.33).

Exercicio 12. Verifique que as componentes
(2.33) também podem ser calculadas através

do determinante

Tk
T Ay .
B

ffxgz A
B,

(2.38)

A,
y B

Refaca o Ezxercicio 9 usando este método para

calcular o produto vetorial.

2.6 Produto misto

O produto misto envolve um produto vetorial
seguido de um produto escalar, nessa ordem.
A sua definicao é: dado trés vetores ff, Be
c quaisquer, o produto misto é um ntimero
definido por C - (A x B) (veja a Figura 2.10).
Note que temos de executar primeiro o pro-
duto vetorial A x g, o qual resultard em um
vetor, para depois calcularmos o produto es-
calar com 6, resultando em um ntimero.
Que acontece se as posicoes dos trés veto-
res no produto misto C - (A x B) forem mo-

dificadas simultaneamente, por exemplo para
B - (C x A)? Nada! O produto misto ¢ in-

variante por permutagoes circulares (ciclicas)

das letras A, B e C'. Sim, mais um teorema.

Teorema 6. O produto misto € invariante

por permutacdes circulares (ciclicas),
A-(BxC) = C-(AxB) = B-(Cx A). (2.39)

Uma forma de provar o Teorema 6 é fa-
zendo uso do determinante para calcular o
produto vetorial (verifique; faca o Exerci-
cio 12):

Pk A, A, A,
A(BxC)=A|\B, B, B.|=|B, B, B.|.
c, ¢, c| |c. ¢ c.

(2.40)

Note que as permutacoes ciclicas efetuadas no
produto misto (2.39) correspondem a quatro
trocas de linhas no tdltimo determinante em
(2.40), deixando-o inalterado. Portanto, do
ponto de vista operacional, o produto misto
estd muito bem compreendido.

E o significado geométrico do produto
misto? Muito bem, vocé esta aprendendo ra-
pido as regras do nosso jogo. O produto misto
¢ numericamente igual ao volume do parale-
lepipedo formado pelos trés vetores /T, Be(C
conforme ilustrado pela Figura 2.10 (estude a
Figura 2.10 e faga o Exercicio 13).

Algumas observacoes importantes sobre
produtos escalares e vetoriais a serem lem-
bradas sempre: (1) o produto escalar é um
niimero real e, geometricamente, esta associ-
ado & projecao de um vetor sobre o outro; (2)
o produto vetorial fornece um novo vetor (na
verdade, um pseudo-vetor) cuja norma (mo-

dulo) é numericamente igual & area do parale-
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— B

A

Figura 2.10: O produto misto C - (A x B)
¢ numericamente igual ao volume do para-
lelepipedo formado pelos vetores ff, Be é,
conforme o tracejado. O moddulo do vetor
D=AxBé igual a area da base e o produto
escalar C - D é a altura vezes a area da base,
fornecendo o volume.

logramo subentendido pelos dois vetores que

foram usados no produto vetorial.

2.6.1 Exercicios

Exercicio 13. Calcule o volume do parale-
lepipedo formado pelos vetores A, B e C da
Figura 2.10 e mostre que este volume € nume-
ricamente igual ao produto misto C- (A x B).
Portanto, o produto misto estd relacionado
com volume. Calcule o produto misto entre
0s velores posicio A = (1,2,1), B = (1,1,2)
e C = (1,1,

Qual € a drea da base, a altura, o compri-

—1) mostrados na Figura 2.10.

mento dos trés lados e o volume do paralele-

pipedo formado por estes trés vetores?

2.7 'Trajetorias

Tendo estabelecido propriedades importantes
sobre o espaco Euclidiano, temos que preci-
sar a nocao de trajetéria de um objeto em
movimento neste espaco. Qual é a nogao co-
tidiana de trajetoria que temos? Eu a vejo
como um sequéncia de fotografias de um ob-
jeto em movimento, tiradas em intervalos de
tempo muito pequenos, com as posicoes do
objeto ligadas por retas. Se os intervalos
de tempo sao muito pequenos, a trajetéria
terd a aparéncia de uma curva espacial, uma
Isto é tudo

que precisamos para estabelecer uma estru-

curva suave em trés dimensoes.

tura matematica geral para qualquer trajeto-
ria. Portanto, nosso problema agora é como
representar uma curva no espaco Fuclidiano
de forma eficiente, i.e., tendo um sistema de
coordenadas Cartesiano (de preferéncia or-
tonormal), temos de encontrar uma forma
adequada (para a Mecéanica) para represen-
tarmos analiticamente uma curva em termos
de coordenadas. E o programa cartesiano:

transformar objetos geométricos em nimeros.

Definicdo. Uma curva espacial v é definida

como o lugar geométrico dos pontos

(x(t),y(t), (1), t e R, (2.41)
Note que estamos usando as coordenadas de
um vetor posicao 7, descrito em algum re-
ferencial ortonormal, para descrever as coor-
dendas de um ponto na curva y. Natural-
mente, esse vetor posicao identifica a posi-
¢ao de um objeto na sua trajetoria, descrita
pela curva espacial v. Muito conveniente, nao

acha? Ainda mais conveniente é adiantar que
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a segunda lei de Newton nos obriga a inter-
pretar o parametro t na definicdo em (2.41)
como sendo o tempo, medido por nossos re-
logios. Para o gedmetra, esse parametro t
nao precisa de um significado especifico. Eles
preferem o préprio comprimento da trajeto-
rial Uma curva descrita como em (2.41) esta
na sua forma paramétrica, onde ¢ é o parame-
tro, o qual pertence a algum intervalo da reta
real. Denominaremos as coordenadas x(t),
y(t) e z(t), ou simplesmente x;(t), de equacdes
horarias (por razoes Obvias, t serd o tempo).
Vale mencionar que a forma paramétrica é
também a forma mais eficiente computacio-
nalmente em duas dimensoes e inica em trés

ou mais dimensoes. Veja alguns exemplos.

2.7.1 Reta

A forma paramétrica de uma reta exige que
as sua equagoes horarias sejam polinémios de

primeiro grau no parametro escolhido,

z;(t) =a; + b t, 1 € {1,2,3}. (2.42)

2.7.2 Parabola

A forma paramétrica de uma parabola exige
que as sua equacoes horarias sejam polind-
mios de segundo grau no parametro esco-
lhido,

zi(t) = a; + bt +cit?, i € {1,2,3}. (2.43)

2.7.3 Circulo

A forma paramétrica de uma circulo de raio

R é dada pelas equacoes horarias
zi(t) = ¢;+a;R cosO(t)+b;R sin6(t). (2.44)

Este circulo estd centrado

(¢1,¢9,¢3). O plano deste circulo contém os

no ponto
versores a = (ai,as,asz) e b = (b1, by, b3),
perpendiculares, a - b= 0. A forma funcional

da fase 6(t) é arbitraria.

2.7.4 Espiral

Por comodidade, uma espiral de base circular
de raio R, centrada no eixo Z, tem a forma

paramétrica dada pelas equacoes horarias

z(t) = R cosO(t), y(t) = R send(t),
2(t) = f(t), (2.45)

onde a fase 0(t) é arbitraria e f(t) é uma fun-

¢ao racional de t.

2.7.5 Questoes

Sera possivel criar ferramentas matematicas
para nos informar se uma dada curva descrita
pela sua forma paramétrica serd, na verdade,
uma reta? ou quando ela sera plana? Existe
um algoritmo para colocarmos uma reta tan-
gente num determinado ponto de uma curva
espacial? Como podemos calcular algebrica-
mente o comprimento de um determinado tre-
cho de uma curva espacial? As respostas a

esta questoes estao nas proximas secoes.
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2.7.6 Exercicios

Visite a Secao 5.2 para praticar um pouco a
construcao e visualizacao de curvas espaciais

usando o Geogebra.
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Capitulo 3

Taxas (Derivadas)

Uma trajetoria vy é representada por uma
curva espacial na sua forma paramétrica,
V()
parametro natural.

(x(t),y(t), z(t)), com o tempo t como
Seja 7(t) o vetor posi-
cao de um ponto nesta trajetoria, correspon-
dente a um valor do parametro t, ou, equi-
valentemente, num dado instante de tempo
t. Utilizando um sistema ortonormal de co-
ordenadas, base ordenada {i, J, l%}, este vetor

posicao é descrito como

(1) = x(t)i+y(t)j+2(0)k = (x(t), y(t), 2(1)).
(3.1)

Observe que o vetor posi¢ao:

1. é uma fungao (vetorial) do tempo (para-

metro) t;

2. representa (localiza) um ponto na traje-

toria;

3. representa, via suas coordenadas, a pro-

pria trajetoria.

Como esse vetor posicao varia ao longo da
trajetoria? E possivel descrever a taxa de va-
riacao do vetor posi¢ao como uma fungao (ve-

torial) do tempo (parametro) t?

3.1 Velocidade

A taxa de variacao do vetor posicao é denomi-
nada de velocidade. A velocidade é um vetor
e uma funcao do tempo t. A construcao desse
vetor velocidade esta ilustrada na Figura 3.1.
Nesta figura, o ponto na trajetoria designado
por t estd fixo, enquanto o ponto designado
por t + At esta livre, com At > 0.

t+ At

Figura 3.1: Definicao do vetor velocidade
como a primeira taxa de variacao do vetor
posicao de um objeto em sua trajetoria ~.

Seja A1’ a diferenca entre os vetores posicao

destes dois pontos,
AT =7t + At) — 7(t). (3.2)

Agora, num processo continuo e suave, leve-
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mos o ponto designado por ¢t + At para as
proximidades do ponto (fixo) designado por
t. O parametro t pode ser escolhido de tal
forma que At — 0 numa vizinhanc¢a muito

pequena em torno do ponto designado por ¢.

Definicao 1 (Velocidade). A taxa de varia-
cao do vetor posigao, ou velocidade, ¢ uma

funcao vetorial definida pelo processo limite

AT

)= Jim &= =

dr

" dr
ol dt

(3.3)

=7

conhecido por derivada primeira.

Designaremos as coordenadas do vetor ve-
locidade por v;(t) ou @;(t), com i € {z,y,2}
oui € {1,2,3}, dependendo da conveniéncia.
Reservaremos o ponto (e somente o ponto) so-
bre o nome para representar a primeira deri-
vada temporal (e somente a derivada tempo-
ral, i.e., em relagdo ao tempo ¢, dz/dt = ).

A interpretagao geométrica do vetor velo-
cidade esta na Figura 3.1. Antes do processo
limite At — 0, a dire¢do do vetor diferenca
A7 é uma reta secante, i.e., ela passa por dois
pontos na trajetoria. ApoOs processo limite
At — 0, a diregao do vetor velocidade é uma
reta tangente, pois tem apenas um ponto de
contato com a curva 7y que representa a tra-
jetoria. A direcao tangente definida por esse
processo é tinica. A direcdo do vetor velocidade
é tangente a trajetdria. Assim, devemos sem-
pre colocar o vetor velocidade iniciando na
posi¢cao do objeto e na direcao tangente a tra-
jetoria, como mostrado na Figura 3.1. Bom
lembrar que o vetor posicao inicia sempre na
origem do sistema de coordenadas (ponto O).

Uma anélise dimensional do vetor velo-

cidade mostra que suas dimensoes sao as

mesmas de comprimento por tempo, [U] =
[dx/dt] = L/T. Note que estamos tratando
as diferenciais dx e dt como quantidades (in-
finitesimalmente pequenas) com as dimen-
soes de comprimento e tempo, respectiva-
mente. Lembre sempre que velocidade é um
vetor, por definicao, com dimensoes de com-
primento por tempo. Livre-se da concep-
cao adquirida que velocidade é “espago por
tempo”, a qual contém dois erros graves: ve-
locidade nao é um escalar (espago) e “espa¢o”
¢ muito mais que o comprimento entre dois
pontos num espaco. Usar “espago percorrido
por tempo gasto” nao ajuda muito, mesmo
se interpretar “espaco percorrido” como a dis-
tancia percorrida ou comprimento do trajeto.
Velocidade é um vetor, por definicao, e, como

tal, deve ser grafado (com a flecha).

Denominaremos por rapidez o modulo do

vetor velocidade,

u(t) = [[o()]| = \/vi(t) + vy (t) + vi(t).
(3.4)
Note que estamos usando a Propriedade 4 do
produto escalar numa base ortonormal. Note
também que a rapidez é um escalar, diferen-
temente da velocidade (um vetor). Veremos
que a rapidez terd um papel importante no

computo do comprimento de um trajeto.

Sim, um exemplo. Seja a trajetoria circular
no plano z(t) = 0 dada pela forma paramé-

trica

x(t) = RcosO(t), y(t) = Rsinf(t), (3.5)
sendo 0 a fase dada por
0(t) = wt + ¢, (3.6)
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onde w ¢ um parametro conhecido por
frequéncia angular, ¢ é a constante da fase
e R ¢ o raio (igual ao comprimento do vetor
posicao). Entdo a Definicao 1 nos permite

calcular o vetor velocidade

v=7r=(&19,%). (3.7)

Efetuando as derivadas temporais, teremos

vy = & = §(—Rsinf) = —wRsin b,

v, =9 =0(+Rcosf) = +wRcosb,

y
z=0.

(3.8)

V, =

Esse vetor velocidade tem algumas caracte-
risticas interessantes. Ele é perpendicular ao
vetor posicao, 7 v = 0, e seu modulo é cons-
17l =

pre que obtiver resultados algébricos, como

tante, v = wR. Verifique. Sem-
esses, use andlise dimensional para checar a
consisténcia de seus resultados. Quais sao
as dimensoes do parametro w? Como a
fase (argumento de uma funcgao trigonomeé-
trica) deve ser adimensional, entdo a dimen-
sao da frequéncia angular w deve ser inverso
1/T. Desta forma, tanto

a velocidade quanto a rapidez estao com as

de tempo, [w] =

dimensoes corretas, [v] = [wR] =L/T.

3.1.1 Exercicios

Exercicio 14. Determine o vetor velocidade,
e seu modulo, de um objeto na trajetoria no
plano z = 0 dada pela curva (circulo) na

forma paramétrica

z(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), (3.9)

onde R € o raio. Mostre que o vetor veloci-

dade é sempre perpendicular ao vetor posicao.

Exercicio 15. Determine o vetor velocidade,
e seu modulo, de um objeto na trajetoria no
plano z = 0 dada pela curva (pardbola) na

forma paramétrica

w(t) =2t, y(t) =3t —1*, 0 <t < 3/2.
(3.10)
Observe o intervalo do pard@metro t (tempo).
Quais sao o alcance e a altura mdrimas que
esse objeto atinge? Em que respectivos tem-
Use o Sistema Internacional (SI) de

unidades, onde comprimento estd em metros

pos?

(m) e tempo em sequndos (s).

Exercicio 16. Determine o vetor velocidade,
e seu modulo, de um objeto na trajetoria dada

pela curva (hélice) na forma paramétrica

z(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), z(t) =t/2.
(3.11)

onde w e o raio R sao parametros arbitrdrios.

3.2 Aceleragao

A taxa de variacao do vetor velocidade é de-
nominada de aceleracdo. A aceleracao é um

vetor e uma funcao do tempo t.

Definicao 2 (Aceleracao). A taxa de varia-
cao do vetor velocidade, ou aceleracao, ¢ uma

funcao vetorial definida pelo processo limite

dv

AT -
a(t) = lim —=—=r. 12
i) = = =T (312)
Importante notar que a aceleracao ¢ tam-

bém a derivada segunda do vetor posigao,
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a=v=r Designaremos as coordenadas do
vetor aceleragdo por a;(t), ou ©;(t), ou ainda
Zi(t), com i € {z,y,z} ou i € {1,2,3}, de-
pendendo da conveniéncia. Nao teremos uma
palavra especial para designar o moédulo a
do vetor aceleracao d. As dimensoes de ace-
leracao sao as mesmas de comprimento por

tempo ao quadrado, [@] = [a] = L/T%

Exemplo. Sim, um exemplo. Seja a tra-
jetoria circular no plano z(t) = 0 dada pela

forma paramétrica

x(t) = Rcosf(t), y(t) = Rsinf(t), (3.13)
sendo 6 a fase dada por
0(t) = wt + ¢, (3.14)

onde w ¢ um parametro conhecido por
frequéncia angular, ¢ é a constante da fase
e R é o raio (igual ao comprimento do vetor
posi¢do). Entdo a Definicdo 1 nos permite

calcular o vetor velocidade

T=7=(&1,2). (3.15)

Efetuando as derivadas temporais, teremos

v, = & = f(—Rsinf) = —wRsin b,

vy =y = 0(+Rcost) = +wRcosh, (3.16)

v, =2=0.
Usando a Definicao 2, o vetor aceleracao é

dado pelas derivadas temporais do vetor ve-

locidade,

onde
Ay = Uy = —w?Rcos ) = —w?z(t),
a, =0, = —w’Rsind = —w?y(t), (3.18)

a, =1, =0.

Esses vetores posicao, velocidade e acelera-

¢ao tém algumas caracteristicas interessan-

tes. O vetor velocidade é perpendicular ao
vetor posicao, 7 - v = 0, e seu modulo é
constante, v = ||v]| = wR. O vetor acelera-

¢ao estd na mesma direcao do vetor posicao,
mas no sentido oposto (voltada para o centro,

centripeta), @ = 7, e seu moédulo tam-
bém é constante, a = ||d|| = w?*R = v*/R,
onde a frequéncia angular w foi eliminada
Resultado conhe-
Verifi-

Sempre que obtiver resultados algé-

em funcao da rapidez v.
cido?

que.

Agora sabe de onde veio.

bricos, como esses, use analise dimensional
para checar a consisténcia de seus resulta-
dos.

w? Como a fase (argumento de uma fungao

Quais sao as dimensoes do parametro

trigonométrica) deve ser adimensional, entao
a dimensao da frequéncia angular w deve ser
inverso de tempo, [w] = 1/T. Desta forma,
tanto a velocidade quanto a aceleragao estao
com as dimensoes corretas, [v] = [wR] = L/T
e [a] = [w?R] = L/T?, respectivamente.
Interpretacao geométrica. Seja v o modulo
do vetor velocidade e © o seu versor, entao,
por definicao v = vo. Note que o vetor ¥ por
ser a derivada do vetor posicao, v = ?, é sem-
pre tangente a trajetoria (dada pela forma
paramétrica representada por 7). Por isso, ©
também é conhecido por versor tangente. O

vetor aceleragao, a derivada do vetor veloci-
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dade, é

d=17=—(vd) = 00+ vi, (3.19)

dt
onde usamos a regra da derivada de um pro-

Du-

rante o movimento, a direcao do vetor velo-

duto de fun¢oes (do tempo), ¥ = vo.
cidade, indicada pelo versor tangente 0, tam-
bém muda com o parametro tempo. Para
prosseguirmos, devemos descobrir a dire¢ao
da taxa de variacio ¢ do versor tangente 0.
Depois devemos descobrir quem é seu mo-

dulo.

constante, unitario, mas a derivada de um

Um versor tem sempre seu modulo

versor nao precisa ter um modulo constante,

muito menos unitario.

—

Teorema 7. A tazxa de variacio A de um
vetor A, de médulo A = || A|| constante, é um

vetor na direcao perpendicular,

A=0 = A-A=0. (3.20)
Vale a reciproca.
A demonstracao é muito simples. Basta

escrever o modulo ao quadrado, por conve-
niéncia, usando a Propriedade 4 do produto

escalar, e tomar a derivada desta constante,

Dpz 94 A=y
dt
d - - - 5
= —A-A=24-4
dt _
— A-A=0. (3.21)

Portanto, de acordo com o Teorema 7, a
direcao da taxa de variacao v do versor tan-
gente 0 estd na diregao perpendicular a di-

recao tangente. Denotemos esta direcao per-

pendicular, melhor ainda de direcdo normal,
pelo versor n, v - n = 0. Desta forma, pode-
mos escrever

(3.22)

U = VKN,

onde colocamos o moédulo v do vetor velo-
cidade em evidéncia por mera conveniéncia e

introduzimos a fungao (temporal) escalar r(t)

a ser determinada impondo que ||[o]| = v]|x].
A anélise dimensional diz que [0] = 1 (ver-
sores sio adimensionais), [0] = 1/T e que
[v] = L/T. Assim [k] = 1/L. Como ve-

remos, desejamos que a funcao escalar x(t)
tenha exatamente a dimensao de inverso de

comprimento.

Teorema 8. O vetor aceleragao pode ser de-
composto em duas diregoes perpendiculares,
uma tangente ao vetor velocidade e outra nor-

mal a ele,

a=10=00+0vkn. (3.23)
A fungdo escalar k(t) é conhecida por cur-
vatura. Como podemos calculé-la?
Exemplo. Sim, um exemplo. Seja a tra-
jetoria circular no plano z(t) = 0 dada pela

forma parameétrica

x(t) = RcosO(t), y(t) = Rsin6(t), (3.24)
sendo 6 a fase dada por
0(t) = wt + ¢, (3.25)

onde w é um parametro conhecido por
frequéncia angular, ¢ é a constante da fase
e R é o raio (igual ao comprimento do vetor

posi¢ao). Entdo a Definicdo 1 nos permite
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calcular o vetor velocidade

vy =& = —wRsinf = —wy(t),
vy =y =+wRcosf = +wzx(t), (3.26)
v, =2 =0,
e o vetor aceleracao,
Uy = Uy = —w?Rcosh = —w?x(t),
a, =0, = —w’Rsind = —w?y(t), (3.27)

a, =v, = 0.

Note que esta aceleragio é centripeta (voltada
para o centro),

i =—w7=—wRi=wRn, (3.28)
onde introduzimos o versor n = —r, dirigido
ao centro da trajetoria. Comparando com o
w2R, da qual re-
1/R,

apo6s usarmos v = wR. Esse resultado é em-

Teorema 8, temos v’k =

sulta uma curvatura constante, x =

blemético: a trajetoria circular tem uma cur-
vatura constante igual ao inverso de seu raio.
Onde esta a importancia disto? Segundo os
geometras, um reta ¢ um circulo de raio in-
finito. Assim, uma reta terd uma curvatura
nula. A conjectura decorrente é: curvatura
pode ser usada como uma quantificacao de

quanto uma curva se distancia de uma reta.

3.2.1 Exercicios

Exercicio 17. Determine os vetores veloci-
dade e aceleracao, e seus modulos, bem como
o produto vetorial, de um objeto na trajetoria

no plano z = 0 dada pela curva (circulo) na

forma paramétrica

x(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), (3.29)
onde R € o raio. Mostre que o vetor veloci-

dade é sempre perpendicular ao vetor posicao.

Exercicio 18. Determine os vetores veloci-
dade e aceleracao, e seus modulos, bem como
o produto vetorial, de um objeto na trajetoria
no plano z = 0 dada pela curva (pardbola) na

forma paramétrica

w(t) =2t, y(t) =3t —1*, 0 <t < 3/2.
(3.30)
Observe o intervalo do pard@metro t (tempo).
Quais sao o alcance e a altura mdrimas que
esse objeto atinge? Em que respectivos tem-
Use o Sistema Internacional (SI) de

unidades, onde comprimento estd em metros

pos?
(m) e tempo em sequndos (s).

Exercicio 19. Determine os vetores veloci-
dade e aceleracao, e seus modulos, bem como
o produto vetorial, de um objeto na trajeto-
ria dada pela curva (hélice) na forma para-

métrica

z(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), z(t) =t/2.
(3.31)

onde w e o raio R sao parametros arbitrdrios.

3.3 Curvatura

Como podemos calcular a fungao escalar (),
curvatura, introduzida no Teorema 87 Pro-
duto vetorial! Sim, efetue o produto vetorial

entre o vetor velocidade e a aceleragao escrita
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na forma (3.23),

TXA=00X0+v*KT X . (3.32)
Como o produto vetorial entre vetores para-
lelos é nulo, por definicao, entao v x v = 0,

resultando em

2

UXd=vkUXn. (3.33)
Agora basta tomar o modulo e lembrar que
|U' x n|| = ||U]| = v, uma vez que os vetores v/

e 1 sao perpendiculares e que [|n| = 1.

Teorema 9. O mddulo da curvatura de uma
trajetoria representada pelo vetor posicao T

(forma paramétrica) é

[0 >
k(1) = s (3.34)
onde =7, d=1ev=|0].

Em geral tomamos o valor positivo para a
curvatura. A curvatura é uma medida de
quanto uma curva se diferencia de uma
reta. Uma reta tem curvatura nula, por de-
finicao. Quanto menor o valor da curvatura,

mais parecida com uma reta a curva é.

3.3.1 Exercicios

Exercicio 20. Determine a curvatura da tra-
jetdria no plano z = 0 dada pela curva (cir-

culo) na forma paramétrica

x(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), (3.35)

onde R € o raio.

Exercicio 21. Determine a curvaturae da tra-

jetdria no plano z = 0 dada pela curva (pa-

rdbola) na forma paramétrica

w(t) =2t, y(t) =3t —1*, 0 <t < 3/2.
(3.36)
Use o Sistema Internacional (SI) de unida-
des, onde comprimento estd em metros (m) e

tempo em sequndos (s).

Exercicio 22. Determine a curvatura da tra-
jetdria dada pela curva (hélice) na forma pa-

ramétrica

x(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), z(t) =t/2.
(3.37)

onde w e o raio R sao pardmetros arbitrdrios.

3.4 Torcgao

Até aqui introduzimos os versores tangente
v e normal n, os quais sao perpendiculares.
Esses dois versores formam um plano que po-
derd conter ou nao a trajetoria inteira. Traje-
torias retilineas, circulares e parabolicas estao
contidas no plano desses dois versores. Isto
significa que a dire¢do normal a esse plano,
dada pela direcao do versor © x n, deve ser
uma constante no tempo, ou seja, permanece
sempre a mesma em todos os pontos da tra-
jetoria. Caso o versor normal © X n mude ao
longo da trajetoria, ela nao serd plana. Uma
trajetoria eliptica nao ¢ plana. Podemos usar
esses fatos para construir uma ferramenta que
caracteriza se uma trajetoria ¢ plana ou nao.

Seja b =

binormal, o segundo versor normal ao ver-

v X n, denominado de versor
sor tangente v. KEsses trés versores mutu-
amente perpendiculares e linearmente inde-

pendentes, conhecidos por trinca (ou triade)
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de Frenet, formam uma base ortonormal que
muda de orientacao em cada ponto da traje-
toria. Como sao versores, a taxa de variagao
de um deles estard sempre na direcao per-
pendicular e, portanto, pode ser escrita em
termos dos outros dois versores. Vimos que
0 = vkh. Quem é a taxa de variacao b da bi-
normal? Pelo Teorema 7, esta taxa deve estar
no plano dos versores v e n, perpendiculares

a direcao binormal. Entao,
b= ab + B, (3.38)

onde a e (8 sao fungoes arbitrarias do para-
metro ¢ (tempo). Multiplicando escalarmente

esta combinacao linear por © obteremos

b-o=ab-o+pn-0=a. (3.39)

A fim de simplificar o lado direito do resul-
tado anterior, devemos fazer uso do teorema
seguinte, valido para vetores perpendiculares.
A demonstracao é imediata. Basta tomar a
derivada do produto escalar entre eles e igua-

lar a zero (derivada de uma constante).

Teorema 10.

—

A-B=0= A-B=—A-B. (3.40)
Usando este teorema, a constante o pode

ser determinada,

a=0b-0=—b-0=—vkb-n=0. (3.41)

Portanto,

b= pBh = —vri. (3.42)

Esta escolha para g implica que a funcao

T = 7(t) tenha a dimensdao de inverso de com-

primento, [7] = 1/L. Observe que esta fun¢io
7 determina se a taxa de variacao da binor-
mal serd nula ou nao. Quando 7 = 0, entao a
binormal serd constante, b= 0, e a trajetoria
serd plana. Devido & importancia desta fun-
Gao 7 para determinarmos se uma trajetoria
serad plana ou nao, ela serd denominada de tor-
cdo. A torgao é uma medida de quanto

uma curva se afasta de um plano.

Podemos deduzir uma expressao bastante
conveniente para calcular a torcao. Para isto,
precisamos da derivada do vetor aceleragao
(decomposto nas dire¢oes tangente e normal;

verifique),

a= (0 — x>0+ (ko0 + —(kv*)]

dt
+ kro’h. (3.43)

Multiplicando escalarmente esta expressao
por U X @ = v3k b, teremos
UXda-a

T=
v0K2

(3.44)

ou, numa forma mais simétrica dada no teo-

rema seguinte.

Teorema 11. A torcao de uma trajetoria re-
presentada pelo vetor posicao 7(t) (forma pa-
ramétrica) €

7(t) (3.45)

~ e xalE

3.4.1 Exercicios

Exercicio 23. Determine a torcao da traje-

toria no plano z = 0 dada pela curva (circulo)
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Capitulo 3. Taxas (Derivadas)

3.4. Torcao

na forma paramétrica
z(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), (3.46)

onde R € o raio.

Exercicio 24. Determine a torcao da traje-
toria no plano z = 0 dada pela curva (pard-

bola) na forma paramétrica

w(t) =2t y(t) =3t —t*, 0<t<3/2.
(3.47)
Use o Sistema Internacional (SI) de unida-
des, onde comprimento estd em metros (m) e

tempo em segundos (s).

Exercicio 25. Determine a torcao da traje-
toria dada pela curva (hélice) na forma para-

métrica

x(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), z(t) =t/2.

(3.48)

onde w e o rato R sao parametros arbitrdrios.
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Capitulo 4

Distancia percorrida (Integral)

E possivel calcular a distancia percorrida
numa trajetéria a partir de sua representa-
cao paramétrica. Bom observar que em geral
trajetorias sao representadas por curvas espa-
ciais exibindo curvatura e torcao. Portanto,
a distancia percorrida numa trajetoria sera
muito diferente da distancia entre os pontos
inicial e final. Uma trajetoria circular ilustra
bem esta situacao. Suponha que um objeto
realize uma volta completa numa trajetoria
circular. Evidentemente os pontos inicial e
final serao os mesmos, implicando numa dis-
tancia nula entre eles. No entanto, a distancia
percorrida, igual ao perimetro da trajetoria

circular, é maior que zero.

4.1 Estratégia

A Figura 4.1 ilustra a estratégia para cons-
truirmos uma ferramenta algébrica para cal-
cular a distancia percorrida (ou compri-
mento) AS sobre uma dada trajetoria ~(¢),
com curvatura e torcao, entre os pontos ini-
cial t; = %o e final t; = ty. Estamos iden-
tificando pontos na trajetéria por valores do
parametro ¢ (tempo). Naturalmente, a dis-

tancia percorrida AS é maior que a distancia

entre os pontos inicial e final dada pelo com-

primento ||R| do vetor diferenca entre estes

—

dois pontos, R = 7y — 7;.

Figura 4.1: Estratégia para calcular o com-
primento AS na trajetoria .

No entanto, apesar do fato AS > |7y —7|,
estd ai a semente de uma ideia frutifera: in-
serir pontos intermediarios como t; e t5 mos-
trados na Figura 4.1, por exemplo, e observar
que a soma dos comprimentos das diferencas
sucessivas entre os vetores posicao em tg, tq,
ty e ty (N = 3), é uma aproximagao muito

melhor para a distancia percorrida,

N=3
AS = Y AT, (11)
j=0
onde
ARy = 0 — 7. (4.2
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Capitulo 4. Distancia percorrida (Integral)

4.2. Comprimento

Note que estamos trocando a soma nos arcos
(pequenos trechos na trajetoria) pela soma
nas cordas (comprimentos das diferengas ve-

toriais).

Desta forma, a soma dos comprimentos das
diferencas sucessivas entre os vetores posi¢cao
de N pontos sobre a trajetoria ¢ uma apro-
ximagao inferior para a distancia percorrida.
No limite N — oo devemos obter uma igual-
dade,

N
]3131002; |AF;|| — AS. (4.3)
p

Como tornar este limite operacional? O que
ganhamos trocando a soma nos arcos pela
soma nas cordas? Ganhamos muito! O com-
primento ||A7j|| de cada corda pode ser ex-

presso em termos da velocidade (média),

Ar; AT

AF|| = /AT, - AT, = :
AT e ar At At

At;

Note que v; = v(t;) é na verdade uma ve-
locidade média, mas serd a velocidade ins-
tantanea no limite At — 0. Lembre-se que
N — o0 é equivalente a At — 0. Assim, a
distancia percorrida pode ser calculada pelo
limite
N
AS = lim

e Z (% At]

Jj=0

(4.5)

A nossa capacidade em executar estas somas

infinitas é simplesmente incrivel.
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4.2 Comprimento

Por ser uma soma que envolve um processo
limite e, o mais importante, que sabemos exe-
cutar, daremos a ela um nome, integral, e uma

notacao especial.

Teorema 12 (Comprimento). O compri-
mento de uma trajetoria, ou distdncia per-
corrida entre os pontos inicial t; e final ty, €

dado por

ty .
as = [Todt. ot) = 7 = 7. (16)
ti
onde o vetor posi¢ao T(t) representa a traje-

toria na forma paramétrica.

O simbolo dt (denominado de diferencial)
em (4.6) indica que a integral (soma) esta
sendo feita na variavel ¢, a variavel de inte-
gracdo. A integral (4.6) ¢ denominada de de-
finida, t; indicando o limite inferior e ¢; in-
dicando o limite superior. Sem os limites de
integracao, uma integral é denominada de in-
definida e, em geral, fornece uma nova funcao
da variavel de integracao.

Pondere sobre a praticidade de ter uma fer-
ramenta como a integral para calcular o com-
primento de uma trajetoria conhecendo ape-
nas o modulo do vetor velocidade, sem a ne-
cessidade de usar uma fita métrica. Veja o
Apéndice B para uma introducao sucinta so-
bre os aspectos operacionais de integracao.

Vejamos um exemplo. Seja a trajetoria cir-
cular no plano z(t) = 0 dada pela forma pa-
ramétrica

x(t) = RcosO(t), y(t) = Rsinf(t), (4.7)
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Capitulo 4. Distancia percorrida (Integral)

sendo 6 a fase dada por

0(t) = wt + o, (4.8)

onde w ¢ um parametro conhecido por
frequéncia angular, ¢ é a constante da fase
e R ¢ o raio (igual ao comprimento do vetor
posicao). Entdo a Definicao 1 nos permite

calcular o vetor velocidade

vy =& = —wRsinf = —wy(t),
vy, =y = +wRcosf = +wx(t), (4.9)

v, =2=0,
cujo modulo é

v(t) = ||t]| = V7 T =wR. (4.10)
O tempo gasto para uma volta completa ¢ o
periodo 7', tal que w1 = 27, pois as fungoes
trigonométricas sdo periodicas, cos0(t+71') =
cosO(t) (verifique). Assim, de acordo com o
Teorema 12, a distancia percorrida entre os
instantes t; =0 ety =T ¢

T T
AS :/ v(t)dt = wR/ dt = wRT = 27 R.
0 0
(4.11)

Note que este comprimento é exatamente
o perimetro de uma circunferéncia de Raio
R, como esperado. Note também que este
comprimento ¢ numericamente igual a area
abaixo ao grafico da fun¢do constante v(t) =

wR no intervalo ¢ € [0, 7.

4.2.1 Exercicios

Exercicio 26. Determine a distdncia percor-

rida enlre os instantes t; = 0 e ty = ¢ na

trajetoria no plano z = 0 dada pela curva

(circulo) na forma paramétrica

x(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), (4.12)

onde R é o raio.

Exercicio 27. Determine a distdncia percor-
rida entre os instantes t; = 0 e t; = 3/2 na
trajetoria no plano z = 0 dada pela curva

(pardbola) na forma paramétrica

w(t) =2t, y(t) =3t —1*, 0 <t < 3/2.
(4.13)
Use o Sistema Internacional (SI) de unida-
des, onde comprimento estd em metros (m) e
tempo em sequndos (s). Precisa de uma ta-
bela de integrais ou, mais eficiente, de com-

putacao algébrica.

Exercicio 28. Determine a distdncia percor-
rida entre os instantes t; = 0 e ty = 1 na
trajetoria dada pela curva (hélice) na forma

paramétrica

x(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), z(t) =t/2.
(4.14)

onde w e o rato R sao parametros arbitrdrios.
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Capitulo 5
Computacao

Apesar de vivenciarmos uma enorme popu-
larizacao de diversos tipos de computadores
digitais, eles sao muito pouco utilizados efe-
tivamente como partes fundamentais de nos-
sos cursos bésicos. Todo recurso humano for-
mado em Sao Carlos do Pinhal deve desen-
volver suas habilidades computacionais, vi-
tais numa sociedade moderna.

Além das linguagens computacionais tra-
dicionais dedicadas & computacao numérica,
vivemos a era da maturidade da computagao
simbolica (ou algébrica), capaz de manipular
expressoes algébricas. Considerando a ine-
xisténcia de cursos sobre computacao algé-
brica, sua importancia, praticidade e dispo-
nibilidade, faremos uso dela neste curso, na
medida do possivel. O sistema de compu-
tacao algébrica tem se mostrado altamente
adequado neste momento, pela eficiéncia, dis-
ponibilidade gratuita (aos estudantes USP) e
uma comunidade grande o suficiente capaz de

facilitar o ingresso de iniciantes.

5.1 Derivadas e integrais

Aprenda a utilizar o sistema de computacao

algébrica de sua preferéncia, ou sugerido pelo

coordenador do curso, para calcular deriva-
das. Veja o grafico da funcao sendo derivada,
compare com o grafico da funcao resultante
da derivada e analise a interpretacao geomé-
trica da derivada. Em geral seré ttil usar os
recursos de simplificacao do resultado da de-
rivada.

Faca o mesmo exercicio em relacao a inte-
grais. Desta vez, note que nem toda fungao
tem uma integragao definida analiticamente.
Nao deixe de verificar a interpretacao geomé-

trica da integral.

5.2 Trajetoérias
Curvas espaciais representam trajetérias em
Mecanica. Usaremos computacao algébrica
para visualizar as propriedades geométricas
de algumas trajetérias. A finalidade é usar
os conhecimentos adquiridos, teoricamente,
para simular o movimento de algum sistema
mecanico especifico obedecendo as leis de
Newton.

Iniciaremos pelo inicio: visualizar uma
curva no plano (2D) contendo um ponto re-
presentando um objeto em movimento des-

crito pelo seu vetor posicao. As taxas de vari-
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5.2. Trajetorias

Capitulo 5. Computacao

acao do vetor posicao serao adicionadas pos-
teriormente. Em seguida, passaremos para

curvas no espaco (3D).

Exercicio 29. Construa no plano z = 0 a
curva (circulo) dada pela forma paramétrica

z(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), (5.1)
onde w = m e o raio R pode ser escolhido
a vontade. Restrinja o parametro t (tempo)
ao ntervalo 0 < t < 2. Mostre também um
ponto na curva representando um objeto, bem
como os vetores posicao, velocidade e acele-
ra¢ao (use uma escala conveniente). Faga
uma animacao mostrando este objeto em mo-
wimento sobre esta curva. Calcule e exiba os

grificos da curvatura e da torcao.

Exercicio 30. Construa no plano
z=0

a curva (pardbola) dada pela forma paramé-
trica
w(t)=2t, yt)=3t—t*, 0<t<3/2.
(5.2)
Observe o intervalo do parametro t (tempo).
Mostre também um ponto na curva represen-
tando um objeto, bem como seus vetores po-
si¢ao, velocidade e aceleragao (use uma es-
cala conveniente). Faga uma animagao mos-
trando este objeto em movimento sobre esta
curva. Calcule e exiba os grdficos da curva-

tura e da torcao.

Exercicio 31. Construa a curva (hélice)

dada pela forma paramétrica

x(t) = Rcos(wt), y(t) = Rsin(wt), z(t) =t/2,

(5.3)
onde w = 7 e o rato R pode ser escolhido
a vontade. Restrinja o parametro t (tempo)
ao wntervalo 0 < t < 4. Mostre também um
ponto na curva representando um objeto, bem
como seus vetores posicao, velocidade e ace-
leragao (use uma escala conveniente). Faga
uma animacao mostrando este objeto em mo-
vimento sobre esta curva. Calcule e exiba o0s

grdficos da curvatura e da torcao.

Exercicio 32. Faca um programa para cal-
cular numericamente uma deriwvada e uma in-
tegral (definida). Consulte seu professor para

obter as devidas ferramentas computacionais.
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Apéndice A
Derivadas

Temos que entender o limite

d de .
g SRR () AT
At—0 At At—0

do ponto de vista geométrico e torna-lo ope-
racional. Note que estamos usando uma nota-
cao especial para representar este limite, de-
nominada de derivada de x(t) em relacdo a
t. Importante: o simbolo d/dt antes da pri-
meira igualdade em (A.1) deve ser entendido
como um simbolo tnico sendo aplicado a fun-
¢ao x(t); ja o simbolo dz/dt antes da segunda
igualdade em (A.1) deve ser entendido como
a razao entre duas quantidades infinitesimal-
mente pequenas, denominadas de diferenci-
ais, o que nos faz lembrar do limite apos a
altima igualdade em (A.1). Note também na
segunda igualdade em (A.1) o uso do ponto
para representar uma derivada temporal (e
somente temporal). A seguir, vamos tornar
operacional este conceito de derivada através

de alguns exemplos.

Suponha que a equacao horaria no eixo
X seja uma constante, x(t) = a, isto é, re-
En-

tao, levando a funcdo constante z(t) = a em

pouso. Portanto a velocidade é nula.

(A.1), teremos(x)

x(t + At) — x(t)

—z(t) = li
dtx( ) A?BO At (A.2)
. a—a . '
= lim —— = lim 0 =0,
At—0 At At—0

pois o numerador j& era nulo antes de execu-
tarmos o limite. Acabamos de aprender que a
derivada de uma funcao constante é nula. Do
ponto de vista geométrico, devemos perceber
que uma funcao constante é uma reta paralela
a0 eixo X. Assim, qualquer funcao constante
tem uma inclina¢ao (angulo formado com o
eixo X) nula, cuja tangente (coeficiente an-
gular) também é nula. Portanto, o coefici-
ente angular de uma reta paralela ao eixo X,
x(t) = a, é numericamente igual a sua deri-
vada em qualquer ponto, ou seja, nulo. Veja-
mos se esta relacao entre derivada e tangente

¢ mantida em um outro exemplo.

Considere agora uma equacao horaria li-
near no tempo, x(t) = a + bt, representando
um movimento uniforme (velocidade cons-

tante). Entao, como no caso anterior, levando

35



Capitulo A. Derivadas

a funcao z(t) = a + bt em (A.1), teremos

d .zt A) —x(t)
A — v
. {a+b(t+ At} — {a+ bt}
= lim
At—0 At
= lim b =0,
At—0

(A.3)
pois o numerador ja era igual a b (constante;
independente do tempo) antes de executar-
mos o limite. Portanto, aprendemos que a
derivada de uma funcao linear é igual ao seu
coeficiente angular, confirmando assim nossa
conjectura que a derivada calculada em um
ponto ¢ é numericamente igual ao coeficiente
angular da reta tangente a funcdo z(t) (no
mesmo ponto t). Note que a reta tangente de
uma reta coincide com a propria reta. Para
confirmar esta conjectura sobre a interpreta-
cao geométrica da derivada, vejamos o pro-

ximo exemplo.

Considere agora uma funcao quadratica
para a equagao horaria, x(t) = a + bt + ct?,
representando um movimento com aceleracao
constante. Entao, levando esta funcao em

(A.1), teremos

d o x(t 4 At) — 2(1)
a0 = Ay
= lim (b+ 2ct + cAt)
At—0
=b+ 2ct + lim cAt = b+ 2ct,
At—0

(A.4)
pois o limite do termo cAt é obtido substi-
tuindo At = 0. Uma regra para calcular li-
mites: simplifique antes suas expressoes. Vol-
taremos a interpretacao geométrica em breve.
A conjectura é: a derivada em (A.4) nos per-

mite calcular o coeficiente angular da reta

tangente a curva z(t) = a + bt + ct* no ponto
(¢, 2(1))-

Até aqui aprendemos que a derivada de um
polinémio " obedece a regra nt"~!. Também
aprendemos que a derivada do produto de
uma funcao f(¢) por uma constante ¢ obedece
a regra cdf(t)/dt, isto é, a constante pode
sair para fora da derivada. Ao compararmos
o resultado em (A.3) com o resultado (A.4)
aprendemos que a derivada obedece a pro-
priedade de linearidade, d(f(t) + cg(t))/dt =
df(t)/dt + cdg(t)/dt. Em geral, as proprie-
dades seguintes nos permitem calcular a de-

rivada de qualquer fun¢ao suave.
Derivada de uma constante:

d
—a =0 A5
Za=0, (4.5)
Derivada de uma poténcia:

d
—t" ="

o (A.6)
Linearidade:
S0+ bgl) = 10+ b5 g(r),
A7)

Regra do produto:

C(rw90) = o(t) 5 (1)

Ao, (A8)

Regra da funcao composta:

d

%f(g(t)) - [d—gf(g)] !

Zot). (A9)

De fato, cada uma destas propriedades serao
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Capitulo A. Derivadas

estudadas em detalhes no curso de Célculo 1.
Em particular, as trés dltimas propriedades

serao demonstradas adequadamente.

Para ilustramos como as propriedades
(A.8)-(A.9) sao utilizadas, precisamos apren-
der a calcular a derivada de algumas funcoes
elementares, além de polinémios. Por exem-
plo, a funcao exponencial serd muito impor-
tante para nossas discussoes futuras. Vamos
entao calcular a derivada da fun¢ao z(t) = e**

(w constante), usando a definicao (A.1):

d . lim € e
- T AT At
wt ( J WAt 1 wt ( J WAt 1
= fim — % (e ) = Jim 2€ (e )
A0 At At—0 wAt
As 1)
et qim Al
YRS T As (A.10)

Note

também que retiramos a expressao we“! de

onde efetuamos a troca wAt — As.

dentro do limite, pois ela nao depende de
At. Nosso problema agora é calcular o limite
apresentado no final de (A.10). Lembrando
que a exponencial de zero é a unidade, entao
a exponencial de um nimero tendendo a zero
deve ser um valor muito préximo da unidade
(um pouquinho maior que a unidade se o ar-
gumento for positivo e um pouquinho menor
que a unidade se o argumento for negativo).
Assim, quando As é muito pequeno, podemos
escrever e2* = 1+ f(As), onde f(As) é des-
conhecida, mas com duas propriedades: (i)
f(0) = 0 (caso contrario nao terfamos €* = 1)
e (ii) f(As) = As é uma excelente aproxima-
¢ao para valores muito pequenos de As (ve-

rifique isto numericamente com sua calcula-

dora). Desta forma,

(e =1) f(As)
Ahsglo As  Ando As
- As

O curso de Calculo I apresentard uma de-
monstracao muito mais elegante para este li-
mite. Este resultado nos possibilita reescre-
ver (A.10) como

d

%e“t =we. (A.12)

Note que, no caso w = 1, podemos dizer que
a derivada da exponencial é ela mesma. A
exponencial ¢ a tnica funcao com esta pro-

priedade (nao esqueca).

Conhecendo a regra (A.12) para derivar
a exponencial, podemos calcular a derivada
da funcao logaritmica. Por definicao, dado
x(t) = Int, temos t = e*®. Derivando no
tempo esta tltima expressdo, temos dt /dt = 1
no lado esquerdo e de®™® /dt no lado direito,
a qual é a derivada de uma funcao composta,
pois e*® = y(x(t)), com y(z) = . Usando

a regra da fun¢ado composta (A.9), podemos

escrever
d de® dzx dx
ey - 4€ 0T 20T Al
at’ dr dt (A-13)

Este resultado deve ser igualado & unidade
(a derivada do lado esquerdo de t = e*®)).
Assim,

d 1

—Int = -.
t

(A.14)

Este é outro resultado muito util é muito facil

de memorizar.

Para completar o quadro de derivadas de
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Capitulo A. Derivadas

funcoes elementares que precisaremos, preci-
samos das derivadas das funcdes trigonomé-
tricas seno e cosseno. Novamente, vamos usar
a definicdo (A.1) de derivada e calcular a de-

rivada da funcao seno,

sin(t + At) — sin(t)

—sint = lim

derivada do cosseno pode ser dada por

d d d
Ecos(t) == sin(t + 7/2) = i (9(t))
_ 4 dg _ cos(g)
dg dt

= cos(t + 7/2) = —sin(t), (A.19)

(A.20)

—cost = —sint.

dt
Nao esqueca deste sinal negativo na derivada

dt At—0 At .
. sin(t) cos(At) + cos(t) sin(At) — sin(¢) O% 544,
= lim
At—0 At
o . cos(At) —1
= sin(t) Alir—?o —
sin(At)

+ cos(t) Alitr_r)lo (A.15)

At

Aqui é um bom momento para deixarmos um
pouco de trabalho para o curso de Calculo 1.

La serda provado, elegantemente, os limites

fundamentais
. cos(At) -1
a0 (A.16)
sin(At)
A0 At L (A.17)

Portanto, levando este dois resultados de
volta em (A.15), a derivada do seno pode ser

escrita como

—sint = cost.

= (A.18)

Este ¢ um resultado também tnico e muito
facil de ser memorizado: a derivado do seno
é o cosseno. Lembrando que cos(t) = sin(t +
7/2), podemos obter a derivada do cosseno.
Nao podemos esquecer que sin(t+m/2) é uma
fun¢ao composta da forma sin(t + 7/2) =
f(g(t)), com f(g) = sin(g) e g(t) =t + 7/2.
Como regra, toda funcdo, por mais simples

que seja, é uma funcao composta. Assim, a

do cosseno (a funcao trigonométrica par).
Note a troca de papeis entre as derivadas das
funcoes trigonomeétricas seno e cosseno. Me-

morize as derivadas abaixo:

d n __ n—1
ECL—O, at =nt s
d , . d
et = —- = A.21
e =¢ g Int =1/t ( )
d
Esint:cost, Ecost: —sint.

Vejamos mais alguns exemplos do uso das
propriedades (A.8)—(A.9). Por exemplo, su-
sin(2t?).

composta na forma y =

Esta ¢ uma funcao

f(g(?)), na qual
f(g) = sin(g) e g(t) = 2t*. Assim, devemos

ponha y =

usar a regra da fungio composta, (A.9), para

efetuar sua derivada,

. dg df

Y99 _ (o) — 2
y=— a7 (4t) cos(g) = 4t cos(2t7).

(A.22)
Vejamos este outro exemplo: y = cos(2t)et2.
Desta vez temos um produto de duas fun¢oes
(um cosseno vezes uma exponencial), na qual
cada parcela é uma funcado composta. Assim,
devemos usar primeiro a regra do produto,

(A.8), e depois a regra da func¢do composta,
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(A.9),

d 2 d
yp— s 2 t 2 ot
Y {dt cos( t)}e + cos( t>{dt6 }

— —2sin(2t) e’ + cos(2t)2t e’

= 2[t cos(2t) — sin(2t)}et2. (A.23)
Invente outros exemplos. Treine. Use compu-
tacao algébrica para checar seus resultados.

Pratique a vontade.

E sobre a interpretacdo geométrica de deri-
vada? Para fazermos esta interpretacao cor-
retamente, devemos resolver um outro pro-
blema (geométrico). Como determinar a
equacgao da reta tangente em um dado ponto
Veja a Fi-

gura A.1. A dnica informagao que temos é

ty de uma dada curva z(t)?

que esta reta tangente deve passar pelo ponto
(to, z(t)), e somente por este ponto numa vi-
zinhanca muito pequena em torno de t5. No
entanto, sabemos que precisaremos conhecer
também o coeficiente angular desta reta tan-
gente e que para isto precisaremos de um se-
gundo ponto. Isto mesmo, o problema ¢ que
nao temos este segundo ponto. Que fazer? A
lnica atitude sensata é usar um outro ponto,
digamos =1 = z(t;), da curva z(t), como in-

dicado na Figura A.1.

O coeficiente angular da reta secante pas-
sando pelos pontos xg = z(ty) e 1 = x(t1)

é
1 — X

tan 0, = (A.24)

1 —to
De fato, esta reta secante nao é a mesma
reta tangente que estamos procurando, mas
se mantivermos ty fixo e aproximarmos t; de

tg, obteremos o coeficiente angular da reta

Figura A.1: A secante de uma trajetoria entre
os instantes ty e t1 e a sua reta tangente em .
Através do mesmo processo limite que define
derivada, a reta secante é levada sobre a reta
tangente.

tangente que procuramos,

T1 — Zo

(A.25)

tan @y = lim
ti—to 11 — 1o

Como este processo limite ¢ o mesmo pro-
cesso limite usado para definir a velocidade
instantanea na Defini¢ao (1), podemos con-
cluir que a derivada nos da informacao sobre
retas tangentes de curvas: a derivada de uma
funcdo qualquer f(t) é numericamente igual ao
coeficiente angular da reta tangente passando
por (¢, f(t)). De fato, isto é uma solugao (ele-
gante e funcional) ao problema matematico
de encontrar a reta tangente de uma curva
plana (veja a Figura A.1). Vejamos como isto

funciona.

Suponha x(t) = t?/2. A derivada desta
funcao ¢ #(t) = t (verifique). Suponha que
estejamos interessados em determinar a reta

tangente 7(t) = a + bt num determinado
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ponto ¥y = z(ty) da parabola z(t) = t?/2,
por exemplo em to = 2, ou o = 2. Acaba-
mos de aprender que o coeficiente angular b
desta reta tangente pode ser calculado pela
derivada #(t), avaliada no ponto em questao,
ou seja, b = i(ty). Tomando ty = 2, o co-
eficiente angular da reta tangente passando
neste ponto (rq = x(ty) = 2) é b = ©(2) = 2.
Assim, falta determinarmos o termo indepen-
dente, a, da reta tangente 7(t) = a + 2t.
Isto pode ser feito impondo que a reta tan-
gente 7(t) e a pardbola x(t) tenham o mesmo
valor em to = 2 (é a definicao da reta tan-
gente: compartilhar um dnico ponto com a
curva). Desta forma, de 7(2) = z(2) re-
sulta a equacao a + 4 = 2, a qual implica
em a = —2. Portanto, no ponto (2,2), a pa-
rabola z(t) = t*/2 tem uma tangente cuja
equagio é 7(t) = —2 + 2t. Verifique isto de-
senhando simultaneamente a parabola x(t) e
sua reta tangente 7(t) (no ponto t = 2) e veja
que esta reta tangente toca (tangencia) a pa-
rabola apenas no ponto t = 2.

Outra aplicacao imediata desta interpreta-
cao geométrica: ela é muito util para determi-
narmos os pontos extremos (maximos e mini-
mos) de fungoes, pois, nestes pontos de ma-
ximos e minimos, a reta tangente é sempre
horizontal (logo o seu coeficiente angular é
nulo). Portanto, a derivada deve ser nula nos

pontos extremos de uma func3o.
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Apéndice B
Integrais

Naturalmente, todas as propriedades de
integral serao estudadas detalhadamente no
curso de Célculo. Entretanto, como de cos-
tume, adiantaremos aqui algumas proprieda-

des, principalmente operacionais.

Vamos rever a definicao da integral de uma
funcao suave. No final, ganharemos também
sua interpretacao geométrica. A Figura B.1
mostra um trecho de uma func¢ao arbitraria
f(t) a ser integrada entre tq e t1, dando des-
taque para o i-ésimo sub-intervalo compreen-
dido entre t; e t; + At. Como podemos ver,
este sub-intervalo é um retangulo de altura
f(t;) e base At, cuja éarea & f(t;) At. Por-
tanto, a area A abaixo da curva f(t), entre ¢,
e t1, é aproximadamente a soma das /N areas
f(t;) At de cada retangulo,

(B.1)

No limite At — 0 ou, equivalentemente, no
limite de haver infinitos sub-intervalos (N —
o0), a area A abaixo da curva f(t) seré calcu-
lada exatamente por uma soma infinita, deno-

minada de integral (definida) da fungao f(¢)

entre {y e 11,

N t1

im > f(t)At= [ f(t)dt. (B2)
N—oo
Esta soma infinita define uma integral e apre-
senta seu significado geométrico. Uma inte-
gral esta relacionada com a area abaixo de uma

curva.

|
|
|
|
: :
| |
| A
T T >

ti + At t1

Figura B.1: Definicao de integral de Riemann
e sua interpretacao geométrica como a area
debaixo da curva criada pelo integrando.

Newton (1665-1666) e Leibniz (1684-1686)
sao considerados os fundadores do célculo di-
ferencial (derivadas) e do calculo integral (in-
tegrais). Eles ja conheciam a inter-relacao
entre derivadas (tangentes) e integrais (areas)
devido aos trabalhos de Barrow (1663-1669)
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Capitulo B. Integrais

relacionando tangentes de curvas com &areas
Esta

relacao é conhecida hoje como o teorema fun-

delimitadas por estas mesmas curvas.

damental do calculo.

Teorema 13 (Teorema Fundamental). Seja
f(t) uma funcgao continua e F(t) a sua inte-

gral (indefinida),

/f(t) dt = F(t). (B.3)
Entao, p
SR = £(0) (B.4)

Note que podemos somar uma constante
arbitraria a fungao F'(t), denominada de pri-
mitiva. Em geral, a primitiva ja contém essa
constante arbitraria. A integral definida é
efetuada em termos da primitiva da seguinte
forma:
t1

= F(t;) — F(to). (B.5)

to

/ " pydt = Ft)

Portanto, gragas ao Teorema 13, iremos
calcular integrais respondendo a seguinte per-
gunta: “quem é a fung¢do primitiva F'(t) cuja
derivada é igual ao integrando f(t)?”. Isto
significa que primeiro devemos saber derivar
Por

outro lado, podemos derivar analiticamente

para depois efetuarmos uma integral.

qualquer fun¢ao, mas nem sempre poderemos
Neste

caso, devemos usar métodos computacionais

obter primitivas de forma analitica.

numeéricos.

Exemplo 1. Primeiro um exemplo onde o
resultado é bem conhecido: a area de um tri-
angulo reto, de base 1 e altura 1, é 1/2. Esta

¢ a area delimitada pela curva f(t) =t entre

t =0et=1. Usando (B.2) e o Teorema (13),

1 t2
A= [ = <—+0)
0 2 0
1 0 1
(o)~ (Bee) -t

Exemplo 2. A area debaixo da parabola

1

(B.6)

f(t) = t* ¢ um exemplo no qual o resultado é
desconhecido (pelo menos para os normais).
Assim, usando (B.2) e o Teorema (13), a area
abaixo da pardbola f(t) = ¢* no intervalo t =

0 e t = 2 pode ser calculada facilmente,

1 t3
A:/ t2dt = (—+C)
0 3 0
8 0 8

Exemplo 3. Suponha que o movimento seja

2

(B.7)

em uma dimensdo, 7 = xz(t)? com z(t) =t
(movimento uniforme). Portanto, o vetor ve-
locidade é ¢ = #(t)7 com Z(t) = 1. Assim,
v(t) = ||U]] = 1 e o espago percorrido (em
metros) entre os instantes tgp = 0 e ¢t = 1

(em segundos) é

1 1
AS:/ v(t)dt:/ dt
0 0

1
=1-0=1.
0

—t (B.8)

Note que este resultado coincide com o mo-
dulo da diferenca entre os vetores posi¢cao nos
instantes inicial e final, AS = z(1) — z(0) =
1-0 =

Note também que AS = 1 é numeri-

1, pois a trajetoria aqui é retili-
nea.
camente igual & area abaixo do grafico da ve-

locidade (constante) @(¢) = 1 no intervalo de
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tempo dado. Isto nao ¢ uma simples coinci-
déncia. Estd indicando uma possivel interpre-
tacao geométrica para a integral, relacionada
com areas.

Exemplo 4. Suponha agora que a trajetoria
seja uma parabola no plano XY, 7= ti+(1+
t?) 7. Assim, o vetor velocidade é 7 = 7+ 2t j,
cujo modulo é v(t) = /14 4t2. Quem é o
espago percorrido entre os instantes tg = 0 s
e t; = 1 s? Devemos efetuar a integral (4.6)

(via computacao algébrica?),

1 1
AS:/ v(t)dt:/ VIFazdt
0 0

=1.479m. (B.9)

Note agora que este espago percorrido é di-
ferente de ||7(1) — 7(0)|| = 1.414 m, pois a
trajetoria nao é linear como no exemplo an-
terior. Novamente, o valor do espago percor-
rido é numericamente igual ao valor da area
abaixo do grafico do modulo do vetor veloci-
dade, v(t) = /1 + 412, entre os instantes con-
siderados. Isto reforca a relacao de integral
com area. Por outro lado, pense sobre a pra-
ticidade de ter uma ferramenta como a inte-
gral para calcular o comprimento de uma tra-
jetoria conhecendo apenas o moédulo do vetor
velocidade, sem a necessidade de usar uma
fita métrica.

B.0.1 Exercicios

Exercicio 33. Calcule as integrais indefini-
das de 2t +sin(t), 12+ e7t, te .

34. Calcule o

trajetoria

Exercicio espaco  per-

corrido  na circular 7(t) =

43

(R cos(27t), Rsin(27t),0)

tantest =0 et = t. Compare este resultado

entre 08 ins-
com a expressao que € conhecida para o

comprimento de uma circunferéncia de raio

R.

Exercicio 35. Calcule o espago percorrido
na trajetéria parabolica 7(t) = (t,t,20t — 5t2)
(mks) entre os instantest = 0 s et = 4 s.
Qual € a distancia no plano XY (solo) entre

o ponto de langamento (t =0 s) e o ponto de
chegada (t =4 s)?



Apéndice C
Analise dimensional

C.1 Introducao

Unidades de medida sao importantes e indis-
penséveis. De forma geral, procuraremos ex-
pressar todas as nossas quantidades em uni-
dades derivadas de quatro grandezas funda-
mentais: comprimento (L), tempo (T), massa
(M) e carga elétrica (Q). Em processos de me-
didas, estas grandezas sao conhecidas tam-
bém por dimensoes. Em geral, falaremos
da analise dimensional de uma determinada
quantidade. Existe um procedimento padrao
para analisarmos as dimensoes de uma deter-
minada quantidade de interesse: uma equa-
cao com o lado esquerdo expressando a quan-
tidade B a ser analisada, via a notacio [B], e
um lado direito contendo apenas as operacoes
de multiplicacao e potenciacao envolvendo as
dimensoes L, T, M e Q, ou seja,
[B] = L'TYMFQ. (C.1)

Nao se pode confundir dimensoes com al-
gum sistema particular de medidas. Varios
sistemas de medidas foram criados para ex-
pressar a intensidade de cada uma destas qua-
tro dimensoes fundamentais. Usaremos com

mais frequéncia o Sistema Internacional (SI

ou MKS), onde comprimento é medido em
metros (m), tempo em segundos (s), massa
em kilogramas (kg) e carga elétrica em Cou-
lombs (C).

C.2 Exemplos

C.2.1 Cinemaética

O vetor posicao 7 tem dimensdo de com-
primento (L). Escrevemos matematicamente

esta informacao como

7] = L. (C.2)
Consequentemente, vetor velocidade tem di-

mensoes de comprimento por tempo,

dr L
=|-|=5=LT" C.3
0= |5 == e
e o vetor aceleracao tem dimensoes de com-
primento por tempo ao quadrado,

@ = [dﬂ L e (e

dez| T2
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C.2. Exemplos

C.2.2 Dinamica
As dimensoes do momentum linear sao

(] = [mi] = % = MLT "

(C.5)
Seguindo estes exemplos, a analise dimensio-
nal do vetor forca na segunda lei de Newton

(massa constante) nos fornece

ML
= — = MLT? (Newton).
T

(C.6)

Newton é a unidade de forca no sistema in-

=t
I

i
|

ternacional (SI).
As dimensoes de energia sao as mesmas de
energia cinética (ou de for¢a vezes distancia),

ML?
= MLAT 2

[E.] = [mv2/2} = — =

(Joule).
(C.7)
Joule é a unidade de energia no sistema in-

ternacional (SI).

C.2.3 Eletromagnetismo

Como corrente elétrica (I) é a taxa de vari-
acao de carga no tempo, entao as dimensoes

de corrente elétrica sao

d
[U:Mg}:%:QFWMWHQ(Q&
Ampere é a unidade de corrente elétrica no
sistema internacional (SI).

Quais sao as dimensoes da constante C,

aparecendo na expressao para a forca elétrica
(lei de Coulomb)
F—c, 9%

r2

(C.9)

entre duas cargas elétricas () e ¢ separadas

pela distancia r? Usando as dimensoes de
carga, comprimento (versor ¢ adimensional)
e forca, as dimensoes da constante elétrica
C. sao

[C.] =NL’Q*=ML’T Q%  (C.10)
Por completeza, devemos mencionar que
cargas magnéticas nunca foram observadas.
No entanto quando dois fios conduzindo cor-
rentes elétricas I; e I, estdao a uma distancia
p, podemos medir uma for¢a por unidade de

comprimento entre eles,
» L1

For =20, 25,

; (C.11)

Esta forca é conhecida como lei de Biot-Savat.
Usando as dimensoes de corrente elétrica e
forca, as dimensoes da constante magnética
C,, sdo

[Cn] = NT?Q ™2 = MLQ 2. (C.12)
Podemos notar entao que a razao C,./C,, tem

a mesma dimensao de velocidade ao qua-
drado.

Na auséncia de um campo elétrico, a forca
de Maxwell-Lorentz,

F=qv x B, (C.13)

produzida por uma carga ¢ em movimento

com uma velocidade v em um campo magné-

tico B, é responsavel por trajetérias helicoi-

dais. As dimensdes do campo magnético B

Sao0

} = MQ 'T (Tesla). (C.14)
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Tesla é a unidade de campo magnético no sis-

tema internacional (SI).
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