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Capitulo 1

Simetria Axial

Vocé, quando crianca, certamente ja brincou de rodar em torno de si mesmo e experimentou a incapacidade
de manter o equilibrio ao parar de rodar. Nesta divertida brincadeira, estamos realizando rotagdes em torno
de um eixo. Assim, ndo é um exagero afirmar que conhecemos bem uma rotagdo em torno de um eixo.
Certamente este conhecimento é suficiente para qualquer crianca efetuar com sucesso suas tarefas diarias
obrigatérias: brincar e brincar. No entanto, este conhecimento néo é suficiente para vocé, um futuro cientista,
entender corretamente as leis da natureza, pois nos falta uma linguagem adequada, a Matematica, como disse
Galileu, para descrevermos o movimento de rotacao. E exatamente esta linguagem, denominada de grupos
continuos, que passaremos a construir em seguida. Espero que vocé participe desta construgao com muito
prazer, no minimo semelhante ao prazer de uma crianca executando suas brincadeiras favoritas. Como o
objetivo deste texto é ser um guia e nao uma obra de referéncia, definicbes formais nao serdao apresentadas,
mas apenas atividades visando o aprendizado e, o mais importante, a sua participacao efetiva. No final de
cada capitulo, tem uma lista de exercicios. Sugiro que esta lista seja feita durante o estudo deste texto. Ha
também rotinas de computacao simbdlica feitas especialmente para auxiliar nos calculos mais dificeis.

1.1 O grupo SO(2)

Considere uma rotagao em torno de um eixo fixo. Concordo com vocé que um eixo apenas nao basta, que
iremos precisar de um sistema de coordenadas, também fixo, para entao descrevermos matematicamente este
eixo. Algum problema se escolhermos um sistema de coordenadas cartesiano xyz, onde o eixo z coincida com
o eixo de rotagao? Muito bem, temos entao uma rotagao em torno do eixo z de um sistema cartesiano fixo
para ser descrita numa linguagem matematica apropriada ao nosso objetivo: entender as leis da natureza.

Fisicamente (nos dois sentidos) esperamos que haja objetos no plano xy, perpendicular ao eixo de rotagao,
que estejam rodando em torno do eixo z. A situac@o mais simples, certamente, é aquela onde a distancia do
objeto ao eixo de rotacdo permanega constante durante todo o movimento de rotagdo (critério da simplici-
dade). Pronto, acabamos de construir uma caracterizagio fisica de uma rotagéo: a distancia do objeto ao
eixo de rotagao é constante, isto é, o objeto executa um movimento circular centrado no eixo z. Note que
usamos apenas nossas sensagoes e um critério de simplicidade.

Como uma linguagem matemaética pode ser desenvolvida para atender as nossas necessidades? Podemos
comecar pelo inicio: um objeto no plano xy é localizado pelo seu vetor posigao, digamos r, o qual pode
ser descrito de duas formas (pelo menos): (1) pelas suas coordenadas (z,y) ou (2) pelo seu médulo r e
pelo angulo 6 feito com o eixo x. Faga um desenho contendo o vetor r no plano zy e as duas formas de
representd-lo. A relacdo entre estas duas descrigoes é obtida através das relagbes trigonométricas do tridngulo
retangular contendo o vetor posi¢cao ao longo da hipotenusa:

z=rcosh, y=rsenf ou r=+/22+19y2, tg@zg. (1.1)

xT

Assim, de acordo com a interpretagao fisica de uma rotacao de um objeto em torno do eixo z, o angulo 6
definido em (I), varia com o tempo, enquanto o médulo r é constante, mas note que tanto & quanto y
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variam com o tempo. O que aprendemos aqui?® Aprendemos que existem coordenadas mais adequadas a
uma determinada situagao fisica: as coordenadas (r,6) sdo mais adequadas para descrever uma rotagdo em
torno do eixo z, pois r é uma constante. Novamente, o critério da simplicidade! O fato da coordenada r
ser constante é conhecido como simetria axial (de eixo). Mas, e a tdo esperada descri¢io matemédtica desta
rotagdo em torno do eixo z?7 Um pouco mais de paciéncia, por favor. Vamos chegar 14!

Ainda hé espago para refinarmos um pouco mais a notacao usada em (). Vamos denotar por e; =
i,e; = j e e3 = k os versores ortonormais de nosso sistema de coordenadas (fixo). Note que eu uso aqui
letras cheias para representar vetores, mas vocé deve continuar usando aquelas flechinhas para escrever os
mesmos vetores.? Seja entao

2
r:xi+yj:Z:Eiei, rP=r.-r=a%+y> (1.2)
i=1

um vetor no plano xy, inicialmente fazendo um angulo 6y com o eixo x,

z1 =x =rcosby, xo=1y=rsenly, r°>=az%+7y> (1.3)
Apés uma rotagdo por um angulo 0, este mesmo vetor passa a ser descrito pelas coordenadas novas T e
7 (espero que vocé esteja me acompanhando com desenhos em seu caderno). Note que esta operagdo nao
modifica o comprimento do vetor r, isto é, 7 = r.
Qual a relagdo entre o conjunto das coordenadas antigas (sem barra) com o conjunto das coordenadas
novas (com barra)? A relagdo entre estes dois conjuntos de coordenadas é obtida da geometria plana

T =rcos(fp+0), y=rsen(fy+80). (1.4)

Expandindo as fungbes trigonométricas em ([A) e usando as relacoes dadas em (I3), teremos (faca o
Exercicio M),
T =uxcosf —ysen, §=wxsenf+ ycosb. (1.5)

Naturalmente, nesta linha, vocé ji deve ter verificado os resultados em ([3). Caso contrério, sugiro que
vocé volte e faga esta verificacdo, ou seja, faga o Exercicio M. Divirta~se! Olhando para o resultado (I3),
podemos afirmar que uma rotacao por um angulo # em torno do eixo z corresponde a uma transformacao de
coordenadas, a qual preserva o médulo do vetor r = (z,y) = (r,6). Transformagcdes de coordenadas fazem
parte do vocabuldrio matemaético; mais ainda, aquelas que preservam o médulo de vetores com componentes
reais sao denominadas de ortogonais. Portanto, do ponto de vista da matemé&tica, uma rotacdo é uma
transformacdo de coordenadas ortogonal. Qual é a origem do adjetivo “ortogonal”? Matematicos nao
empregam adjetivos em vao. Assim, deve haver uma propriedade ligada a este adjetivo, como veremos
mais adiante. Quais sdo as outras propriedades das transformagoes (IC3)? Vocé consegue dar nomes a pelo
menos duas propriedades que podemos desejar verificar? A mim, estas transformacoes de aparéncia simples
parecem desprovidas de quaisquer outras informagoes relevantes, mas, ao contrario do que parece, elas
carregam consigo varias propriedades importantes, compartilhadas por todos os grupos de Lie, antecipando
aqui um pedago do final desta estéria.

Para podermos prosseguir com maior comodidade, iremos introduzir uma notacao matricial para as trans-
formagoes ortogonais (CH). O vetor r serd representado por uma matriz coluna formada pelas componentes
x e y. Desta forma, a transformacao de coordenadas (C3) poderd ser representada por uma matriz quadrada

2x2 (verifique!):
z cosf —senf\ [z
(y) o (sen@ cos 6 ) (y) ’ (1.6)

cosf) —sen 9)

ou, numa notac¢ao mais compacta,

(1.7)

2
F=Rr, ii:ZRiJ‘xiv R(9)<sen9 cos
Jj=1

lEsta é uma daquelas perguntas que vocé ndo tem a menor idéia do que responder, mas quando quem fez a pergunta d4 a
resposta, em geral concordamos com ela.
2Tem algo mais irritante que encontrar quantidades vetoriais escritas sem as flechinhas?
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Assim, as transformagoes de coordenadas (CH) podem ser identificadas com a matriz R definida em (I3),
de quem os elementos de matriz dependem de um pardmetro real (o angulo de rotagdo). Na linguagem
das transformacoes de coordenadas, a matriz R é denominada de operador. Este operador atua no vetor r
rodando-o por um angulo 6 em torno do eixo z. Também se diz que a matriz dada em () representa o
operador R. Como veremos em seguida, esta notagao matricial facilita a identificagao de vérias propriedades
das transformagoes (3). Note que, agora, devemos perguntar pelas propriedades da matriz R definida em

Primeiro, podemos observar em () e () que as novas componentes Z; dependem linearmente das
antigas coordenadas x;. Portanto, estas transformagoes sao denominadas de lineares. Matematicamente, a
propriedade de linearidade do operador rotacao R é escrita como (faga o Exercicio D)

R(ax+bx')=aRx+bRx', a,beR. (1.8)

Isto significa que a agao de uma rotagao em uma combinagao linear de vetores é igual & mesma combinacao
linear das agoes individuais da mesma rotagao, com o eixo de rotagao fixo, em cada vetor. Sugiro que vocé
faga exemplos, com matrizes e derivadas, para se tornar familiar com a propriedade de linearidade, devido a
sua importancia em Fisica.

Segundo, puramente por argumentos fisicos, podemos concluir que uma rota¢ao em torno de um eixo fixo
deve ter um periodo 27 e que sempre existe uma operacao inversa correspondendo a uma rotacao no sentido
oposto (—0). Estas outras duas propriedades também podem ser facilmente verificadas matematicamente
usando a forma matricial dada em (I2):

R(0)=R(2m)=1, R ') =R(-0)=R"0) = detR=1, |, (1.9)

onde I é a matriz identidade e RT a matriz transposta, isto é, a matriz obtida pela troca de linhas por
colunas (faga o Exercicio B). Da primeira destas propriedades podemos limitar os possiveis valores do angulo
0, denominado de pardmetro da transformac3do, ao intervalo real 0 < 6 < 2w. O fato deste parametro 6 ter um
limite inferior e um limite superior acarreta outras propriedades ligadas ao grupo de Lie associado as trans-
formagoes (3) (mas um pedaco do final da estérial). Numa linguagem técnica, se diz que 6 é um pardmetro
compacto. Isto empresta um outro adjetivo a transformagao (I): compacta. Naturalmente, o operador R
correspondente, ([C2), também pode ser dito compacto, além de ortogonal. A segunda propriedade em ()
nos ensina que uma matriz ortogonal tem sempre a sua inversa determinada pela operagao de transposigao,
isto é, a troca de linhas por colunas. Este é um resultado que vale para qualquer matriz ortogonal. Para res-
saltar a importancia deste resultado, pense na tarefa de inverter uma matriz de ordem 4! Sim, muito dificil,
mas esta tarefa é enormemente reduzida se esta mesma matriz for ortogonal. Concorda? Outra operacao
que é também simplificada é a obtencao do determinante de uma matriz ortogonal: o seu quadrado é sempre
igual a um (prove!). Devagar! Vocé escreveu det R = 1 em (). E o valor negativo? — Vocé pode observar.
De fato nao queremos det R = —1. Veja a justificativa no quarto paragrafo abaixo, aquele que comega com
“Sobre a escolha do sinal...”. Mas nao tenha pressa de ir até 14, continue trabalhando normalmente. Note
que todas as propriedades sobre ortogonalidade, indicadas em () e mencionadas acima, estdo presentes
na matriz (Z2). Veremos mais adiante que uma matriz ortogonal possui autovetores perpendiculares (orto-
gonais). E nesse fato que estd a origem do adjetivo “ortogonal”. Caso vocé nao se lembre desses fatos sobre
Algebra Linear, nao se desespere: aguarde um pouco mais até o final da préxima secao. L& vocé terd uma
o6tima oportunidade de calcular autovetores e seus autovalores.

Outra propriedade importantissima é o fato de podermos combinar duas rotagoes arbitréarias para produzir
uma terceira (faca o Exercicio B):

R(O)R(®) = R(O)R(O) = R(O+0') = R(O"), 0 =¢(0,0)=0+0. (1.10)

Esta expressao é a descricao matematica do que observamos fisicamente, ou seja, uma rotagao em torno de um
eixo fixo por um angulo # seguida de outra por um angulo 6’ é equivalente a uma tinica rotacao pelo angulo
0 + 0'. Pergunta: este fato também pode ser verificado matematicamente usando a representaciao matricial
(2)? Como vocé j& deve ter verificado, a matriz (ICA) satisfaz plenamente a propriedade (CI). Nao deixe
de notar também que, neste caso, o produto matricial R(f)R(6’) é comutativo, isto é, R(§)R(6') = R(0')R(6),
como era esperado por argumentos fisicos, uma vez que o eixo de rotacdo est4 fixo.? Vocé pode realizar um

3Em geral o produto de matrizes nio é comutativo. Outro resultado de Algebra Linear.
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experimento neste exato instante, com livros ou canetas, para comprovar que a composic¢ao (produto) de duas
rotacoes em torno do mesmo eixo é abeliana. Isto vale somente para um eixo fixo. Neste caso, o operador
linear R(6), representando uma rotagdo por um angulo 6 em torno de um eixo fixo, é dito ser comutativo
(ou abeliano). Note também que 6" em ([CIM) é uma fungdo continua dos pardmetros antigos 6 e 6. Esta é
uma condigdo para definirmos um grupo de Lie (mais um pedacinho do final da estéria). Outra propriedade
também decorrente da evidéncia fisica é a associatividade (faga o Exercicio B):

[RO)R(')| R(9") = R(6)[R(6)R(8")). (1.11)
Em geral, o produto usual entre matrizes é associativo, mas “méaos-a-obra!”
para a matriz (IZ2). Neste caso, computacdo simbdélica é indispensdvel!

Hora de contabilizar o que aprendemos até aqui. Em suma, aprendemos que uma rotagao em torno de um
eixo fixo pode ser definida como sendo uma transformacao de coordenadas, linear e ortogonal, dependente
em um parametro real compacto (o dngulo de rotagdo). Vimos também que esta transformacao pode ser
representada por matrizes ou operadores lineares ortogonais; veja (I2). Vimos também que tal transformagao
admite uma inversa e uma identidade; confira (). Além disto, vimos que o produto (ou composigao) de
duas rotagoes é outra rotacdo e que este produto (comutativo) satisfaz a propriedade de associatividade;
veja ([CIO) e (), respectivamente. Estas tltimas quatro propriedades sdo suficientes para definirmos
uma estrutura de grupo: um conjunto de objetos com um produto associativo definido entre dois de seus
elementos que seja fechado, isto é, o resultado deve estar também contido no conjunto original. Além disto,
deve haver um, e apenas um, elemento neutro em relagao a este produto, denominado de identidade. Deve
existir também um elemento inverso para cada elemento, sendo que ambos, o elemento e o seu inverso, devem
estar contidos no conjunto original.

No presente caso, temos o conjunto (infinito) de todas as transformagoes lineares ortogonais (seja na
forma de operadores ou de matrizes). Este conjunto é formado tomando-se todos os valores do pardmetro
continuo 0 < 6 < 27 e constitui o grupo (continuo) das rotagdes por um angulo 6 em torno de um eixo fixo.
O produto que define o grupo é a composicao de transformagoes lineares ou, equivalentemente, o produto
matricial usual. Portanto, este é um exemplo de um grupo continuo. Naturalmente, o adjetivo continuo esta
associado ao fato de cada elemento R(6) deste grupo depender de um parametro continuo. Como veremos, hé
grupos continuos que dependem de mais de um parametro continuo. Quando o produto de dois elementos de
um grupo continuo ¢é efetuado, um terceiro elemento deve ser obtido de acordo com a definicdo de um grupo.
Isto é exemplificado aqui pela propriedade (IIO). Pois bem, vale observar que os parametros deste terceiro
elemento poderao ser fungoes continuas dos parametros dos outros dois elementos ou nao. Quando ela for
continua, como no presente caso (veja a ([CIM)), teremos um grupo de Lie, em homenagem ao matemdtico
Marius Sophus Lie. E muito instrutivo para vocé procurar conhecer um pouco mais sobre os personagens
desta nossa estéria. Sugiro o site [[ic MacTutor Mistory ol Mathematicy (www-history.mcs.st-and.ac.uk).

Sobre a escolha do sinal positivo do determinante em (I9): todo grupo continuo deve conter a identidade.
A identidade (pense em matrizes) tem determinante igual a +1 sempre e ela é obtida variando os paradmetros
do grupo de forma continua. Acontece que o sinal do determinante é uma caracteristica intrinseca de qualquer
matriz, independentemente dela depender de um certo nimero de pardmetros continuos (outro resultado de
Algebra Linear). Entao todas as matrizes que possuem determinante negativo néo estao conectadas & iden-
tidade por transformagoes continuas, pois elas nao poderao ser deformadas continuamente até encontrarmos
a identidade (de determinante positivo). Portanto, teremos uma parte onde todos os elementos de um grupo
de Lie tém determinante +1 e estao conectados a identidade e uma outra parte onde os elementos do grupo
tém determinante -1 e néo estao conectados a identidade. A conexao entre os elementos com determinante
+1 e -1 é feita através de reflexoes. Para simplificar nossa tarefa, um primeiro contato com grupos continuos,
trabalharemos apenas com a parte conectada a identidade. Muito bem! mas que estéria é esta de nos fazer
pensar nos elementos de um grupo de Lie como sendo matrizes? De fato, existe um teorema, conhecido como
Teorema de Ado, o qual garante que qualquer elemento de um grupo de Lie pode ser representado por uma
matriz. Reencontraremos o mesmo Ado em breve!

Adiantando o final de uma outra estéria, em geral, os grupos de Lie formados por transformacoes lineares
ortogonais sdo denotados por SO(2n) ou por SO(2n + 1), conforme a dimensdo do espago onde ocorrem as
transformacoes seja par (2n) ou ifmpar (2n+1), respectivamente, e n é um inteiro positivo ndo-nulo. A letra S
(inicial de special) significa que o determinante de cada uma das matrizes representando os elementos destes

, verifique isto explicitamente

4
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grupos é sempre igual & unidade. No presente caso, o grupo SO(2) é a descricio matemdtica da simetria
axial, ou seja, das rotagoes em torno de um eixo fixo.

Que tal um exemplo de uma simetria axial ocorrendo naturalmente em Fisica? Considere uma molécula
linear disposta ao longo do eixo z. Os elétrons deste sistema, considerando que os nucleos sejam muito mais
lentos que os elétrons, sentem a presenca de um potencial que depende apenas da distancia até o eixo z.
Portanto, este sistema exibe uma simetria axial (invaridncia do potencial por rotagdes em torno do eixo z).
O conhecimento deste fato é 1til ao experimentalista? Estou vendo que vocé estd com um excelente arsenal
de perguntas. Sim, o experimentalista se beneficia muito deste fato, pois simetrias implica em leis fisicas,
denominadas de leis de conservacao. Para deixd-lo ainda mais curioso, este é um resultado geral conhecido
como teorema de Noether (a histéria pessoal desta brilhante matemdtica merece ser conhecidal). Claro, tudo
isto é o inicio de uma nova estoria. . .

A partir deste exemplo dado pela simetria axial, podemos suspeitar que existam outros grupos de Lie.
De fato, transformagoes lineares em geral formam um grupo continuo e é possivel existir apenas trés tipos
delas: (1) as transformagoes unitdrias que formam os grupos de Lie SU(n); (2) as transformagdes ortogonais
que formam os grupos de Lie SO(2n) e SO(2n+1); (3) as transformagoes simplécticas que formam os grupos
de Lie Sp(2n). Além destes, conhecidos como grupos cldssicos, é possivel haver apenas outros cinco grupos
particulares, denominados assim de excepcionais. Estes sdo denotados por Eg, E7, Eg, Fy e Go. Esta foi a
classificacao dos grupos de Lie, iniciada por Lie e Killing no final do Século 19 e finalizada por Cartan no
inicio do Século 20. Nao deixe de conhecer um pouquinho sobre Killing e Cartan (principalmente este!).

Antes de passarmos para a proxima segao, vamos olhar novamente para a rotagao representada matri-
cialmente em ([CO)—(2). Podemos usar a mesma geometria plana que forneceu as coordenadas novas em
() para determinar as novas coordenadas dos versores e; e ey (verifique),

€ =cosfe; + senfley, € = —senfe; + cosbes. (1.12)

Curiosamente, estamos vendo que os versores transformam de forma diferente, (€1,82) = RT(0) (e1, e2), em
relagdo as coordenadas r = (z,y), T = R(f) r. E é isto mesmo! Os versores da base tém um comportamente
diferente das coordenadas. Obviamente podemos perguntar qual forma iremos usar para representar matri-
cialmente nossa rotacdao, R(#) ou a sua transposta RT(6)? Ficaremos com R(f). Porém, ndo poderemos
esquecer que a matriz R() dada em (ICO)—(I2) atua no “espago” das coordenadas (também conhecido como
espago das configuragoes).

Quando usamos matrizes para representar um elemento do grupo, é imperativo explicitar onde estas
matrizes atuam. Desta forma, dada a representacao matricial atuando no espaco das coordenadas, ela induz
uma outra acao no espago dos versores da base,

(5”) = R(9) (w) . (81 82) = (e e2)R(0), (1.13)
onde

senf  cosf

R(6) = (COSH _Sen9> . (1.14)

Note que os versores foram colocados como elementos de uma matriz linha para nao termos de usar a
transposta da matriz de rotagdo (um artificio engenhoso) na equagdo a direita em (CIA). A agdo nos
versores da base coincide com a acdo no espaco de funcoes. De fato, seja h = gh a funcdo resultante da
acao de g (um dos elementos de um grupo) sobre uma determinada fungdo h = h(r) e seja T = gr a a¢éo no
espago das configuragdes. A acdo no espago das fungoes é definida impondo

h(r) = h(¥r) = gh(r) = h(g~'r). (1.15)

Assim, quando expressarmos coordenadas cartesianas em termos de coordenadas polares, x = rcosa =
x(r,a) e y = rsena = y(r,«), como fizemos no inicio desta se¢do, devemos atuar com a rotagdo R(#) (em
torno do eixo z) nestas fungdes x(r, ) e y(r, @) segundo a regra em (I[CIH):

R(0)x(r,a) = x(r,a — ) = rcos(a — 0) = cosfxz + senfy, (1.16)

R(O)y(r,a) =y(r,a—0) =rsen (o —0) = —senfx + cos b y. (1.17)
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Podemos ver em (CIO)—(ICIA) que a rotagdo R(6) é representada pela transposta da matriz apresentada na
Eq. (I3@), portanto, sua acdo no espago das fungoes é idéntica a sua agao nos versores da base do sistema
de coordenadas, como mostrado pela equagao & direita em (ICIJ). Note também que tomamos o cuidado
de grafar de forma diferente as fungdes x(r, ) e y(r, @) para diferencid-las das coordenadas (x,y). Agir
diretamente nas coordenadas (z,y) ndo é a mesma coisa que agir sobre estas mesmas coordenadas enquanto
vistas como as fungdes x(r, ) = rcosa e y(r,a) = rsena. Que confusdes ndo tomem formal

1.2 A algebra do grupo SO(2)

Espere um pouco, um grupo de Lie é, em geral, um conjunto infinito. Entao deve ser extremamente dificil
lidar com um grupo de Lie! — vocé pode observar. De fato, é um grupo infinito. Mas néo temos dificuldade
alguma (além do usual) em trabalhar com ele. Uma das observagoes geniais feita por Lie é o fato de podermos
estudar quase todas as propriedades de um grupo de Lie (com infinitos elementos) a partir de um conjunto
finito e muito reduzido de outros elementos, definidos em torno da identidade do grupo, denominados de
geradores. Estes geradores, os quais nao fazem parte do grupo, formam uma 3lgebra, isto é, um espago
vetorial com um produto entre seus elementos,” denominada de 4lgebra de Lie associada a um determinado
grupo de Lie. Em geral, as dlgebras de Lie associadas aos grupos de Lie classicos sao denotadas pelas mesmas
letras em forma minuscula. As dlgebras associadas aos grupos excepcionais nao possuem uma denominacao
especial. Vejamos a seguir como construir uma &lgebra de Lie, usando o grupo SO(2) como protétipo. Isto
significa que teremos de encontrar os elementos da dlgebra so(2) associada ao grupo SO(2), verificar que eles
formam um espago vetorial e definir um produto entre eles.

Como visto anteriormente, a identidade do grupo SO(2) é dada por § = 0, R(0) = I. Usando a forma
matricial encontrada em (), uma transformagao infinitesimal R(A#), com A6 — 0, pode ser escrita
também na seguinte forma, gracas ao Teorema de Taylor?, isto é, expandindo as funcoes trigonométricas em
torno de zero e retendo somente os termos em primeira ordem (faga o Exercicio O):

R(AG) =1 —iN0 ., J. = (‘2 ‘OZ) . (1.18)
A unidade imaginéria ¢ = v/—1 foi introduzida aqui por mera conveniéncia de tornar a matriz J, hermitiana,
JI = (JI)* = J.; caso contrério ela seria anti-simétrica, JI = —.J, (tem mais comentdrios logo adiante).
Note que a matriz J, definida aqui nao depende do parametro do grupo. Como vocé ja notou, o simples
fato de termos dado um nome a esta matriz nova, significa que ela terd um papel importante. De fato, ela
formara a algebra do grupo SO(2). Veremos também o significado do sub-indice z. Outra maneira de obter
J.? Sim, ela pode ser obtida considerando-se uma rotagao arbitraria na forma R(6 + Af):

R(0 + A8) = R(O)R(AD) = R(O)(I —iAb J,), (1.19)

onde usamos (CIF) e a propriedade (ICIM). Deste resultado, podemos definir uma equacao diferencial para
R e, subseqlientemente, determinar J,:
. RO+ A0 —R(O) dR .
1 = — =— . 1.2
ABS0 A6 @ = (1:20)
Assim, calculando os dois lados desta equacao na identidade (6 = 0) e lembrando que R|g—g = I, podemos
definir a matriz J, associada ao parametro 6 (faga o Exercicio B):

J, =i— . 1.21
Yo |,_, (1.21)
Uma vez que J, nao depende do parametro 6, entdao a solugao da equagao diferencial encontrada em ([CZ0)

é imediata: .
R(0) = e~ 9= (1.22)

4Vocé j4 reparou que, na maioria das vezes, nio aprendemos o que é uma 4lgebra no curso de Algebra Linear? Pois bem, é
simplesmente um espago vetorial com um produto definido entre dois de seus elementos. Tem uma discussao mais detalhada
nos apéndices que pode ser tutil.

5Tem um teorema mais 1til que este? Saudacdes ao Taylor!
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onde a constante de integragao foi determinada usando a condigdo R(0) = I e a exponencial de um operador
(ou matriz) arbitrario A é definida, novamente, pelo Teorema de Taylor:
0k
Ao A (1.23)
k!
k=0
Portanto, podemos afirmar que a matriz J, “gera” o grupo SO(2) através da aplicagdo exponencial (IC232).
Como a rotagao gerada é em torno do eixo z, isto é indicado pelo sub-indice z do gerador J,. Os resultados
() e () sao vélidos para qualquer grupo de Lie: o primeiro define os elementos da dlgebra de Lie
associada ao grupo de Lie e o segundo estabelece uma relacao entre o grupo e a sua algebra. Em palavras, o
grupo € a exponencial da algebra. Espere um pouquinho! Toda série de Taylor tem um intervalo de validade!
Entéao a relagdo (ZA) deve valer apenas para os elementos do grupo préximos a identidade. Certo? Sim e
nao! Primeiro observe que a série (C2Z3) ¢ a prépria defini¢do da fungio exponencial. Portanto, ela vale para
qualquer intervalo. Esta mesma observacao vale para as funcoes trigonométricas. Mas também é verdade que
algumas propriedades do grupo nao podem ser obtidas através da aplicagdo exponencial (IZ3). Adivinhe!
nao abordaremos tal situagao aqui. Outra estoria. . .

Alguns outros comentdrios. Usamos a defini¢io de derivada em (ZO), assunto dos cursos de cédlculo;
definimos a exponencial de um operador (ou matriz) em (CZ3) e resolvemos uma equagao diferencial de
primeira ordem ([ZO), assunto dos cursos de equagdes diferenciais, simplesmente respondendo & pergunta:
quem é a fung@o cuja primeira derivada é proporcional a ela mesma? Nao estranhe o fato de estarmos
derivando matrizes, pois, na verdade, estamos derivando seus elementos, os quais sao fungoes de 6. Ou seja,
os paragrafos anteriores estao recheados de recordagoes. Talvez uma pequena pausa para assentar tudo isto
seja necessaria. Lembre-se: sempre temos computacdo simbdélica para nos auxiliar!

E a algebra de Lie? Calma, estamos chegando 14! Suponha uma situagdo mais geral onde o grupo de
Lie apresente mais parametros. Entao haveria um gerador associado a cada parametro, segundo a defini¢ao
(Zm). Lie mostrou que o conjunto (finito) das matrizes definidas em (CZT) forma uma dlgebra em relagéo
ao produto * definido por

Ji*Jk = [Ji,Jk] ZJZ'Jk —JkJi, (1.24)

conhecido como produto de Lie. Note que o produto de Lie () é sempre anti-simétrico e linear (vocé é
capaz de provar esta tltima afirmagao sobre a linearidade. Ent&o prove, ndo perca tempo!). Naturalmente,
para o presente caso J, x J, = 0, isto é, a dlgebra de Lie so(2), associada ao grupo SO(2), tem um tnico
elemento e, conseqiientemente, é abeliana (comutativa). Em geral, a dimenséo de uma algebra de Lie, isto
é, a quantidade de seus elementos independentes, é sempre igual ao niimero de parametros do grupo de Lie
correspondente, o qual continua sendo gerado por uma aplicacao exponencial semelhante aquela dada em
(). Elaborar um pouco mais? Muito bem, seja Ay (kK =1,...,r) os elementos da &lgebra A associada a
um grupo de Lie G com r parametros continuos wy. Entao, cada elemento g do grupo G é gerado por

g(w) = exp(}_ wiAy) (1.25)
k=1
e, conseqlientemente, cada gerador Ay é obtido por
9g(w)
A = . 1.26
=2 (1.26)

Existe um teorema conhecido como Teorema de Ado (aquele mesmo!) o qual garante que qualquer elemento
de uma algebra de Lie pode ser representado por matrizes. Como sabemos de Algebra Linear que matrizes
formam um espaco vetorial, isto é, sabemos fazer combinacoes lineares com matrizes, entao o produto de Lie
(=), conhecido também por comutador, define uma algebra.

Mesmo procedimento anterior: quais sdo as propriedades do gerador J, definida em (ICIX)? Elas sao:
(1) ele (isto é, a matriz) tem trago (soma dos elementos da diagonal) nulo. Isto é uma conseqiiéncia do
determinante da rotagao R ser igual a um e da aplicacdo exponencial (CZ2)%; (2) ele é hermitiano (faga o
Exercicio O),

JI=() =1, (1.27)

A

6Mais um resultado de Algebra Linear: det e = e 4, o qual pode verificado explicitamente com as matrizes que temos

aqui. Use computagao simbdlica!
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onde T simboliza a operacao de transposicao (troca de linhas por colunas) e * representa a operacdo de
conjugacio complexa (troca da unidade imagindria i = v/—1 por —i). Isto é uma conseqiiéncia de R ser
ortogonal e da aplicagao exponencial (CZ2)%. (3) Aprendemos em Algebra Linear que os autovalores de
qualquer matriz hermitiana devem ser reais e que seus autovetores devem ser ortogonais. Sabemos também
que a matriz J, é hermitiana. Entao vamos encontrar seus autovetores e seus autovalores e verificar estes
resultados. Vamos denotar os autovalores por A, (caso haja mais de um deles) e por |A;) os respectivos
autovetores. Esta é uma notacdo emprestada da Mecéanica Quantica. O vetor |v) é denominado de “ket” e o
vetor (v| de “bra”. A dupla bra+ket, (u|v), mais conhecida como bracket, forma o produto escalar entre os
vetores |u) e |v). Iremos usar mais sutilezas desta notacao em breve. Agradega ao Dirac! Entéo da defini¢ao
de autovalores, devemos ter

T k) = X lAk) e (AT = A% (AL (1.28)

Como proceder? Simples! Represente o vetor |A\) (vamos ignorar os indices para ndo sobrecarregar a notagao)
por um matriz coluna (ou linha), com elementos arbitrérios, de mesma dimensao da matriz J,:

) = (g) & (A =(a* %), a,BeC (1.29)

Note a relagao entre um bra e um ket: quando um ket é associado a uma matriz coluna (vetor), como neste
caso, o bra corresponde entdo ao transposto conjugado, ou seja, |A\)T = (\|. De fato, isto foi o que observamos
em (CZJ). No entanto, nem sempre bras e kets serdo associados com matrizes linhas (colunas). Isto significa
que a relagao entre bras e kets deve ser mantida em um nivel mais abstrato:

ala) + a*{al. (1.30)
Assim, a definigdo (CZ3) transforma-se em um sistema homogéneo de equagoes lineares:
(J. = XI)|N) =0. (1.31)

Para que este sistema homogéneo tenha solugao, entao o determinante da matriz J, — A I, com a matriz J,
definida em (CIF), deve ser nulo. Esta condi¢do determina os autovalores Aj:

det(J. = A1) =0 = A =1, =—1 (1.32)

Note que estes autovalores sao reais. Esta é uma propriedade geral de operadores hermitianos: seus autova-
lores sao reais sempre. Veremos outras propriedades interessantes de operadores hermitianos a seguir. Tendo
os autovalores \g, podemos determinar as componentes « e 3 dos autovetores correspondentes usando o sis-
tema ([Z30). De fato, podemos determinar apenas uma relagdo entre o e 3, pois o sistema é indeterminado
(verifique!):

A = C) o Ml=ai (1 —i), ) =a (_12) o Dol=a3(1 9). (1.33)

Preste atengdo em como a notacdo (ou desenho) de bras e kets é util. O primeiro exemplo é um produto
escalar. Caso seja desejado, as constantes aj podem ser determinadas impondo que os autovetores |Ax)
estejam normalizados. Observando os vetores |\;) em ([Z33), percebemos que a norma deles pode ser
calculada por um produto matricial (quando os vetores sdo complexos, um deles deve ser conjugado para
que o produto escalar seja calculado corretamente), ou seja, vamos impor (Agx|\x) = 1 para determinarmos
as constantes arbitrarias «;. Entao,

1

MMy = Jaa P (1 —6) (l> =P+ =1 = || = (1.34)

1
V2
Repita este procedimento para encontrar |as| = «1. Determinamos assim apenas o médulo das constantes
ag, e as fases? Bem as fases, estas ndo temos como determind-las! mas nao se assuste! isto significa que

7Outro resultado de Algebra Linear: (e)T = eA" . Note que a unidade imagindria ¢ aparece na definigdo (ZZI) e na
aplicagao exponencial (CZJ) com o sinal negativo. Isto torna real a exponencial (IZ23).

8
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temos a liberdade de escolher um valor para a fase. Entao, simplesmente, vamos escolher uma fase unitéaria.
Verifique entéo que os autovetores |A;) em (C33) sdo ortogonais: (A1|Az). Esta é outra propriedade geral de
um operador hermitiano: seus autovetores sao ortogonais sempre. Podemos verificar agora que a matriz M
formada pelos autovetores |A;) (simplesmente justaponha as matrizes colunas |\;) para formar uma matriz
2 x 2) é uma matriz unitdria, isto é, a sua inversa é obtida por uma conjugacdo hermitiana (uma matriz
ortogonal é a versdo real de uma matriz hermitiana):

1 /1 1 —1 _ gt
M_\/ﬁ(z i)’ M~ =M. (1.35)
Esta matriz diagonaliza a matriz J,:
M7M=A A= (é _01> . (1.36)

Note que A é uma matriz diagonal contendo os autovalores Ay na sua diagonal. (4) Finalmente, verifique
que as poténcias pares e fmpares da matriz J, sdo (faca os Exercicios O e B)

=1, M=, (1.37)

respectivamente. Isto deve ser verificado diretamente da matriz (I3). (5) Os resultados (Z32) nos permite
escrever também que (prove!)
AR = (MY T, MR = M TR M. (1.38)

Este resultado, por sua vez, nos permite verificar que (6) a matriz unitdria M também diagonaliza a rotagao
R(#) definida em (I2):

—1 Mt —ien (€700
M™RM = e =e =\ 0 e+t (1.39)

Demonstre isto usando a série de Taylor (I"Z3) e a propriedade (5) acima (faga o Exercicio B).
Disse anteriormente que a notagao (desenho) de bras e kets é realmente 1til. O primeiro exemplo foi um
produto escalar, onde a propriedade
(alb) = (bla)” (1.40)

pode ser verificada imediatamente em ([Z33). (Verifique!) Pois bem, vejamos outro exemplo, considerando
ainda os bras e kets em (IZ33), devidamente normalizados. Faga agora o produto matricial |A)(\[:

A O] = % C) (1 —i)= % C _1i> D)) = % (_12) (1 )= % (_12 i) . (1.41)

Muito bem, agora some estes resultados:

o+ aial = g 9)- (142

Eureka! obtivemos a matriz identidade! Isto deve ser comemorado, pois é um resultado geral: os autovetores
de uma matriz hermitiana (J, neste caso) podem ser usados para escrevermos a matriz identidade. No jargao
matematico (e também da Mecanica Quéantica) diz-se que os autovetores |a) de um operador hermitiano sao
completos, isto é, o operador identidade pode ser decomposto na forma

I=>la)al. (1.43)

Este resultado é conhecido como relacdo de completeza ou resolugdo da unidade. Ele serd muito 1til nas
discussoes sobre a interpretacao fisica dos geradores de um grupo de Lie. H4 ainda uma terceira utilidade
para a notagao de bras e kets que iremos usar com muita freqiiéncia: uma notacao para escrevermos os
elementos de matriz de um determinado operador. Vamos continuar usando o operador .J, e seus autovalores

9
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A = %1, e seus autovetores normalizados dados em (23). Calcule entdo, os seguintes produtos matriciais:
(A|J;|A). Isto mesmo! estes sdo os proprios elementos de matriz da matriz A em (IZ33):

(UYL L) (1L -1 (10
A_<<1|Jz|+1> (1|Jz|1>)_(0 1)- (1.44)

Em geral, (a|A|b) simboliza o elemento de matriz Ay, do operador A e satisfaz

Ay = {al AlD) = (blAT]a)". (1.45)
Quando o operador @ é hermitiano, AT = A, entéo

Ay = (alAD) = (bl AJa)" (1.46)

Verifique explicitamente estas propriedades usando o operador J,.

Hora de sumariar e mudar de assunto: vimos que a matriz representando uma rotagdo em torno de
um eixo fixo é ortogonal, isto €, sua inversa é igual a sua transposta e, conseqiientemente, seus autoveto-
res sdo ortogonais. Isto significa que existe uma transformacao unitaria M que diagonaliza R. Quando é
possivel encontrar uma transformagao unitéria que diagonaliza, completamente ou numa forma diagonal por
blocos, a matriz que representa nossa rotacao em torno de um eixo, diz-se que tal representacao é uma repre-
sentacdo redutivel. Quando uma representacao nao é diagonalizavel, isto é, quando nao é possivel encontrar
uma matriz unitdria como M, entdo ela é denominada de representacdo irredutivel (ou irrep, simplesmente).
Representacoes irredutiveis merecem uma secao prépria.

1.3 Representagoes irredutiveis

Até o momento temos usado a matriz ortogonal (ICd) para representar uma rotacdo R(f) em torno de um
eixo fixo. Usamos também a matriz hermitiana J, definida em ([CI) para representar o gerador J, das
rotagoes R(#). Tudo isto estd de acordo com os teoremas enunciados por Ado. Vimos também em ([Z30)
e (C39) que as matrizes representando J, e R(#) sdo completamente redutiveis. A matriz J, é uma soma
direta® das matrizes unidimensionais hermitianas (1) e (—1), conforme indicado em (I=30). A matriz R(6) é
uma soma direta das matrizes unitérias unidimensionais (e?) e (e=%), conforme indicado em (=3).

Perguntas que devem ser feitas: (1) existem matrizes irredutiveis hermitianas distintas de (+1) que
representam o gerador .J,? (2) analogamente, existem matrizes irredutiveis unitérias distintas de (e*%) que
representam a rotagdo R(6)? Note que estamos pedindo por matrizes irredutiveis. (3) Caso tais matrizes
existam, como isto tudo é generalizado para um grupo de Lie qualquer? Esta é uma pergunta bastante
ambiciosa. Vamos elaborar uma estratégia para trabalhar estas trés questoes. A estratégia consiste em
primeiro trabalharmos com as representagoes irredutiveis hermitianas da &lgebra so(2), isto é, responder a
primeira pergunta. Em seguida, podemos usar a aplicacao exponencial (CZA) para construir as representagoes
irredutiveis unitdrias do grupo SO(2). Teremos entao um outro exemplo da grande utilidade em termos
definido a &lgebra de Lie so(2) associada ao grupo de Lie SO(2): na algebra, temos apenas um gerador
para representar matricialmente, enquanto que o grupo, temos uma quantidade infinita. Felizmente cada
elemento do grupo pode ser obtido atrvés de uma aplicacao exponencial envolvendo apenas os elementos da
algebra correspondente. Isto foi uma das grandes descobertas de Sophus Lie. Quanto a terceira e tltima
questao, esta é outra estoérial

Entdo méaos a obral Vamos comecar perguntando se podem existir outras matrizes hermitianas irre-
dutiveis de dimensdao maior que um para representar o operador J,. A resposta é nao. Em uma algebra
abeliana como so(2), as Unicas matrizes irredutiveis (hermitianas ou néo) que representam seus elementos
sao de dimensdo um (escalares), pois qualquer conjunto de matrizes comutantes devem ser multiplos da
identidade. Este resultado geral é conhecido como Lema de Schur. Bem, sabemos agora que as unicas
representagoes irredutiveis da algebra so(2) s@o unidimensionais, mas ainda podemos perguntar se hd outras
representacoes irredutiveis além de (+1). Desta vez a resposta é sim. De fato existe uma infinidade de

8Mais uma definigio proveniente de Algebra Linear. Uma soma direta entre duas matrizes produz uma terceira matriz
contendo as duas primeiras como sub-matrizes dispostas ao longo da diagonal principal.

10
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representagoes irredutiveis unidimensionais para o gerador J,. Como obté-las? Fécil, vamos denotar por |a)
cada autovetor associado ao autovalor a (em geral, complexo) do operador J,. Entao,

J.|la) = ala) < (a|J =a*{a], acC. (1.47)

Portanto, cada representagao irredutivel (irrep) para J, é dada por uma matriz unidimensional formada
pelo autovalor a. Na linguagem da teoria de representagoes dos grupos de Lie e suas algebras associadas,
estes autovalores sao denominados de pesos da representacao. Pesos sao usados para etiquetar univocamente
os vetores de uma determinada representagao irredutivel. Até o momento, estes pesos sdo simplesmente
nimeros complexos.

Nao disse que era facil? Sim realmente esta primeira tarefa foi facil, mas realmente nao existe qualquer
restricio aos possiveis valores dos pesos a em ([CZd), principalmente se quisermos impor a condigdo de
hermiticidade? Sim, de fato existe, vocé esta com razao! Vamos encontrar agora que restrigoes devem ser
impostas sobre os pesos da representacao (ICZd) para que ela seja hermitiana. Antes, porém, um pouco mais
sobre a notagao de bras e kets. Os elementos de matriz do gerador J, sao calculados a partir de (CZ32) e
escritos da seguinte forma:

(alJ:|a) = (a| J:|a) = (a|ala) = a(ala) = a, (1.48)

onde estamos assumindo que os vetores |a) estejam normalizados, (ala) = 1, e que o operador J, agiu “a
direita”, ou seja, no ket |a). Note o espago em branco & esquerda de J, no segundo termo em (CZX). Se agiu
a direita, entdo estd implicita a possibilidade de J, também agir a esquerda! Muito bem! A agédo a esquerda
é denotada por (a|J] e é definida a partir da agdo & direita dada em (IZ2):

(alJ] = (J:la)" = a* (a]. (1.49)
Assim, o elemento de matriz (Z8) também pode ser escrito de outra forma:

(alJ} |a) = a* (a|a) = a*. (1.50)
Requerendo que o gerador .J, seja hermitiano, isto é, JI = .J,, conforme verificado em (I_Z2), usando também

(CZ3) e (C20), temos

(a|JT|a) = {af J:la) =a = a=a" = a€clR (1.51)
(al I |a) = a*

Isto significa que os autovalores de J, devem ser niimeros reais. De fato, isto comprova um resultado geral
em Algebra Linear: os autovalores de qualquer operador hermitiano sao reais.

Ha mais restrigoes sobre os autovalores de J,, além de serem reais? Devemos investigar! Ja usamos todas
as informagoes advindas da dlgebra so(2), gerada por J,. Entdo, estas restri¢oes, se houver alguma, devem
vir de informagdes contidas no préprio grupo SO(2), especificamente, nos elementos de matriz dos elementos
do grupo SO(2). Os elementos de matriz do grupo SO(2) podem ser obtidos facilmente com o auxilio de
() da seguinte maneira. Primeiro determinamos a a¢do do operador rotagao R(€) no autovetor |a) (faga

o Exercicio M): A .
R(0) |a) = e =]a) = e~ |q). (1.52)

Agora procedemos como anteriormente quando calculamos os elementos de matriz de J, em (IZ3):
Raa(0) = (a| R() |a) = (a| e77= |a) = e (a|a) = e~ (1.53)
ou, para sermos mais precisos,
Raa (0) = (a| R(0) |a') = (a] e 7% |a/) = 7% (a]a’) = €77 § 0. (1.54)

Uma restrigdo no autovalor a é obtida impondo a condigdo R(0) = R(27), isto é, apds uma volta completa
em torno do eixo de rotacao, voltamos ao ponto de partida:

R(0)=R(27) = e ™" =1=a=m¢cZ (1.55)
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Isto é tudo que podemos dizer a respeito dos autovalores de J,: eles sao niimeros inteiros, positivos, nulos
ou negativos. O fato é que estes autovalores sdo discretos, isto é, podem ser enumerados (ou etiquetados)
por niimeros inteiros 9. Portanto, para cada representacio irredutivel |m), etiquetada pelo autovalor de J,,
temos:

J.m) =m|m), Rlm) = e ™%m), (m|m') = mp, m=0,+1,42,... (1.56)

onde (m|m’) = Oy simboliza o produto escalar entre estes vetores. Os respectivos elementos de matriz
desses operadores sao calculados da seguinte forma:

(m]Jz|m') = m/(m|m’) = m o,

o 4 (1.57)
Rur = (mIRO)|m') = ™™ (mlm') = 76,

Note que todos os elementos de matriz sao nulos entre representagoes distintas. Esta é uma caracteristica
geral das representacoes irredutiveis de qualquer grupo e algebra de Lie.

Importante: observe em (ICZ2) (e verifique!) que R = R~ isto é, que estas representacdes sdo unitarias.
Como podemos provar esta propriedade de unitariedade? Podemos usar os elementos de matriz (C20).
Prossiga! Vocé afirmou momentos atrds que um operador pode agir também a esquerda em um bra, desde
que devidamente transposto e conjugado (conjugacdo hermitiana):

(m|RT = TP (1. (1.58)

Prossiga! A condicio de unitariedade Rf = R~! também nao implica que RRT = RTR = I? Muito bem,
prossiga! Entéo, se vocé ndo se importar que eu escreva em seu texto, podemos escrever

1= (m|I|m) = (m|R" Rjm) = et™?e=™m (1n|m) = 1. (1.59)

Bravo!

Algumas consideragoes semi-finais: (1) vale ressaltar que a representacdo matricial de J, definida em
(CId) foi diagonalizada em (=20). Os autovalores encontrados em (C30) correspondem aos pesos m = 1 e
m = —1 em (C20). Entao a matriz 2 X 2 em (CIF) é uma soma direta das matrizes unidimensionais obtidas
das representacoes m =1e m = —1:

J, = ( <1|{)z|1> <_1\J2| — ) _ ( : 0 ) (1.60)

Isto nos mostra que qualquer matriz de dimensao maior que 1 representando os operadores R e J, pode
ser decomposta numa soma direta de matrizes unidimensionais como esta em (ICTO). (2) Podemos ver
facilmente que todas as propriedades mencionadas na Segao [ sobre o operador R também sao verificadas
com o mesmo sendo representado pelas matrizes unidimensionais encontradas em (IC312). (3) O cardter x de
uma determinada representacao é definido como sendo o trago da matriz correspondente a cada elemento
do grupo. No presente caso, todas as matrizes (irredutiveis) sdo unidimensionais e o cardter y.,,(f) de cada
elemento etiquetado pelo angulo de rotagao 6, em cada representacao irredutivel etiquetada pelo inteiro m,

’

e

Xm(0) = ™. (1.61)

Até aqui, nds representamos os operadores R e J, por matrizes. Recordamos muito sobre Algebra Linear
e mencionamos Calculo e Equagdes Diferenciais. E possivel entao representar os operadores R e J, por
outros objetos mateméaticos? Como derivadas, por exemplo. Direto ao ponto! Sim, podemos representar
operadores por derivadas, na verdade, o termo correto nao é “representar” mas realizar. N6s podemos realizar
os operadores R e J, observando os elementos de matriz em (C20) e lembrando que J, e R comutam, isto
é, J,R = RJ,. Entao podemos calcular a acdo do gerador J, sobre R(f)|m) de duas formas:

; ; 0 0
__ _—imb _ —imé .
J. R(0)lm) = e Jm) =me |m) = 55 8‘9}%(9)\m> (1.62)

9Um processo onde os possiveis autovalores de um operador hermitiano tornam-se discretos devido & imposicao de alguma
condi¢do de contorno (geralmente motivada por alguma necessidade fisica) é denominado de “quantizagdo”. Neste caso, o
espectro de autovalores do operador J, é quantizado. Vocés verdo que este termo, quantizagao, sera muito utilizado em
Mecénica Quéantica.

e ™m0 m) =i
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R(0) J.|m) = mR(0)|m). (1.63)
Portanto,

J. R(0)|m) = i%R(9)|m> = mR(0)|m). (1.64)

Usando a acao de R(#) dada em (IZ23), podemos multiplicar os dois lados de (ICB4A) a esquerda por (m| para
obtermos um dos elementos de matriz listados em (IC23),

J. ¢m(0) = Z%l/fm(@) = mwm(e)a wm(o) =1 eiim07 (165)

onde 19 é uma constante (complexa) arbitréria. Este resultado sugere a identificacao

(1.66)

a qual realiza o operador J, em termos de uma derivada. Esta identificagdo é denominada de realizacao
da &lgebra por operadores diferenciais. Note que as funcoes 1,,,(6) sdo os préprios elementos de matriz dos
elementos do grupo que encontramos em ([C20), a menos de uma constante arbitréria ¢y. Se existe uma
realizagao por operadores diferenciais, entdo devem existir equagoes diferenciais! De fato, as fungoes 1y, (6)
satisfazem a equacao diferencial harmonica pois

32

wwm(e) = —m% e (0). (1.67)

Veremos mais adiante que resultados similares a (ICT0) e () também ocorrem para outros grupos de Lie.

E a Fisica? Como ela pode se beneficiar de toda esta linguagem construida até o momento? Vejamos
(modestamente) como estas representagoes irredutiveis podem ser usadas em Fisica. Para tal, vamos con-
tinuar a utilizar moléculas lineares. Como Bohr mostrou claramente, a energia mecanica de um elétron em
um sistema atémico é quantizada, isto é, existe somente um conjunto enumeravel (discreto) de possiveis
energias (ou niveis de energia). Como foi dito anteriormente, a energia potencial de uma molécula linear
tem simetria axial. Isto significa que este sistema fisico deve ser invariante por rotagoes em torno de seu eixo
de simetria. Isto significa que o operador energia mecéanica (hamiltoniana), gerador das dérbitas eletronicas,
deve comutar com J,, o gerador das rotagoes axiais. Como operadores que comutam podem possuir auto-
vetores comuns ™, podemos usar os pesos m para classificar (etiquetar) as 6rbitas (ou estados) eletronicos.
Usualmente em Fisica Molecular, os estados eletronicos associados a m = 0 sdo denominados de estados %,
aqueles com m = 1 de estados II, aqueles com m = 2 de estados A, etc. Este exemplo nos mostra que pesos
de uma determinada &lgebra de Lie podem ser usados como etiquetas para situagdes fisicas (exemplificadas
aqui pelos estados eletronicos). Isto indica que estes pesos (ou nimeros quanticos) podem ser usados para
estabelecer padrées em um conjunto de informacoes sobre um determinado sistema fisico. Esta situacao é
estendida a vérias areas da Fisica, como Fisica de Particulas, para citar um outro exemplo importante, onde
o0s pesos sdo usados para organizar particulas em familias de acordo com suas propriedades fisicas (massa,
momentum angular, carga, etc.). Além da fungdo organizacional, os grupos de Lie e suas dlgebras associadas
podem também ser usadas como guias para a construcao de sistemas dinamicos. Isto mesmo, vou parar por
aqui! Outras estérias. . .

Antes de mudarmos de assunto, uma estéria magnifical Vale observar que encontramos a condi¢do m € Z
usando a condicdo R(0) = R(27), a qual é fruto do nosso bom senso. No entanto, nossa Natureza tem nos
revelado aspectos curiosos que fogem ao senso comum. Por exemplo, existem sistemas fisicos, denominados
de espinoriais, onde R(2w) = —R(0) e, somente, R(4w) = R(0)! Acredite! Chocado?! Entao veja as
conseqiiéncias! Isto implica que os autovalores m também podem assumir valores semi-inteiros. Note que
esta nova condigao nao afeta a algebra definida por J,, mas certamente fornece um novo grupo de Lie, pois
os valores semi-inteiros de m nao podem pertencer ao grupo SO(2), pois nesse grupo R(0) = R(27) e nao
tem conversa! Este novo grupo, onde R(4w) = R(0), é denotado por U(1). Ele é o grupo das transformagoes

100utro resultado de Algebra Linear. Suponha dois operadores, H e J, tais que [H, J,] = 0. Seja |m) os autovetores de J,
Jz|m) = m|m). Entao, J,(H|m)) = H(J;|m)) = m H|m), ou seja, H|m) x |m).
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unitérias em uma dimenséo, isto é, multiplicar um nimero complexo z = z +1iy = re*® por uma fase. Assim,
o médulo |z|? = 7? permanece invariante e podemos identificar um vetor (z,y) com o ntimero complexo
z = z +iy. Portanto, em uma dimensao, uma rotagao é equivalente a caminharmos sobre um circulo no
plano complexo. Pelo fato do grupo U(1) possuir a mesma algebra do grupo SO(2) e admitir representagdes
irredutiveis unitarias etiquetadas por valores de m inteiros e semi-inteiros, ele é denominado de grupo de
cobertura do grupo SO(2). Quando dois grupos apresentam a mesma dlgebra, como neste exemplo, eles sdo
denominados de localmente isomérficos. No entanto, suas propriedades globais podem ser muito diferentes.
Vamos tentar um quadro pictérico desta situacao: imagine que nosso sistema fisico com simetria axial seja
um gato™ inicialmente apoiado no plano zy pelas suas patas. Caso este sistema admita o grupo SO(2) como
o seu grupo de simetria, entao apds uma volta completa em torno do eixo z, o gato retornara a sua posicao
inicial com suas patas apoiadas no plano xy, como manda o nosso bom senso™. No entanto, caso o grupo de
simetria deste sistema seja o grupo U(1), entéo é possivel que apds uma volta completa em torno do eixo z,
o gato se encontre apoiado no plano xy pela sua costa e, somente, apds mais uma volta completa ele voltara
A posigdo inicial apoiando o plano zy com suas patas novamente™. Este é o caso m = 1/2. Esta situacio
ocorre na natureza: elétrons™ tém este comportamento. Resumindo: a fisica resultante quando m assume
valores inteiros é completamente diferente daquela resultante quando m assume valores semi-inteiros. Isto
mostra que embora grupos de Lie possam ser localmente isomérficos, suas propriedades globais podem ser
completamente diferentes. Até o presente momento, ndo conhecemos sistemas fisicos com valores de m que
nao sejam inteiros ou semi-inteiros e nem sabemos se esta restricao é uma lei fundamental da nossa natureza.
Os sistemas com m inteiros sdo denominados de bdsons e aqueles com m semi-inteiros sao denominados de
férmions. Vale mencionar também que o grupo U(1) é o grupo de simetria das equagoes de Maxwell para
o eletromagnetismo no contexto das teorias de gauge (ou calibre). Esta é uma estéria que vale a pena ser
contada, mas nao agora. Em breve!

1.4 Integracao sobre o grupo

De fato este é um titulo que nao tem um significado em si. Sabemos o que é um grupo. A palavra “inte-
gracao” nos lembra Calculo Diferencial e Integral. Aprendemos em Caélculo e em Fisica que uma integral
é, essencialmente, uma soma de areas retangulares infinitesimais. Assim, a interpretacao geométrica da in-
tegral (definida) de uma determinada func¢ao (continua) é a drea abaixo do grafico desta fungao. Este tipo
de integracao foi desenvolvido por Newton e seus contemporaneos e é conhecido como integral de Riemann.
Certamente, como vocé pode adivinhar, o processo de integracdo evoluiu muito desde Newton. Hoje, é
possivel definir uma integral sem qualquer interpretagao geométrica relacionada com drea e nem hé a neces-
sidade de termos fungdes bem comportadas (continuas). Por exemplo, podemos definir uma integral para
a fungdo exética {f(z) = 1sexz € Z e f(z) = 0se x € Q}. Como? Outra estérial Mas vale mencionar
que este processo de integracao mais geral é conhecido como integral de Lesbegue e faz parte de uma &area da
Matematica denominada de Teoria das Medidas. Uma integral de Lesbegue produz o mesmo valor de uma
integral de Riemann (quando aplicdvel), mas tem a vantagem de ser uma definigdo mais geral.
Naturalmente, esta pequena estdria é para precisar o significa do titulo desta secdo: nos podemos definir
um processo de integragdo em um grupo de Lie da seguinte forma. Cada elemento de um grupo de Lie é
etiquetado por indices continuos, ou seja, pelos parametros do grupo. Evidentemente vamos usar o grupo
SO(2) para ilustrar tudo isto (como temos feito nas segdes anteriores). Os elementos R(f) do grupo SO(2)
sdo etiquetados pelo (unico) parametro (compacto) . Portanto, podemos usar os pardmetros do grupo
como varidveis de integracao. Quem fard o papel do integrando neste processo de integracao? Muito bem!
Vamos precisar um pouco mais esta situagdo. O integrando serd uma fungdo dos elementos do grupo, a
qual denotaremos por f(R(f)). Explicol Uma func¢ao é uma regra que associa um ou mais elementos de um
determinado conjunto a um niimero real (ou complexo). Assim, é perfeitamente possivel definirmos uma
infinidade de fungoes sobre um grupo de Lie. Um exemplo importante é o cardter de um elemento do grupo.
Primeiro, nds representamos os elementos do grupo por matrizes (isto é sempre possivel devido ao Teorema

HDizem que Schrédinger ndo gostava muito de gatos, julgando como ele os usava em seus experimentos ficticios. Vamos
tentar ser ecologicamente corretos aqui.

12Note que até aqui o nosso gato de laboratério nao sofreu qualquer tipo de maus tratos.

13Isto néo significa qualquer mau trato! Afinal, um gato sempre cai de pé.

14 Além dos gatos!
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de Ado). Depois, nés definimos o carater como sendo o traco da matriz que representa um determinado
elemento. Por exemplo, o cardter dos elementos do grupo SO(2) na representacao irredutivel unidimensional
(C22) estd dado em (CE). Entdo, podemos definir a fungao

F(R(0)) = tr R(0) = e~™" (1.68)

como exemplo de uma fun¢ao (continua) dos elementos do grupo SO(2). Temos uma varidvel de integragao,
6, e um integrando, f(R(f)). Desta forma, nossa integral,

/d9 F(R(0)), (1.69)

estd pronta, nao estd? Nao! E preciso tomar o seguinte cuidado: observe que além do angulo de rotagao
6, qualquer outra fungéo de 0, digamos £(6), também serve para etiquetar um elemento do grupo SO(2).
Assim, podemos ter outra forma de definir uma integral sobre o grupo:

[ e srie)) = [ ao G5 seeo) (1.70)

Podemos ver claramente que as duas definigoes () e (CZ0) sao incompativeis. O problema estd na prépria
defini¢ao de integral. Vejamos.

Uma integral deve ser definida com dois ingredientes: um integrando e uma “medida”. A tradugao de
medida para a Fisica é “elemento de volume”. No caso do grupo SO(2), usamos dfl como elemento de volume
na definigao (ICTH) e d¢ como elemento de volume no lado esquerdo na definigao (CZ0). Como £ é uma fungao
de 6, £ = £(0), temos d§ = (0€/00) db, o que faz com que o lado direito de (M) fique diferente de (CTA), a
nao ser que /906 = 1. Devemos definir uma medida mais geral que nao produza esta inconsisténcia. Vamos
denotar por dr esta medida correta. Em geral ela é também uma fungao dos elementos do grupo, dr(R(0)).
Assim, uma integral sobre todos os elementos do grupo SO(2) deve ser definida corretamente como

/ dr(R) f(R). (1.71)

RESO(2)

Vejamos agora que propriedades deve ter o elemento de volume dr(R) para que a integral (1) seja bem
definida. Primeiro observe que, devido & completeza (ou fechamento) de um grupo em relagdo ao produto
entre seus elementos, a multiplicacdo a esquerda R'SO(2), ou a direita SO(2)R’, continua sendo o préprio
grupo SO(2). Suponha por um instante que o volume d7 seja uma constante, isto é, ndo dependa dos
elementos do grupo. Entéo devido & identidade R'SO(2)=S0O(2), temos

/ dr f(R) = / dr f(R") = / dr f(R'R). (1.72)
)

ReSO(2 R"€R'SO(2) ReSO(2)
Esta é a propriedade que estamos precisando! Basta impor que
dr(R'R) = dr(R), (1.73)

para que ([C3A) seja valida em geral. A condicao (ICZ3) significa que R e R'R tem o0s mesmos pesos na
“soma” (). Uma medida com a propriedade (CZ3) é denominada de medida invariante a esquerda (ou
medida de Haar). Sim, poderidmos ter definido igualmente uma medida invariante & direita. Evidentemente,
as defini¢oes medidas invariantes, & direita ou & esquerda, feitas aqui usando o grupo SO(2) como protétipo,
sao as mesmas para qualquer grupo de Lie.

Como determinamos de fato uma medida invariante? A primeira providéncia é escrever a medida d7 como
uma densidade p no espago dos pardmetros. Explico! Vamos tomar o grupo SO(2) como exemplo. O espaco
dos parametros neste caso é unidimensional, §. Entéao seja p(f) uma func¢ao densidade que multiplicada pelo
volume do espago de pardmetros, df, neste caso, dé a medida dr(R(0)):

dr(R(0)) = p(6)df. (1.74)
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Como esta medida é invariante & esquerda, e como R"”(0") = R'(8')R(0), com 6" = £(0,0') = 6 + €', entdo
dr(R(0)) = p(0)do = dr(R"(0")) = p(0")do" . (1.75)

Vamos ilustrar agora um procedimento para determinarmos uma medida invariante para o grupo SO(2).
Podemos determinar a funcdo densidade p fazendo 6 = 0 (identidade) e depois atuar a esquerda com R(¢’).
Neste caso, temos

0" =¢£(0,0') = do' = % df = db, (1.76)
6=0
e de (CA) temos
dr(R(0)) = p(0)df = dr(R'(0")) = p(0') db" = p(0") db. (1.77)

Portanto, p(0’) = p(0), ou seja, a densidade é constante. O valor da fungao densidade na identidade pode
ser escolhido arbitrariamente, entdo vamos escolher p(0) = 1. Isto determina o elemento de volume dr = df
do grupo SO(2). Como o grupo SO(2) é compacto, isto é, 0 < § < 27, entdo o volume total é 2. Note que
o volume total é exatamente o perimetro de um circulo unitario, como esperado.

Tendo determinado a medida dr = df associada ao parametro 6 do grupo SO(2), podemos verificar uma
de suas utilidades. Os elementos de matriz R,;,(0) = Rym(6) determinados em ([C32) satisfazem as seguintes
relagoes:

2
% dO Rl (0)R, (0) = Gpms, (ortogonalidade), (1.78)
0
e
% T (0)Rm(0) =06(0—0"), (completeza), (1.79)
meLz

onde b, é a fungéo delta de Kronecker e 6(6 — ') é a distribuicao delta de Dirac,

2m
5mm/_{1 se m=m /d&f(@)é(@—@’)—{f(e) se 0 < 0" < 2m, (1.80)

Y 7. )
0 sem#m' 0 caso contrario
0

respectivamente. Estas relagoes sao casos particulares de um teorema mais geral sobre ortogonalidade e
completeza conhecido como Teorema de Peter-Weyl. Note a presenca do volume total 27 e da medida df.

A verificacdo das relacdes de ortogonalidade (ICZ3) é imediata, pois basta usar R, = e [veja os
elementos de matriz em (IC23)] e executar a integral. Como consequéncia, a relagdo de ortogonalidade (IC73)
garante que qualquer fungao continua f(6) pode ser expandida em termos das representacoes irredutiveis
R..(0):

FO)=>" cmBRm(0) =D cme ™. (1.81)

MmeZ mEZ

Basta verificarmos que os coeficientes c,, podem ser calculados multiplicando f(0) por Rl () e integrar
sobre o grupo para obtermos

2 27
1 1 ,
em=~— [ dOf(O)R] () = — [ dO f()e™". (1.82)
27‘(0/ 271'0/

A expansao (C=T) em fungoes harménicas é a conhecida série de Fourier.
A demostragao da relagdo de completeza (C) apresenta uma das idéias mais exdticas da anélise ma-
temdtica moderna: o conceito de distribuigao (ou funcdo generalizada). Seja

1 1 im(0—6’
d(H—0)= o > RI(0)Rm(0) = > D im0, (1.83)
MEZL meEZ
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Podemos criar uma funcdo desta recém-criada quantidade™ & através da integral

2m

F[3] = / dof(0)B(0 — ), (1.84)

0

denominada adequadamente de funcional, onde f(#) é uma fungao continua, a qual admite uma expansao
na série de Fourier dada em (IZ=1). Entéo usando (=X3),

21
Flo)] = / dof(0)D(0—0)
0
2 27
= / dof(e)i D em@=) = 3 oim’ 1 / dof(0)e™ =" cpe ™ = f(0), (1.85)
o 2m o 2m - m - ’ ’
0 MmEZL MmeEZL 0 meZL

onde usamos também (=3). Note em (C=J) a incrivel propriedade da “quantidade” (C=3) com relagdo
a funcdo continua (arbitraria) f(f) (denominada de “nicleo”). Esta propriedade assegura a qualidade de
“funcao generalizada” (ou distribuicao) a quantidade ® em ([Z=3). A propriedade ([Z=3) é tao fascinante que

recebeu um sobrenome: distribuicdo “delta” de Dirac™,

2
SO—0)=" em=), %/ dof(6)5(0 —0") = f(8). (1.86)
meZ 0

Uma observacao importante: o resultado & direita em ([C=0) é valido somente para 0 < 6’ < 27, pois esta é
a condigao para determinarmos os coeficientes da expansao de Fourier da fungao f(6) de acordo com ([CX2).
Quando 6" ndo estd no intervalo indicado em (C=0), aquela integral é zero! isto parece mégica (como em
mathemagicians em referéncia aos nossos colegas mathematicians).

1.5 Mecanica Quantica

Nao se assuste com este titulo! ele nao pressupoe que vocé saiba, melhor, tenha alguma familiaridade com
as técnicas de Mecanica Quantica. Diz um ditado que aquele que afirma saber a Mecanica Quéantica, com
certeza nao a sabe. Desejamos, portanto, modestamente, explorar um pouco mais a notagao de bras e kets
para interpretar fisicamente os geradores de uma &dlgebra de Lie. Certamente, a Mecanica Quéntica, por ser
uma parte importante na fronteira do nosso conhecimento, é um paradigma para estas interpretagoes.
Vamos supor que uma determinada particula esteja localizada (no sentido cldssico) no plano zy por
coordenadas polares (r,6). Naturalmente vocé j& deve ter notado que o complemento “no sentido cléssico”
de “localizada” deve ter implicagbes. De fato, um dos principios basicos em Mecanica Quantica, entre muitos
outros que fogem ao nosso senso comum, diz que uma particula nao pode ser localizada com exatidao. Mais
ainda, a incerteza na posigao estd ligada a incerteza no momentum linear. Sim, posicao e momentum
sdo varidveis conjugadas em Mecéanica Cléassica. Perfeito! estas incertezas ocorrem sempre com varidveis
conjugadas, como tempo e energia ou angulos de rotagao e momentum angular. Este principio é conhecido
como o Principio de Heisenberg. Outra sutileza é que quantidades cldssicas como posicao e momentum
sao operadores em Mecanica Quantica. Os autovalores destes operadores estao em correspondéncia com as
quantidades cldssicas. Para incorporarmos tudo isto, falaremos sobre os autovetores (ou auto-estados) |r, 8)
do operador posigao desta particula localizada classicamente em (r,0). Como estaremos interessados aqui
apenas no operador rotagao, o qual deixa o mddulo r inalterado, iremos escrever apenas |6) por comodidade.
O nosso objetivo é interpretar fisicamente a a¢ao do operador de rotagio e de seu gerador no estado |6).
Classicamente, a particula serd rodada em torno de um eixo fixo passando pelo origem e perpendicular ao
plano zy. E quanticamente? Considere o estado inicial como sendo |6p). Apds a agdo de uma rotagdo R(6),

15Quantidade?! Nio é uma funcido? N&o é uma funcio, mas é classificada como uma funcio generalizada.
16Na Fisica, conhecida por “funcido” delta de Dirac, embora nao seja uma funcao.
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1.5. Mecanica Quantica Capitulo 1. Simetria Axial

esperamos que o novo estado do operador posigao seja |0y + 6). Vamos mostrar a seguir como este resultado
pode ser usado para interpretarmos fisicamente o gerador de uma rotagao.

Primeiro devemos observar que os estados |m), ou seja, os autovetores do gerador J, das rotagoes R,,(6),
formam um conjunto completo, isto é

(m|m’) = 6mm, (ortonormalidade), Z |m)(m| =1, (completeza). (1.87)

Ser um conjunto completo tem as suas vantagens, significa que qualquer outro estado, como |6), por exemplo,
pode ser decomposto na forma

0) = cmlm). (1.88)

m

Usando a relacdo de ortonormalidade em (C=7), podemos determinar as constantes c¢y,:

(m|0) = Zcm (m|m’) (1.89)

Substituindo este resultado de volta em (C=J), temos

|6) = Z ml|0) jm) = Z |m)(m|0) = Z |m)(m| =L (1.90)

m

Note que reobtivemos aqui a relacdo de completeza sem a necessidade de supor que os bras e kets sejam
matrizes. Lembrando que o operador de rotacdo é unitério, RT(§) = R™1(0) = R(—0), e que R(f) atua nos
autovetores de J, na forma

R(O)m) = e "™ |m) <= (m|R" = "™ (m|, RT|m) = "™ |m), (1.91)

e levando em conta que o estado |#) pode ser obtido através de uma rotagao aplicada ao estado de referéncia
|60 = 0), |0) = R(6)]00), entao

16) =D _(ml6) m) =D _{(m|Rlfo) lm) = _{Bo|R"|m)" [m) = _(m|fo) e~ m), (1.92)

m m m m

onde usamos também a propriedade (IZ3). Tendo escrito o estado |f) em termos dos autovetores de J,
podemos calcular a agdo de R(6') em |6):

R(0)[0) = e~*"2[0) = 3 “(mlfo) e=" =1 [m)

o (1.93)
= > (mlo) e~ m) = 0.+ ¢).

m

Isto é exatamente o que esperdvamos: o vetor |#) é rodado de um angulo ¢’ pela agao de R(6’). A acédo do
gerador J, em |#) também pode ser calculada facilmente (primeira linha da expressdo abaixo):

J10) = 3 (mlfo) e Jufm) = 3 (ml6oym e [m)

_ }9 (;<m|90> emims |m>)m i216).

Note que a segunda linha foi invencao nossa e é esta observagao que nos permite um interpretagao fisica
para o gerador J,. Portanto, o gerador J, comporta-se como uma derivada em relagao ao dngulo de rotagao
0 e isto é exatamente a definicdo da componente z do operador momentum angular em Mecanica Quéantica
(faca o Exercicio @),

(1.94)

0 0 0
= = —1 1'
J. = apy — yp, = —ih(x o Yor ) = —ih 56" (1.95)
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Capitulo 1. Simetria Axial 1.6. Exercicios

onde estamos usando i = 1 em (CHE). Podemos conjecturar entdo que as componentes do momentum
angular serdo os geradores das rotagoes espaciais. Esta conjectura é verdadeira e serd o tema do Capitulo 0.
Estas relagoes entre quantidade fisicas e geradores de grupos de Lie serao exploradas também nos proximos
capitulos.

Espere um minutinho! tem um sinal trocado quando os resultados obtidos em ([CI) e (CT) sdo compa-
rados. Muito bem! Além disto, se vocé acha estranho a derivada de um estado quantico em (IZI), por estar
habituado a derivar somente funcoes, entao podemos observar o seguinte: em Mecanica Quantica sempre
existem funcoes associadas a estados, denominadas de fun¢ées de onda. Em geral, uma fungéo de onda é
sempre obtida através de um produto escalar. Por exemplo, a fungéo de onda (), associada ao estado |t))
projetado no vetor posigao |#), é definida como

P(0) = (0]v). (1.96)
A agdo do operador J, na fungdo de onda () é calculada também por um elemento de matriz (faca o

Exercicio [3):
0P

T0) = 012199 = (01} 1) =~ (0h) = ~i 0, (1.97)

onde usamos a condi¢ao de hermiticidade JJ = J, e o resultado (M) escrito na forma de um bra. Note que
o sinal negativo é recuperado quando permitimos J, atuar em uma fungao de onda. Portanto, o gerador J,
das rotagoes SO(2) em torno de um eixo fixo é interpretado fisicamente como a componente z do momentum
angular em Mecanica Quantica.

1.6 Exercicios
Exercicio 1 Use

sen (o + 8) = sena cos B £ cosa sen B, cos(a=+ ) = cosa cos S F sena sen 3, (1.98)
para provar as relagoes (L3). Efetue o produto matricial (D) e verifique que ele fornece o mesmo resultado.

Exercicio 2 Verifique a propriedade de linearidade (LX) explicitamente, isto €, escrevendo todas as com-
ponentes dos vetores envolvidos.

Exercicio 3 Use a matriz R(0) definida em ([CA) para verificar cada uma das propriedades de um grupo
de Lie, satisfeitas pelas rotagées: (1) existéncia da identidade, (IA); (2) existéncia da inversa, (CA); (3)
o produto entre elas € fechado, (), e que o novo pardmetro é uma fungdo continua dos antigos, (CID);

’

(4) o produto entre os elementos do grupo € associativo, (C). Verifiqgue também que o produto é abeliano,

Exercicio 4 Obtenha a matriz J, definida em (CIX) usando a matriz de rotagao (CA), a defini¢do (C) e
cosAa=~1, senAa=~Aa, Af—0. (1.99)

Exercicio 5 Re-obtenha a matriz J, definida em (CIR) derivando cada elemento da matriz (IQ), multipli-
cando por i e fazendo 6 = 0, conforme indicado em (IZZ0).

Exercicio 6 Use a matriz J, definida em (CI3) para verificar explicitamente a propriedade de hermiticidade
dada em (Z2).

Exercicio 7 Use a matriz J, definida em (CI3) para calcular os seus autovalores e autovetores normalizados
como em (30) e depois verifique explicitamente as propriedades dadas em ([Z33).

Exercicio 8 Use as propriedades (C33) para mostrar explicitamente que a matriz de rotagdo definida em
(3A) pode ser obtida através da exponencial (CZJ).

Exercicio 9 Verifiqgue a (C39) da seguinte forma: primeiro efetue os produtos matriciais do lado esquerdo
e depois efetue a exponencial do lado direito, usando o defini¢io dada em (ICZ3).
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1.6. Exercicios Capitulo 1. Simetria Axial

Exercicio 10 Usando a defini¢cdo da exponencial de um operador dada em (ZZ2), determine explicitamente
a ag¢do do operador J, em ().

Exercicio 11 Use

9] 0
J, = ap, — =—i(lx=— —y=), x=rcosf, y=rsenb, 1.100
. = TPy~ Ype ( oy Y 5% y (1.100)
onde (x,y) € a posi¢do de uma particula numa trajetdria circular de raio r e (pg,py) sGo as componentes do
respectivo vetor momentum linear, para mostrar que J, também pode ser reescrito na forma

0
J, = —i—. 1.101
=i (1.101)
Sugestdo: use a regra da fungdo composta para escrever primeiro as derivadas parciais 9/0r e 9/00 em
fungdo das derivadas parciais em x e y; depois inverta estas relagoes e substitua-as de volta em (ICID).

Exercicio 12 Verifiqgue que o mesmo resultado (CIA) pode ser obtido também usando diretamente (ICH) e
a propriedade de hermiticidade enunciada em (D). Espero que estes exemplos tenham convencido vocé da
importdncia prdtica (visual) da notagdo de bras e kets.
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Capitulo

Simetria Translacional

Realmente me agrada saber que vocé é perseverante; nao desiste de suas metas. A ciéncia se alimenta disto e
de pessoas como vocé. Muito bem! passou pelo primeiro capitulo. Eis entao algumas linhas sobre o que sera
feito nas proximas segoes. Além das rotagoes, as translagoes espaciais, continuas e discretas, desempenham
um papel igualmente importante em fisica pois, afinal de contas, um movimento nao estd completo somente
com rotacgoes, precisamos transladar e rodar, ou seja, precisamos bailar. Iniciaremos estudando as translacoes
unidimensionais continuas e em seguida aquelas discretas, onde faremos uma aplicagdo em Fisica do Estado
Solido. Sim, uma aplicacdo modesta, muito modesta. Mostraremos como é possivel provar o teorema de
Floquet-Bloch apenas com base nos conhecimentos adquiridos sobre o grupo das translagoes. Sem exageros, o
teorema de Bloch, como o teorema de Floquet-Bloch é mais conhecido, é uma das pedras fundamentais (ou dos
sonhos?) da Fisica do Estado Sélido. Em outras palavras, deveremos comemorar assim que demonstrarmos
este resultado.

2.1 Caso continuo

Ser atraido pelo desconhecido é uma caracteristica humana. O conhecimento mora no desconhecido. E
preciso mergulhar na escuridao para encontrar o conhecimento novo. “Vamos tomar emprestada aqui uma
notagdo muito comum em Mecéanica Quéantica (Dirac) para representar estados de um sistema fisico.” E
disto que estou falando (novamente!). Vamos denotar por |zo) o auto-estado do operador posigdo de uma
particula localizada (classicamente) na posigdo zp. Uma translacdo T'(x) por uma quantidade continua z
pode ser entao escrita como

T(z)|xo) = |zo + ), (2.1)

isto é, a particula localizada (classicamente) inicialmente na posigao xg é transladada para xg 4+ x. Podemos
ver facilmente que o conjunto infinito destes operadores de translacdo, T'(x), dependentes de um tnico
pardmetro continuo, —co < x < 0o, forma um grupo de Lie abeliano (faca o Exercicio [3):

I =T(0), (2.2)

T\ () = T(—), (2.3)
T(2")=T(x)T (') =TT (x), 2" =&, 2)=2+x (2.4)
T(=")[T (2" )T (2")] = [T(2")T (2")]T (") (2.5)

Note que 2" = £(x,2') = z + 2’ em (EA) é uma fungado continua de z e 2/, uma condigdo necessédria para ser
um grupo de Lie.

Vamos denotar por T; o grupo destas translagbes unidimensionais, independentemente da diregao es-
pacial. Naturalmente, podemos definir os grupos Ty e T3, das translacoes no plano e no espago, res-
pectivamente. Mesmo em diregoes diferentes, as operagoes de transla(;ao comutam. Desta forma, uma
translacdo tridimensional T'(r) numa diregao arbitraria r = T+ Y] + zk pode ser escrita como uma com-
posicao das translagoes em cada diregdo (sem nos preocuparmos com a ordem), T(r) = T'(z)T(y)T(z).
Obviamente, estas translagoes espaciais formam grupo T3 das translagoes espaciais no espago euclidiano, o
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2.1. Caso continuo Capitulo 2. Simetria Translacional

qual contém T; como subgrupos (i = 1,2). Como estes subgrupos comutam entre si, nenhum deles é modi-
ficado pela agao dos demais (subgrupos invariantes). Neste caso, a composigao T'(x)T(y)T(z) é um produto
direto T(2)T(y)T(z) = T(z) ® T(y) ® T(z). Também faremos uso da notacao T'(r) = T(x)T(y)T(z) =
T(x,y,z). Estas translagoes tridimensionais atuam em vetores também escritos em termos de produtos
diretos: T'(z,y,2)|x,y, z) = T(x)|z) @ T(y)|y) @ T(2)|z).

Note que o parametro  do grupo das translagoes T1(z) néo estd limitado a um determinado intervalo,
isto é, ndo h4 limites inferior e superior. Como o parametro x ndo estd limitado, diz-se que o grupo T1(x)
é ndo-compacto. Assim, o grupo SO(2) estudado no Cap. 0 é compacto. Desta forma, os grupos de Lie
sao classificados em duas grandes categorias: compactos e nao-compactos. Todos os grupos compactos tém
todos os seus parametros limitados inferiormente e superiormente, enquanto os grupos nao-compactos tém
pelo menos um de seus pardametros sem um ou nenhum dos limites inferior ou superior.

Naturalmente, queremos seguir na trilha construida no capitulo anterior. Apds definirmos fisicamente
uma rotagao, inventamos uma maneira de descrevé-la matematicamente através de matrizes. Nés adoramos
matrizes! O préximo passo entao, é escrever uma translagao unidimensional numa forma matricial. Sem
receitas, apenas invente uma maneira! Como estamos no caso unidimensional, os vetores e matrizes naturais
serao também unidimensionais. Isto seria perfeito se o grupo em questao agisse multiplicando os vetores
originais, mas uma translagao age somando um nimero real. Nao tem jeito, devemos abandonar o espago
unidimensional e ir para um espaco de dimensdo mais alta. Olhar de cima sempre nos did uma visao
panoramica, unificada. Entdo vamos subir para duas dimensées. Assim, o estado |x) serd representado por
uma matriz coluna contendo a posi¢ao x na primeira linha e a unidade (1) na segunda linha,

- (7). 26)

Apés uma inspecao rdpida, a matriz que representa a translagdo T'(x) definida em (ETI) serd (faca os

Exercicios @ e [3)
1 =z
T(x) = (O 1) . (2.7)

Note que a generalizagao para mais dimensoes é imediata. Por exemplo, as transla¢oes T'(z,y) no plano zy
e T(z,y, z) no espago podem ser escritas como (faca o Exercicio [0D)

10 =z 1 0 0 =z
01 0 y

T(x,y) ={0 1 y|, T(x,y,z) = 001 z|° (28)
001 00 0 1

respectivamente. Note a presenca da identidade no bloco formado pelas duas primeiras linhas e colunas de
T(x,y). A mesma observagao vale para trés dimensoes.

Quem sao os geradores das translagoes? Como no caso das rotacoes, podemos expressar uma translagao
arbitraria em termos de um gerador. Para isto, basta escrevermos uma translagdo infinitesimal em torno da
identidade: .

T(Az)=1—iAzP,, P,= <8 é) . (2.9)
Procedendo exatamente como no caso das rotagoes, o operador translagdo T'(x) satisfaz a mesma equagao
diferencial harménica (faga o Exercicio 1),

dT ,
2 = ibT, T(z)= C (2.10)
onde T
Pp=i—| . 2.11
Vda 0 (2.11)

O gerador P, forma a algebra de Lie ¥;, abeliana, associada ao grupo T;. Em duas dimensoes, a dlgebra
T tem dois elementos (faga o Exercicio [3):

0 0
P,=(0 0
0 0

O O =

00 0
, P,=1(0 0 i]. (2.12)
00 0
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Capitulo 2. Simetria Translacional 2.1. Caso continuo

Podemos notar entao que
[P:, P)] =0, (2.13)

isto é, a algebra ¥, também é abeliana. Faca o Exercicio [ para generalizar estes resultados para trés
dimensoes.

Como a &lgebra de Lie T, associada ao grupo T, é formada somente por P,, entao ela é abeliana.
Portanto, suas representagoes irredutiveis sao unidimensionais, devido ao lema de Schur. O mesmo vale
para mais dimensoes. Vamos denotar por p, os autovalores (continuos) de P, e por |p,) os autovetores
correspondentes:

—+oo
1
Pulp) = polp.). Cilipeem@ Sy - [ d o). =1 (214)

— 0o

A tnica restricao que queremos impor sobre os autovalores p, é que eles sejam reais, para garantir que os
geradores P sejam hermitianos, P, = PJ, se quisermos nos restringir s representacdes unitérias do grupo
das translagoes. Generalize para trés dimensoes. No entanto, neste caso, veremos que nao ha qualquer outra
restricdo. Os autovalores p, sdo numeros reais continuos e ilimitados. As representacoes irredutiveis do

grupo T serao entao etiquetadas pelo indice continuo p,,
T(x)lpa) = e |ps) = e P |p,). (2.15)

Podemos notar que estas representacoes sao unitarias, T]D’T1 = T;{T (faca o Exercicio E0). Os elementos de
matriz correspondentes sao

(P2 Pe|ply) = Pl (Da|ply) = 27D 6 (pe — 1Y),
Tpop, = (02| T(2)|P}) = P2 (py|pl,) = 2me™"P* §(p, — ).

Note que nao ha qualquer restricao adicional aos possiveis valores do autovalor p, neste caso. Eles sao
continuos e ilimitados, ao contrdrio das irreps unitdrias do grupo SO(2), onde o indice das irreps é discreto.
Este é um resultado geral: irreps unitarias de grupos nao-compactos sempre apresentam alguns de seus
indices (ntdmeros quanticos) continuos. Portanto, do ponto de vista fisico, os grupos compactos devem ser
uteis na descrigdo de sistemas com um espectro discreto de energias (digamos), como é o caso de sistemas em
Mecanica Quantica que exibem estados ligados (4tomos, moléculas, etc.). Os grupos nao-compactos estao,
em geral, associados com sistemas fisicos cujo espectro de energia é contunuo, como uma particula livre.

Também, de forma andloga ao grupo das rotagoes, o elemento de volume invariante a esquerda neste
caso é dx. No entanto, como o grupo é nao-compacto, o seu volume ¢ infinito, isto é, algumas integrais
divergem. Estava demorando para comecar os problemas. Mas isto nao nos impede de escrever as relagoes
de ortonormalidade e completeza para os elementos de matriz T, (z) = T}, p, () como:

(2.16)

+o0 +oo
/ @R, (=) = 276(ps — 1), / dps Ty, (2)T7. (2') = 216(z — o). (2.17)

Note que a “soma” no indice p, correspondente a soma no indice discreto m em (IC21), foi devidamente
trocada por uma integral. Estas relagoes sao novamente as mesmas relacoes usadas em andlise harmonica
por séries de Fourier generalizadas.

Como usual em Mecénica Quantica, uma funcao de onda arbitrdria ¢ (z) é dada por um produto escalar,

P(z) = (2¢), (2.18)

onde |1) é um estado possivel do sistema fisico em consideracdo. Isto nos permite interpretar fisicamente o
gerador P,. Primeiro, precisamos escrever o estado |z) em termos dos autovetores |p,), levando em conta
que p,; € R (faca o Exercicio E1),

—+o0

1

0= 5 [ dps clp)lpn), clp) = o DO (2.19)

— 00
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2.2. Caso discreto Capitulo 2. Simetria Translacional

Desta forma, a agao do gerador P, em |z) é (faca o Exercicio €2)

0
P.lr) =i—|x). 2.20
2la) = i5la) (220)
Portanto, usando (EZ13) e o fato de P, ser hermitiano, P;f = P,, pois caso contrario, o operador translacao
T, (x) ndo seria unitario devido a (EZI), teremos

Poip(x) = (2| Py |yp) = —igl}. (2.21)
x
Isto significa que, do ponto de vista da mecanica Quéntica, onde derivadas espaciais estao ligadas ao operador
momentum linear, o nosso gerador P, das translacées unidimensionais T}, (z) na irrep p, é o operador
momentum linear P, = —(4/)0/0x (com i = 1). Generalize para trés dimensoes. Assim, podemos afirmar
que as componentes do momentum linear gera o grupo das translagoes espaciais.

2.2 Caso discreto

Vamos considerar aqui apenas as translagoes por uma quantidade da forma a = njai, n1 € Z, a1 € R, na
diregdo do eixo x. Assim,
T(a)|z) = |z + a) ouT(a)x =z + a. (2.22)

Este é um caso particular das translacoes continuas estudadas na se¢ao anterior. No entanto, vamos deno-
tar por K o gerador destas translagoes particulares. Portanto, suas representagoes irredutiveis devem ser
similares aquelas do caso continuo,

K|k) = klk), Ti(a)lk) = e “K|k) = e7Mk), (k|K') =2m6(k — k'), keR. (2.23)

Entretanto, ao contréario do caso geral, aqui podemos ter restrigoes aos possiveis valores de k, devido a forma
dos deslocamentos a ser discreta, a = niay, ny € Z. De fato, vamos considerar duas irreps, k e k', onde

2
E=k+b b=mb, b="— m €Z. (2.24)
ai
Entao as irreps k e k' sao equivalentes, pois
efik:/a _ efi(k:er)a _ efika efiba _ efika efim1n127r _ efika' (225)

Portanto, as representagoes irredutiveis em (E2Z3) estdo restritas & regido k' < k+b. Esta regido é conhecida
como primeira zona de Brillouin, uma nomenclatura emprestada da Fisica do Estado Sélido.
Seja Yy () = (z|k) uma fungao de onda (continua em z). Entao, de (E223) temos

Kiy(z) = (2] K|k) = ki (2), (2.26)

mostrando que as fungbes de onda 1, (x) sdo autofungdes do gerador K. A agéo de T (a) em ¢, (x) pode ser
calculada de duas formas. Primeiro, a forma mais direta,

Ti(a)r(x) = (x|Tk(a)|k) = e~ kayy (x), (2.27)

onde usamos também as agdes dadas em (EZZ3). Este resultado é esperado, pois as fungdes i (z) sao
autovetores do gerador K das translagoes Ty(a). Por outro lado, como é a agdo da translacdo T'(a) em
uma fun¢do continua como f(x) = x? Se entendermos que esta agao deve transladar o gréfico de f(x) =z
paralelamente ao eixo X por uma quantidade a, entdo devemos ter T'(a)f(z) = z —a = f(z — a) (faga o
Exercicio E3). Isto significa que a agao de T'(a) em uma fungao continua 1 (x) deve ser da forma T'(a)y(x) =
Y(xz — a) (faga o Exercicio E3). Assim, a segunda forma de escrevermos a de Tj(a) em i (x) é

Tr(a)n(x) = du(a — a). (2.28)
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Note entdo que conseguimos uma propriedade importante sobre as fungoes de onda ¥y (z):
Yr(z —a) = e * % (z) ou Yi(x +a) = e*y(x). (2.29)

Fungoes obedecendo esta propriedade sdo denominadas de quasi-periddicas (devido a presenca da fase) de
perfodo a. A importancia de uma funcao quasi-periédica como v (x) reside no fato de podermos construir
uma fungao completamente periédica ¢ (z) de imediato, através da prescrigao (faga o Exercicio E2)

or(z) = e Foyy (). (2.30)
Portanto, quando 1 (x) é uma autofuncao do gerador K, ela sempre pode ser escrita como
Ui(x) = e op(@),  dr(r +a) = gp(@), (2.31)

onde ¢y (x) é uma fungdo periédica, denominada de fungao de Bloch. Este resultado é essencial em Fisica do
Estado Sélido e é conhecido 14 como Teorema de Floquet, para o caso unidimensional, e Teorema de Bloch,
para o caso tridimensional. A sua generalizagdo para o caso tridimensional (ou mais dimensoes) é imediata:
as quantidades x, a, b e k tornam-se em vetores, x — r, a — a, b — b, k — k, e os produtos ka e kx
tornam-se produtos escalares, ka =+ k-a e kx — KX

A simetria translacional discreta aparece naturalmente em Fisica do Estado Sélido devido ao arranjo
periddico da rede cristalina. Quando a interacao elétron-elétron é desprezada, embora ela seja muito im-
portante, o comportamento de um elétron (conhecido também por elétron de Bloch) pode ser descrito pela
equagao de Schrodinger

Hipy = exth, H= %pQ +U(r), U(r+a)="U(r), (2.32)
onde U(r) é o potencial efetivo e periédico produzido pela rede cristalina com a em uma rede de Bravais.
Como uma translagao Tk (a) nao afeta a(parte ¢inética do operador hamiltoniano H, e o potencial é periédico
em r com periodo a, entao estes dois operadores comutam. Portanto, se comutam, H e Ty podem ser diago-
nalizados simultaneamente. Assim, a autofuncéo ¥y do operador hamiltoniano H também serd autofuncao
de Ty. Desta forma, fazendo uso do Teorema de Bloch, 1 = e~ *7%¢, a equagdo de Schrédinger (Z=X3)
torna-se numa equagao diferencial para a funcao periddica @i (faga o Exercicio E3).

Em Fisica do Estado Sdlido, as quantidades a, b e k, tém as seguintes interpretagoes geométricas e fisicas:
o vetor a = nia; + nsag + ngzas define a rede de Bravais; o vetor b = m1b; + mabs + m3bg, onde

azNa asNa a; ANa
b1:27r#7 b2:27r#, b3:2w#, (2.33)
al-ag/\a3 a2~a3/\a1 ag-al/\ag
¢ o vetor da rede reciproca. Note que a; - b; = J;;. O vetor k é o vetor de onda, definido por k =

kib1 + kobo + ksbs, k; € C. A quantidade hk é conhecida como momentum linear do cristal, mas nao é o
momentum linear usual p.

2.3 Exercicios

Exercicio 13 Use a ag¢ao (EO) para deduzir explicitamente as propriedades (E22)—(E3).

Exercicio 14 Suponha que o operador T(x) possa ser representado por uma matriz bidimensional qualquer,

T(z) — (a 2) . (2.34)

c

Use a agdo (), reescrita na forma matricial

T(x)|wo) = (‘CL Z) <ﬁ°> _ (x01+ ”“’) — |20 + @), (2.35)

para mostrar que a =d =1, b=z e ¢ =0, conforme indicado em ().
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2.3. Exercicios Capitulo 2. Simetria Translacional

Exercicio 15 Mostre que a representagao matricial dada em (E20) satisfaz as propriedades (E32)—(E3).
Exercicio 16 Mostre que as matrizes dadas em (E3) satisfazem as propriedades (E32)—-(23).

Exercicio 17 Mostre que equagdio diferencial em (EI0) pode ser obtida de T(x + Ax) = T(Az)T(x), com
T(Az) escrita em termos do gerador P, em (E3), no limite Ax — 0.

Exercicio 18 Use a presci¢ao () e a representagdo espacial dada em (E3) para calcular os dois geradores
do grupo Ts dados em (EI2). Mostre que eles comutam.

Exercicio 19 Use a presci¢ao () e a representagdo espacial dada em (E3) para calcular os dois geradores
do grupo Ts. Mostre que eles comutam.

Exercicio 20 Use TT(z) = (e~ #@F=)T = eiePl ¢ q condigdo de hermiticidade do gerador P, para mostrar
que TT(x) =T~ Y(z) = T(~x).

Exercicio 21 Parta da identidade |x) = I|x), com a identidade reescrita em termos da sua relagio de
completeza, como em (EIA), para determinar o coeficiente c(p,) em (EI9). Use também o fato que |z) =
T(x)|z =0).

Exercicio 22 Use a expansio (EI9) para o vetor |x) e calcule a ag¢do do gerador P, neste vetor e mostre
que o resultado dado em (EZ20) estd correto.

Exercicio 23 Assuma que a a¢do da translagio T'(a) em uma fung¢do continua f(x) = x deva transladar
seu grdfico paralelamente ao eixo X por uma quantidade a. (1) Mostre graficamente que T(a)f(x) =z —a =
f(z—a), para f(z) = z. (2) Mostre graficamente que T'(a)f(x) = (x—a)? = f(x—a), para f(z) = 2%. Assim,
por indugao, devemos ter T'(a)f(x) = (x —a)™ = f(x —a), para qualquer poténcia f(x) = ™. (3) Use o fato
de que qualquer fungdo continua f(x) possui uma série de Taylor para mostrar que T'(a) f(z) = f(z — a).

Exercicio 24 Mostre que funcdo ¢i(x) definida em (E230) ¢ de fato periddica de periddo a, se a fungdo
Vi (x) é quasi-periddica de periddo a.

Exercicio 25 Substitua ¢y = e~ *T¢y em (IZ32) e mostre as funcdes periddicas ¢y satisfazem

1, (hk)? 2 22
Hoy =exdpy, H=—p"+U(r)+-——, p°=-h"V-. (2.36)
2m 2m
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Capitulo 3

Grupo Euclidiano Bidimensional

3.1 O grupo E,

O grupo euclidiano no plano, o qual serd denotado por Es, é formado por transformacoes lineares no
plano compostas pelas rotagoes SO(2) em torno de um eixo fixo seguidas pelas translagoes uniformes Ty
no plano perpendicular ao eixo de rotagdo. Assim, o grupo Es preserva o comprimento de qualquer vetor
no plano. Note também que o grupo E5 é formado por transformacoes lineares continuas dependentes em
trés parametros, um parametro compacto proveniente das rotagoes e outros dois pardmetros nao-compactos
provenientes das translagoes. Portanto o grupo euclidiano é nao-compacto. Como antes, vamos denotar por
R(a) uma rotagao por um angulo o (0 < a < 27) em torno de eixo fixo, digamos o eixo z, e por T'(a) uma
translacao bidimensional por uma quantidade a = aje; + agey (—00 < ap < 00), onde ey sdo os versores
da base escolhida no plano zy. Entao podemos verificar todas as propriedades de um grupo para o grupo
euclidiano numa forma algébrica. Para tal, vamos denotar por

gla,a) =T(a)R(a), R"=R7", (3.1)

um elemento qualquer do grupo E,;. Em geral, uma @@l em torno de um eixo fixo numa determinada
posigdo ndo comuta com uma translagdo (faga o Exercicio EO). Desta forma, a ordem dos operadores em
(BE) é relevante e, uma vez escolhida, deve ser mantida. A agao deste elemento em um vetor r = z1€1 +z2€s9
no plano xy é

2
r' = g(a,a)r =T(a)[R(a)r] =a+ R(a)r = =} = a; + Z R;j(a)z;. (3.2)

Evidentemente, este resultado pode ser reescrito numa forma matricial. No entanto, algumas propriedades
gerais serao discutidas primeiro. Deixaremos esta forma matricial para o final desta subsecao. Note que a
condi¢do de ortogonalidade RT = R™! = R(—a) da rotagio R(a) garante que o vetor transladado r’ — a
tenha 0 mesmo comprimento que o vetor original r (faga o Exercicio E2). Desta forma, podemos deduzir de
(B3) as seguintes propriedades (faca o Exercicio E3):

I=g(0,0) (identidade), (3.3)

9(8, ) ( a) = g(a—l—ﬁ,b—i—R(ﬁ) ) (completeza), (3.4)

,a) =g(—a (—a)a) (0Verso); (3.5)

9(7. €)[g(B, ) ( a)l = [9(v, ) (57 b)lg(a,a) (associatividade). (3.6)

A forma (B3) do elemento inverso pode ser obtida diretamente do produto (B2) impondo que g(3,b)g(a, a) =
g(a,a)g(B,b) = g(0,0). O elemento inverso também pode ser escrito na forma de operadores (muito til) se
usarmos a definigao (B) e o fato que o inverso (ou o transposto) do produto de dois operadores é o produto
dos inversos (transpostos) na ordem invertida:

g Ya,a) = [T(a)R(e)] " =R ()T "(a) = R(—a)T(—a). (3.7)
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3.2. A algebra do grupo Es Capitulo 3. Grupo Euclidiano Bidimensional

Na definigao (B), escolhemos escrevemos as translagdes a esquerda. Vimos no Exercicio EO que translagoes
nao comutam com rotagoes. (il também em capitulos anteriores que tanto translagbes quanto rotagdes
(em torno de um eixo fixo) formam grupos abelianos. E o grupo euclidiano, ele é abeliano? Vamos mostrar
que nao. Para isto, vamos partir do produto (BEZ) entre dois elementos do grupo Es. Expandindo os dois
lados da igualdade em (B2) em termos dos respectivos operadores e usando a identidade I = R(—a)R(«),
obteremos:

g(a,a)g(8,b) = T(a)R(e)T(b)R(B) = T'(a)R(a)T(b) [R(—a) R(c)| R(B)
= T(a){R(a)T(b)R(—a)}R(a +08) = (3.8)
gla+ B,a+ R(a)b) =T(a+ R(a)b)R(a + B) = T(a) {T(R@)B)} R(a + 3),
de onde concluimos que
R(a)T(b)R™Y(a) = T(R(a)b) ou R(a)T(b)= T(R(a)b)R(a). (3.9)

Entao provamos que o grupo euclidiano nao é abeliano, pois a ultima expressdo em (BEX) nos diz que
R(a)T'(b) # T(b)R(c). Além disto, provamos outro resultado importante: a primeira expressdo em (BX)
nos diz que o subgrupo das translagoes é invariante perante as rotagoes, isto é, as rotagoes atuam como uma
transformagao de similaridade nas translagoes e o resultado é outra translacao,

T(a) = R(—a) T(R(a)a) R(a). (3.10)

Sim, obtivemos uma translacio T(R(«)a) diferente da primeira T'(a), mas ainda é uma translagao. Isto
significa que as rotacoes apenas modificam a (@HAEHEY em que escrevemos originalmente as translagdes. Como
as translacoes formam um subgrupo abeliano, entdo elas sao também invariante a agdo do grupo euclidiano
inteiro. Esta observagao é fundamental para uma classificacao geral dos grupos de Lie. (Grupos de Lie
que nao contém subgrupos invariantes sao denominados de simples: Portanto o grupo euclidiano nao é
simples, pois ele contém um subgrupo invariante formado pelas translagoes. (Quando um grupo de Lie contém
subgrupos invariantes, mas nenhum deles sendo abeliano, ele é denominado de semi-simples. Portanto, o
grupo euclidiano também n&o é semi-simples, pois as translagoes formam um subgrupo invariante abeliano.
Estes dois conceitos, simplicidade e semi-simplicidade, terao importancia fundamental na classificagao geral
dos grupos de Lie e sao aplicados também as algebras de Lie correspondentes.

Como mencionado anteriormente, usando a agao (B3), é possivel realizar um elemento do grupo euclidiano
por uma matriz (faca o Exercicio E3),

cosa —sena ap x
g(a,a) = | senax  cosa a2 ]|, r=|y]|, (3.11)
0 0 1 1

onde usamos novamente o truque de escrever o vetor posicao usando trés componentes. Esta matriz re-
presenta univocamente um elemento de Eo agindo no vetor r, isto é, todas as propriedades em (B3)—(B3A)
podem ser verificadas usando diretamente (faga o Exercicio B) a representacdo matricial (). Algumas
propriedades da matriz (BI0) devem ser comentadas (verifique): (i) o seu determinante é 1; (ii) seus auto-
valores sdo 1 e e*'®; (iii) ela ndo é ortogonal (e nem unitaria). A aparente artificialidade da dimenséao extra
em (B), além dela nao ser unitaria, é mais uma caracteristica das representagoes de dimensao finita dos
grupos nao-compactos e nao-abelianos. Veremos logo adiante que as representagoes (irredutiveis) unitdrias
do grupo euclidiano terdo dimensoes infinitas. (Este é um resultado geral para 6s grupos de Lie nao-compactos
(no-abelianos): suas representacoes irredutiveis unitérias sdo de dimensdes infinitas.

3.2 A algebra do grupo E,

3.2.1 Geradores

A slgebra €, do grupo euclidiano pode ser calculada através da representagao matricial (BZ0). Seguindo os
passos anteriores, teremos aqui trés geradores (faga o Exercicio BO):

” 0 —i 0 ” 00 i ” 00 o
L= i 0o o], =i —|oo0 o], =i —l0o0 i|. 312
dalamg \o 0 0 datle=0  \o 0 0 9azlg,=0  \o 0 0
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Capitulo 3. Grupo Euclidiano Bidimensional 3.2. A algebra do grupo E»

De fato, os elementos do subgrupo das translacoes, bem como os elementos do subgrupo das rotacoes, podem
ser escritos numa forma exponencial (faga o Exercicio EI),

T(a) = e~ HarPritasPy) R(a) = e~/ (3.13)

Note que as matrizes representando os geradores P, nao sao hermitianas. Isto estd relacionado com o fato
da representacao (BI) nao ser unitéria.

Vale comentar que o fato da subdlgebra das translagoes ser abeliana, isto é, [Py, P»] = 0, entao a primeira
exponencial em (B13) também pode ser escrita como

T(a) _ e—i(a1P1+a2P2) — e—ialPl e—iasz — e—iazpz e—ialpl_ (314)

Em geral, a exponencial da soma de matrizes (ou operadores) nao é simplesmente o produto das exponenciais
como em (BTA), mas o produto de exponenciais de fungdes polinomiais das matrizes originais. Somente
quando as matrizes (ou operadores) comutam, a exponencial de uma combinagao linear delas pode ser
reescrita na forma de um produto de exponenciais de cada uma delas. Como outro exemplo, verifique que
as matrizes exp(—ia J, —ia1 Py — ia2 Ps) elexp(—ia Jy) exp(—iay Py = iasPs) sao diferentes.
Os produtos de Lie, isto é, os comutadores entre os geradores, podem ser calculados diretamente de
ET2),
[J., P\ =iPy, [J,, Pl =—iP, [P,P]=0. (3.15)

Os dois primeiros comutadores refletem o fato das rotagoes deixarem o grupo das translacoes invariante. O
dltimo comutador reflete o fato das translagoes formarem um grupo abeliano, ou seja, a dlgebra de um grupo
abeliano também é abeliana. A invariincia da subdlgebra T das translages perante a subdlgebra so(2) das
rotacoes é melhor evidenciada usando os seguintes geradores para as translacoes:

PL =P +iPs. (3.16)
Usando os novos geradores Py, as relagoes de comutacao (EI3) podem ser reescritas como
[J.,Pi] =+Py, [Py,P_]=0. (3.17)

Note que o primeiro comutador tem a forma de uma equagao de autovalores. De fato, podemos definir uma
operacao entre estes geradores da forma J, o P = [J,, Py]. Assim, (J3'o P = £Py, mostrando que Py
comporta-se como autovetores de J,, com autovalores 1. Isto para enfatizar que a a algebra das translagoes
é invariante perante a agdo da algebra das rotagoes. Desta forma, a dlgebra €5 do grupo euclidiano tem uma
subdlgebra invariante (T3). Existe uma notagdo apropriada para o caso onde uma determinada dlgebra de
Lie contém uma subdlgebra invariante. Para o presente caso, vamos denotar por

@2212+SO(2):{JZ7P1,P2} (318)

a algebra do grupo euclidiano, onde T5 é a subdlgebra abeliana das translagoes, formada pelos dois geradores
Py, Py, e s0(2) é a subdlgebra das rotacoes, formada pelo gerador J,. A notacdo (EIF) é uma convencao
onde a subdlgebra invariante é colocada mais a esquerda das demais. Quando as subalgebras comutam, o
sfmbolo + (soma semi-direta) é trocado por & (soma direta).

Tanto (BIH) quanto (BZId) mostra que os geradores {.J,, P, P} formam uma base para uma &lgebra de
dimensao trés, com um produto interno definido pelo produto de Lie. Isto significa que, por exemplo, usando
a forma (ET2),

[J., Pe) =Y CE Xy, Xy €{J., P, Pa}, (3.19)
k

onde C*, = —Ck, sdo denominadas de constantes de estrutura de uma algebra de Lie. A anti-simetria nos
dois indices inferiores das constantes de estrutura refletem o fato do produto de Lie ser anti-simétrico. No
presente caso, estas constantes sio (faga o Exercicio B2):

Cz, =0, Co, =+1, ch =0,
c:_=0, C._=0, ch =-1, (3.20)

z—

=0, Ci_=0, ct_=o.
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3.2. A algebra do grupo Es Capitulo 3. Grupo Euclidiano Bidimensional

As constantes de estrutura funcionam como uma espécie de identificacdo de uma algebra. Cada édlgebra de
Lie possui entéo esta “carteira de identidade” formada pelas suas constantes de estrutura. Esta forma de
identificacao é inica a menos de transformagoes lineares envolvendo os elementos da dlgebra. Desta forma, as
constantes de estrutura presentes nas relagoes de comutagao (BIH) e (BId) nao definem algebras diferentes.

3.2.2 Representacgoes irredutiveis

Tendo estabelecido a estrutura de uma algebra de Lie, isto é, tendo efetuado explicitamente os produtos de
Lie entre todos os geradores, o proximo passo é um estudo de suas representagoes irredutiveis. O caminho
mais facil é aquele que nos leva a representagoes unitarias para o grupo de Lie correspondente. Portanto,
iniciaremos estudando as representagoes hermitianas da algebra €;. Em termos concretos, o problema que
temos de solucionar é o seguinte: determinar a forma matricial de cada um dos geradores {.J,, Py, P2},
interpretados como operadores atuando em algum espago vetorial a ser construido, sob a condicao de que
tais matrizes sejam hermitianas, JI = .J., P,i = Py, e que satisfacam as mesmas relacoes de comutagao
(B13). Por pura conveniéncia, iremos representar primeiro os geradores {J,, Py}, ou seja, iremos usar as
relagoes de comutagio (BIQ) ao invés de (BI3). Entdo, usando a condigdo P,I = P, na defini¢do (BEID),
devemos requerer que Pl = P+ para que os operadores P} sejam hermitianos.

Pois bem, temos agora de construir um espaco vetorial apropriado para a agao dos geradores {.J,, Py }.
O adjetivo apropriado significa que as matrizes irredutiveis representando estes geradores serao hermitianas.
Felizmente existe um procedimento geral para a construcao deste espacgo vetorial, denominado de espago
portador das representacgoes irredutiveis. A primeira providéncia é encontrar um conjunto de operadores
invariantes, isto é, que comutam entre si, também conhecidos por operadores de Casimir. Entao, como eles
comutam, podemos diagonaliza-los simultaneamente. Feito isto, os autovetores destes operadores invariantes
poderao ser usados como uma base para o espago vetorial portador das representagoes procuradas. Veja que
o processo de construcao das representacgoes irredutiveis estd, passo a passo, tomando uma forma concreta.
Nossa atengao agora estd voltada para os operadores invariantes. Existe um procedimento para encontré-
los? Sim, felizmente existe, e depende somente das relacées de comutagao da algebra, mas funciona somente
para algebras semi-simples ou simples. No entanto, apesar da dlgebra €, em questao nao ser simples e nem
semi-simples, podemos verificar que o operador hermitiano (faga o Exercicio E3)

P? =P} + P} = PLPx (3.21)

comuta com todos os geradores definidos em (BId). Para verificar esta propriedade, sem usar as matrizes
(B13), devemos utilizar outra propriedade inerente aos comutadores entre matrizes (ou operadores) quais-
quer,

[A, BC] = B[A,C] + [A, B]C, (3.22)

a qual pode ser provada expandindo os dois lados e verificando-se a igualdades deles (faga o Exercicio B3).
Note ques esta propriedade é idéntica & regra de derivagdo de um produto (daf seu adjetivo “derivagdo”).
J4 que estamos nos comportando como matemaéticos em boa parte destes estudos, ndo podemos esquecer da
unicidade. O operador (BEZZI) é o unico operador de Casimir da algebra €37 Sim, ele é o tinico operador
invariante para a dlgebra €;. E as subdlgebras Ty e so(2), elas ndo podem fornecer mais invariantes? De
fato, a subdlgebra so(2) pode contribuir com o seu tnico operador invariante: o préprio J,. A subdlgebra Ty
ja contribuiu com P2. Note que apenas P? é um operador invariante da dlgebra maior €,. Note também que
o invariante P? é um polindémio quadratico nos elementos da subdlgebra ¥,. Portanto, ele ndo pertence &
algebra Ts, pois, segundo a definicao de uma algebra linear, apenas combinagoes lineares nos seus elementos
estao contidas nela. Entretanto, podemos pensar numa estrutura mais geral formada pela algebra e todos os
polinémios possiveis em seus elementos: esta estrutura é conhecida como algebra envelope. Assim, em geral,
os operadores invariantes pertencem a algebra envelope.

De volta ao nosso conjunto completo de operadores comutantes (CSCO, em Mecéanica Quantica) da
dlgebra €, e de suas subalgebras: {P?,J.}. Agora, estamos a meio caminho de terminarmos a construcio
do espaco portador. Como dito antes, os autovetores |p, m) sdo comuns ao conjunto {P?,J,}, ou seja,

P2|p,m) = p*|p,m),

(3.23)
J:|p,m) = mlp,m),
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onde p e m sao quantidades reais para que a condi¢ao de hermiticidade seja satisfeita. Estes autovetores
|p, m), abstratos, formam a base do espago portador das irreps que estamos procurando. Algumas ob-
servacoes: (i) usamos p? como o autovalor do operador P? por pura conveniéncia; (ii) os autovetores |p, m)
sdo abstratos, mas a ortogonalidade deles ¢ garantida pela condicio de hermiticidade dos operadores { P2, J, }.
Certamente podemos assumir que eles estejam normalizados. Esta é uma das vantagens de trabalharmos
com representacoes hermitianas.

Como os operadores Py agem nos vetores |p,m)? Isto é o que falta para caracterizarmos melhor o
espaco portador e, portanto, conhecermos completamente as irreps que estamos procurando. As agoes dos
operadores Py podem ser determinadas com o auxilio da relagdo de comutagéo [J., Py] = Py, pois ela
implica que o novo vetor Py|p,m) é também um autovetor de .J,, com autovalor m =+ 1,

Entao devemos ter Py|p,m) « |p,m + 1). De forma andloga,
P2Py|p,m) = PLP%|p,m) = p*Px|p,m). (3.25)

Portanto, estes dois resultados implicam que a acao geral dos operadores P1 em |p,m) deve se escrita na
forma

A constante complexa A4 ¢é determinada usando a condicdo de hermiticidade do operador de Casimir P2.
A norma do vetor (BZ0) é determinada através de um produto escalar complexo, isto é, por

(p.m|PiPylp,m) = ALAL (pom+1p,m+1) = [AL]?, (3.27)

onde estamos assumindo que os vetores |p, m) estejam normalizados. Mas hd outra maneira de calcularmos
o produto escalar (BZ2), usando a agio de P? dada em (B=Z3):

(p,m| PLPy|p,m) = (p,m| Py Ps|p,m) = (p,m|P|p,m) = p* (p, m|p,m) = p’. (3.28)
Assim, de (B22) e (B23), podemos determinar o médulo das constantes Ay :
|AL]? = p (3.29)

Isto justifica termos escolhido p?> > 0 para os autovalores de P? em (EZZ3). E as fases? sim, qualquer
niimero complexo pode ser escrito como o produto de seu médulo pela sua fase, AL = |AL|e!®*. Estas fases
¢+ (p,m) das constantes A+ devem ser determinadas pelas propriedades globais do grupo E2, pois nao ha
mais informagdes que possam ser usadas no contexto da algebra &, para determinarmos as fases. Sumariando
o que fizemos até o momento, temos:

JzIp, > m|p, >, (3.31)
Pylp,m) = pe“bi |p,m + 1), (3.32)
1
Pilp,m) = +3 SP € pm 1) + op e |p,m — 1), (3.33)
) . ) :
Pylp,m) = —ip e+ lp,m + 1) + §p el?- |p, m — 1). (3.34)

Observe que a acao dos operadores Py é mais simples que a agao dos operadores Py. Observe também a forma
como os vetores |p, m) sdo modificados pela acdo dos operadores Py: é uma acao ascendente (m — m + 1)
para P, e descendente (m — m — 1) para P_, conectando apenas vizinhos mais préximos. Por isto, os
operadores P sao denominados de operadores de levantamento e abaixamento, respectivamente, com passo
unitario.

Portanto, até o momento, nao ha qualquer restri¢ao aos valores reais de p e m ou qualquer relagao
entre eles. Entao, para cada valor de p haverd infinitos vetores rotulados por m e conectados pela agao dos
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operadores de levantamento e abaixamento Py. Na linguagem da teoria de representacao dos grupos de Lie,
diz-se que cada representacao irredutivel, unitaria, do grupo euclidiano é caracterizada pelo autovalor p de
P2 um indice continuo, onde cada vetor desta representacdo é indexado pelo autovalor m de J,, também
real, pelo menos até o momento. Em teoria de grupos, os autovalores p e m em (BEZZ) sdo mais conhecidos
por pesos das representacoes irredutiveis. Entdo, estas representagdes unitdrias (hermitianas na dlgebra)
tém dimensoes infinitas. Como a &lgebra e o grupo estao relacionados por uma aplicacdo exponencial em
torno da identidade, entdo as representagoes irredutiveis do grupo também serdo de dimensdes infinitas.
Isto exemplifica um resultado geral sobre grupos de Lie nao-compactos: suas representacoes irredutiveis
unitarias sao todas de dimensoes infinitas. Apenas os grupos compactos admitem representacoes irredutiveis
e unitdrias de dimensoes finitas.

3.2.3 A forma de Killing

Em principio, esta subsecao pode ser ignorada numa primeira leitura. Porém, o momento é oportuno para
discutirmos uma ferramenta muito 1til para identificarmos algumas propriedades importantes de uma deter-
minada algebra. Imagine que vocé encontre uma determinada algebra, a qual vocé desconhece. Vocé pode
tentar algumas combinagcoes lineares entre seus elementos a fim de reescrever seus comutadores numa forma
conhecida e entao identificd-la. No entanto, isto pode ser muito dificil se nao tivermos outras informacoes
sobre esta algebra desconhecida. Por exemplo, ajudaria saber se ela é compacta ou nao; ajudaria saber
se ela é semi-simples ou simples ou nenhum dos dois; também ajudaria saber quem sao seus operadores
invariantes. O procedimento que passaremos a trabalhar a seguir nos dird se uma determinada algebra é
compacta ou nao, se ela é semi-simples ou nao, conhecendo apenas suas constantes de estrutura e, além
disto, se ela for semi-simples, teremos também um procedimento para escrevermos explicitamente os seus
operadores invariantes.

Primeiro, precisaremos construir uma representacao inerente a qualquer algebra de Lie da seguinte forma.
Naturalmente, usaremos a algebra €5 como laboratério. Entao vamos mudar um pouquinho a notagao que
temos usado para os geradores: X; = J,, X9 = P, e X3 = P_. Fixe esta ordem. Agora use o produto de
Lie para definir uma acao da algebra &5 nela mesma, ou seja, os elementos da algebra &5 serao interpretados
como operadores (A esquerda) X e vetores (& direita) X: X; X = [X;, Xi]. Para ver como isto funciona,
basta reescrever as relagdes de comutacao (BI3) na seguinte forma (faga o Exercicio B2)

XX, = [X1,X1] = 0X; +0X5 +0X;5 00 0
XXy = [X1,X0] =0X, +1X5+0X3 = J.=X;—> |0 1 0|, (3.35)
0 0 -1

X1 X35 = [X1, X3] = 0X; +0X, — 1X3

onde iniciamos com o operador X; = J,. Note que nos guardamos as trés constantes de estrutura presentes
em cada um dos comutadores como uma coluna de uma matriz 3 x 3. Faca o mesmo para Xo ={J5,
Xo X1 = [Xp, X1] = —Xo 0
XQXQ = [XQ,XQ] =0 = J+ =X — | -1
5 0
X2X3 = [XQaX3] =0

(3.36)

o O O
o O O

e para X3 =J_,

X3X1 = [X3, X1] = +X;3 00 0

X3X5 = [X5,X5] =0 = J_=X3— |0 0 0]. (3.37)

. 1 00

X3X3=[X3,X3]=0
Estas trés matrizes representam fielmente (faga o Exercicio B3) os elementos da dlgebra &,, isto é, elas
satisfazem as relagdes de comutagdo (BEId). Note também que as matrizes representando P; e P, néao
sao hermitianas. Esta representacao é denominada de adjunta. Ela é inerente a qualquer algebra de Lie.

Teorema: a representagao adjunta é sempre irredutivel. Naturalmente, nao queremos provar este teorema
numa primeira leitura como esta.
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Agora estamos prontos para estabelecermos um critério para podermos verificar se uma algebra é com-
pacta ou nao. Para isto, temos de construir uma outra matriz g, muito especial, denominada de forma de
Killing (ou de Cartan-Killing). Os elementos g;; da forma de Killing sdo definidos assim:

gir = tr (XiXg), (3.38)

onde X; sdo as matrizes da representagio adjunta (B33)—(B=33) (ou de qualquer outra representagao irre-
dutivel). A forma de Killing da dlgebra &, calculada (faca o Exercicio BO) usando a representagio adjunta
(Bz3)-(B33), é

g= (3.39)

o O N
o O O
o O O

Note que esta matriz é degenerada, isto é, det g = 0, e que a dlgebra &, nao é semi-simples. Entao, mais um
Teorema: a forma de Killing de uma algebra nao-compacta é degenerada. Também podemos notar que a
matriz g em (BX) é diagonal e que seus autovalores (2 e 0) ndo possuem o mesmo sinal, pois zero nao tem
um sinal definido. Entao, lembrando que a algebra €, nao é compacta, temos mais um Teorema: a forma
de Killing de uma dlgebra nao-compacta nao é positiva (ou negativa) definida, isto é, seus autovalores nao
possuem o mesmo sinal. Certamente, esta é a subsecao dos teoremas. Deixando de lado o trabalho manual
em calcular a forma de Killing, ela é um teste direto, dependente apenas da representagao adjunta, para
sabermos se uma determinada &lgebra é compacta ou nao e se ela é semi-simples ou nao. O fato da forma
de Killing ser degenerada ou néo e ser definida ou nao é inerente & dlgebra, ou seja, ndo depende de uma
escolha particular das constantes de estrutura ®. Veremos no préximo capitulo como a forma de Killing pode
ser usada para determinarmos os operadores invariantes de uma algebra semi-simples (compacta ou nao).

3.3 Representacoes irredutiveis para o grupo E,

Tendo estabelecido as representagoes irredutiveis hermitianas (B330)—(BZ3) da algebra &, resta determinar
as representagoes irredutiveis e unitdrias do grupo euclidiano Eo = Ty x SO(2) correspondente. Vimos no
primeiro capitulo que a natureza compacta do subgrupo das rotagées SO(2) fornece uma condigao (global)
extra sobre o autovalor m de J, em (BZX): (i) m deve ser inteiro (positivo, nulo ou negativo) para o caso
em que so(2) é a dlgebra do grupo SO(2); (ii) m deve ser semi-inteiro (positivo, nulo ou negativo) para o
caso em que so(2) é a dlgebra do grupo U(1), o grupo de cobertura do grupo SO(2). Fisicamente, so(2) é a
algebra formada pela componente z dos momenta angulares orbital (m inteiro) e espinorial (m semi-inteiro),
respectivamente. Desta forma, os valores de m nas irreps (B20)—(B=d) podem ser apenas inteiros e semi-
inteiros. Como estamos interessados em re-interpretar as fungoes de Bessel via grupos de Lie (sim, estamos),
e isto é feito com as representagoes irredutiveis do grupo euclidiano Es contendo o subgrupo SO(2), entao
nos restringiremos somente aos valores inteiros de m. Note também que nao ha qualquer outra informacao
que possa ser usada para relacionar os valores de m e p, ou seja, as representagoes irredutiveis etiquetadas
por p continuam sendo de dimensao infinita.

Passemos assim ao cédlculo dos elementos de matriz dos elementos do grupo Es agindo no espaco portador
lp,m), p € R, m =0,£1,£2,... Isto é feito através das relagdes exponenciais (E3):

R(a)lp,m) = e~ |p,m) = ™" |p,m), (3.40)
T(a)lp,m) = e~ "2 p m), '
A agdo do elemento geral g(a,a) definido em (BI) é calculada a partir das agoes calculadas em (BZM),

g(a,a)lp,m) = T(a)R(a)|p,m) = e T(a)|p,m). (3.41)

Note que deixamos a acao do subgrupo das translagoes incompleta, pois ela pode ser simplificada pela
observagao feita a seguir. Uma translagao arbitraria T'(a) pode ser também escrita como na primeira forma
em (EQ), envolvendo uma outra translagao arbitréria e uma rotagao. Entao, espertamente, podemos ver que

IEm algebra linear, este resultado é conhecido como teorema da inércia de Sylvester.
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o vetor arbitrario a = a, 1 + a, e2 pode ser obtido rodando o vetor ae; = (a,0) com o operador R(f), por
um angulo 6 devidamente escolhido,

a= R(#)ae; =acosfe; +asenbe; =az e +ayer, |lall =a. (3.42)
Isto implica numa simplifica¢do enorme no calculo da ac¢do de T'(a) em (BZM), pois, usando (BE9), temos

T(a) = T(R(0)ae1) = R(0)T(ae;)R(—0) = e~/ e7aF1 iz, (3.43)
A presenga do gerador P; em (BZ3) ainda incomoda. E melhor usar os operadores de levantamento e

abaixamento. Com P; = (P4 + P_)/2, temos

T(a) = e 107z gmiaPy o #i0Js _ o=if): o=i§ (Py+Po) (Hi0Js _ o=if): o=i§ P g=i§Pr oHiJ: (3.44)
onde usamos também o fato que a exponencial da soma de dois operadores comutantes é o produto das
exponenciais de cada um deles e que este produto é comutativo, como mencionado em (EId). Note que
J, nao comuta com Py e, por isto, a ordem das exponenciais em (BZA) é relevante. A exponencial mais a

direita em (BEZH) pode ser efetuada facilmente:
T(a)|p,m) = ™¥ =107z o715 = o =15 P5 | 4p). (3.45)

Usando a definigao da exponencial de uma matriz (ou operador) apresentada em (ICZ3), a agdo da exponencial
dos geradores Py pode ser efetuada:

oo . oo . k

_ja —1ia i

e "% p,m Z Pi pm) = (k, 2,2 pr e p,m + k). (3.46)
k=0 k=0

Levando este resultado em (BEZ3), teremos

T(a)|p, m> _ zm@ Z leZ'aék.H k+1 ei(k¢++l¢7) einJz |p,m +k— l>
(—m)k+ k4l Ji(kgy+1 i(k—1)0 (347
=D g P e e 0 - 1),
onde usamos novamente a acao diagonal de J,.
Vamos agora fixar uma representacao irredutivel, isto é, fixar um valor para p, e determinar os elementos
de matriz do operador T'(a),
’ (—ia)t ! k+l i(kdp+lp_) —i(k—1)0 ’
p,m p,m) = ok P € € p,m |p,m -
(o' T (@), m) = 37 +Hb- (p, ' p,m 4 k= 1)
— k!
(3.48)

_ (—ia)™! k+l i(kpy+ld_) —i(k—1)0
o Z Ll 2k+l p € " e o

m’ m+k—I-

Devido a funcao delta de Kronecker participar das somas, uma delas pode ser efetuada. Vamos escolher a
soma em | = k + m — m’ para ser eliminada. Além disto, a diferenca m —m’ = n é um inteiro positivo ou
negativo. Vamos supor por um momento que n > 0. Entdo o elemento de matriz (BEZ3) pode ser reescrito

CcOomo
—ZCL 2k+n

<p7 m/lT(a) |p7 m> _ Z k| i n ' 22k+np2k+n eik(¢++¢,)+in¢, ezn@
(3.49)

o k
) s a\ n (-1) DA\2k g
— o0 (_jyn ging— (P2 PANZE ik(¢s+¢-)
e ()" e O
Este é o momento para escolhas: as fases ¢ sao arbitrarias e estao a nossa disposicao. Simplicidade é
um principio que deve ser usado sempre! A tdltima soma em (BZJ) pode visivelmente ser simplificada se
escolhermos

b +d_ =0, (—i)"e- =1. (3.50)
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Assim, as fases ficam determinadas,
T T
=, = 3.51
P+ 5 ¢ 5 (3.51)
Desta forma, o elemento de matriz (B2d) pode ser re-escrito em termos de uma das fungdes de Bessel, a de
primeira espécie, J,(x),

1)k (pa)2k

(DT pa
El(k 4+ n)!

5 = e J.(pa), n=m—m, (3.52)

TP, = (p,m/|T(a)|p,m) = ei""(%)" >
k=0

onde 6 e a sdo as coordenadas polares do vetor de translagdo a = (a,6). A funcao de Bessel de primeira
espécie J,(x) é definida como

= (=DFzioktn
Jn(x)_kz:om(§) . (3.53)

Pausa para contemplagao: as fungoes de Bessel de primeira espécie podem ser interpretadas como sendo
elementos de matrizes irredutiveis representando os elementos do grupo das translagoes bi-dimensionais.

Observe que os elementos de matriz (B23) dependem das coordenadas polares do vetor de translagao
a = (a,#), com a coordenada angular aparecendo somente numa fase. Outro resultado interessante é o fato
dos elementos de matriz (B52) dependerem apenas da diferenca entre as etiquetas m dos vetores dentro de
uma dada irrep p. Assim, podemos ter muitos destes elementos iguais. Escrevendo as fungoes de Bessel
em (B32) em termos dos elementos de matriz T, e usando resultados gerais da teoria de representagoes,
varias propriedades destas fungoes de Bessel podem ser deduzidas neste contexto, mas nao iremos deriva-las
neste momento. No entanto, pelo menos uma propriedade deve ser discutida aqui. Obtivemos os elementos
de matriz (B23) supondo n = m —m’ > 0. Pois bem, quando tivermos m < m/, podemos efetuar primeiro a
soma em k na tltima expressao em (BZH). Neste caso k =1+ n, com n = m’ —m. Fazendo isto e mantendo
as mesmas escolhas feitas em (BZ2) para as fases ¢, encontraremos (faga o Exercicio B2)

J_n(@) = (=1)"jn(2). (3.54)

Para completar, levando os resultados (E2d) e (BZM) de volta a (BZ), os elementos de matriz de um
elemento qualquer do grupo euclidiano numa dada representacao irredutivel p sao

(p.m'|g(c,a)[p,m) = e~ ™ Jy(pa), a=(a,0), n=m—m (3.55)

independentemente de n ser positivo ou negativo. Este resultado é brilhante, na incapacidade de encontrar
um adjetivo mais apropriado: os elementos de matriz de um elemento do grupo euclidiano bidimensional
podem ser escritos em termos das fungoes de Bessel de primeira espécie, exigindo apenas uma escolha de fase.
Tgualmente surpreendente serd encontrar também alequagao diferencial de Bessel paraJ,, € suas relagoes de
recorréncia ainda no contexto da teoria de representacgoes aplicada ao grupo euclidiano bidimensional.

Podemos obter as relagoes de recorréncia das fungoes J, a partir das equagdes diferenciais harmdnicas
(BTA) satisfeitas pelos geradores Py. Para tal, é conveniente reescrevermos a translagio 7'(a) na forma (faga
o Exercicio B3)

T(a) _ e—i(a1P1+a2P2) — e*’b‘(l1%(P++P_)fa2%(P+*P_) — efia+P+ e*ia_P_’ (3.56)
onde
1 .
ax = §(a1 Fiag) = geij’ o’ =dasaz, tg(£0) = +2, (3.57)
ay

Note que fizemos duas reparametrizagoes adicionais para os elementos do grupo das translagoes usando os
geradores de levantamento e abaixamento: (i) forma circular a = (a4,a_) e (i) forma polar a = (a,9).
Como os operadores Py comutam, entdo, da dltima expressdo em (BE30), temos

oT
2 =P, T. .
Sar = i (3.58)
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Os elementos de matriz do lado direito e do lado esquerdo desta expressdao podem ser calculados da seguinte
maneira:

oT (a 0 . .
| 2@y = 2 (T (@) p, m) = —i{p, | P T (@) [pym) = —ilp,m'|T(a) Pelp,m),  (3.59)
8ai 6‘ai
ou seja,
or?)
a+

onde usamos (BZX2) com a escolha de fase dada em (BZ2).

As relacdes de recorréncia para as funcoes de Bessel ficam mais simples usando a parametrizacdo polar
para os parametros das translagées. Usando a regra da derivada de uma fungdo composta, as derivadas em
termos de a e 6, definidas em (BZx), podem ser obtidas (faga o Exercicio B3):

0 9oy 8 a0 1. 0 | w0,

9a " 0a day  0a 9a_ 2% da, da_ 1)
0 Oay 0 da_ 0 7;@'(1(672-08 7e+i98) .
00 00 day 00 Oa_ 2 day da_"’"
Estas derivadas podem ser invertidas facilmente,
0 19,0 10
— T (4 2 ). 3.62
daz ~° (Ga T oo (3.62)
Substituindo este resultado e os elementos de matriz (E232) em (BTO), teremos
0,0 10, ; d n 4
(5 £ —an) @ u(pa) = €V (oo F 2) T (pa) = Fpe' "V s (pa). (3.63)
Portanto, as funcgoes J,, satisfazem a relagao de recorréncia dada por
d _n
(% ¥ ;)Jn(x) = FJpt1(x), x=pa. (3.64)
Outras duas relagoes podem ser obtidas pela soma e pela diferenga destas, respectivamente,
d
2J () = —Jpi1(x) + Ju1(x), 2xJ,(2) = 2dpi1(x) + 2dp_1(z), J(2)= = Jn (). (3.65)

Além de obtermos as relagoes de recorréncia (BTd)—(BTd), descobrimos também uma outra maneira de
escrever os geradores Py: via operadores diferenciais (sem usar recursos de Mecéanica Quéntica). Para isto,
basta reinterpretarmos a equagao diferencial (ER8) numa forma ligeiramente diferente:
o0 ,i0

T=iet?(—+

9
Pel'=1 2atazm T

8ai

(3.66)

onde usamos as relagoes (B) para trocar as derivadas circulares (a4 ) pelas derivadas polares (a e 6). Agora
podemos interpretar as expressoes a esquerda de T nestas duas igualdades como operadores diferenciais
agindo em T,
0 0,0 10
Pp=i— =ie* (- £ -
+ Oay (6a a 60>
Podemos checar (faga o Exercicio 00) também que o produto de Lie entre estes dois operadores diferenciais é
nulo. Isto significa que os geradores Py podem ser identificados univocamente com os operadores diferenciais
em (BT4). Vimos anteriormente em (CIA) que o gerador das rotagoes pode ser realizado em termos de uma
derivada em relagao ao parametro do grupo (« neste caso),

(3.67)

0

Jo =i (3.68)
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A realizagao do operador de Casimir P? = Py Py é imediata (faga o Exercicio @),

0a?  ada a?062’

Como mencionado anteriormente, esta identificacao de um elemento abstrato de uma &lgebra com uma
entidade matemaética concreta é denominada de realizacdo da algebra.

E a tdo esperada deducao da equacao de Bessel? Estamos chegando la...Vale a pena emprestar um
pouco mais da notagdo usada em Mecanica Quéntica. Usamos |p,m) em (BZ3) para denotar os vetores da
representagao irredutivel p. Esta é uma notagao emprestada da Mecanica Quantica e ela sempre existe aos
pares: para cada vetor |p, m), denominado de ket, existe um outro vetor correspondente (p, m|, denominado
de bra. Estes dois tipos de vetores devem existir para que o produto escalar entre eles possa ser escrito como
(p, m|p, m), o qual estd normalizado a um neste caso. Em Mecanica Quantica nem sempre é mais interessante
trabalhar com esses vetores abstratos. Em muitas ocasides precisamos de funcoes concretas. No presente
caso, podemos construir explicitamente as fungdes que estdo associadas aos vetores |p, m) projetando estes
nos autovetores |, a, ) do operador posi¢ao,

Ypm (e, a,0) = (a,a,0|p,m), (3.70)

P?=p,Pr=—( (3.69)

onde « é o0 angulo de rotagao das rotagoes R(«) e (a,8) é o vetor deslocamento a = R(6) ae;, em coordenadas
polares, usado nas translagoes T'(a). Naturalmente, queremos fungoes que satisfagam as condigoes (B=0)—
(B33), com a escolha de fase feita em (BZ2):

P2¢P7m(a’ a, 9) = p2 ,(/)p,m(aa a, 9), p2 Z Oa (371)
Jbpm(,a,0) = mipy m(a,a,0), m=0,+1,42,... (3.72)
Piipp (e, a,0) = Fippme1(a,a,0). (3.73)

Aqui, todos os geradores J, e Py, bem como o (Sl dc Casimir P2, devem ser realizados por operadores
diferenciais, como em (BXT2), (BTH) e (BTH), respectivamente. Como as realizagoes de Py em (BTd) néo
envolvem o angulo de rotagao a, podemos propor uma separagao de varidveis para as fungoes 1, ,, da forma

wp,m (a, a, 9) = wogp,m(a) Xp,m(av 9), (374)

onde 1y é uma cosntante arbitrdria. Desta forma, de (BZ), a equacao diferencial para &, (o) pode ser
resolvida imediatamente:
0&p m(a »
Tl =i 22O g, 0) = (o) = (3.75)
A equagdo diferencial resultante para Xp.m(a, ), proveniente de (EZ3), torna-se idéntica aquela em (BT)
para os elementos de matriz Ty, cuja solugao estd dada em termos das fung¢oes de Bessel em (B23), para
qualquer escolha de m e m’. Entdo, escolhendo m’ = 0 em (BE2d), temos

Xp.m(a,0) = ™ T (pa). (3.76)

Portanto, levando as fungoes dadas em (BEZ0) e (E2™) de volta em (BZA), temos
Upm(a, a,0) = e ] (pa). (3.77)
Note que estas fungoes formam um subconjunto (m’ = 0) dos possiveis elementos de matriz do grupo

euclidiano. Resta agora impor que estas fungoes (BZZA) satisfacam também a equagdo diferencial (B=Z)
proveniente do operador de Casimir. Apds as derivadas angulares serem efetuadas, restard

d 1d m? 9
= I =0, 3.78
(da2 ada  a? TP ) (pa) ( )
ou, realizando uma mudanca de varidvel da forma x = pa,
o d°

d | o o _ _
(z @—i—xd—x—i—m —m?)Jp(z) =0, x=pa. (3.79)
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3.4. Exercicios Capitulo 3. Grupo Euclidiano Bidimensional

Esta é a equagao diferencial de Bessel de primeira espécie. Suas solugdes s@o as fungoes (B23) se a constante
m for um inteiro positivo ou negativo ou nulo. Observe que encontramos a solugao desta equagao diferencial
sem resolvé-la explicitamente. O prego que pagamos foi o de calcular a acao da exponencial de alguns
operadores. Outras propriedades destas fungoes de Bessel, as quais nao serao discutidas neste momento,
podem também ser derivadas no contexto do grupo euclidiano.

3.4 Exercicios

Exercicio 26 Use duas canetas muito parecidas para mostrar que rotagoes em torno de um eizxo fixo nao
comutam com translagoes. Lembre-se: vocé nao pode transladar o eixo de rotacao.

Exercicio 27 Mostre que a norma dos vetores r e ¥’ — a, com v’ calculado em (B3), sao iguais. Assuma
inicialmente que a base formada pelos versores ey, seja ortonormal, e;-e; = d;;. Repita este exercicio supondo
uma base nao ortogonal da formae;-e; =1 eej-ey =a.

Exercicio 28 Mostre explicitamente (usando componentes) que a agao definida em (B3) satisfaz as propri-
edades (B3)—(Bd). Este exercicio serve também para ganharmos wm pouco mais de intimidade com somas
abstratas.

Exercicio 29 Obtenha a matriz (BEI) a partir da agao definida em (B3) e use-a para verificar (novamente)
todas as propriedades (B3)—~(BM). Verifique também o resultado (BJ).

Exercicio 30 Obtenha as matrizes (B13) a partir de (BI).

Exercicio 31 Usando diretamente as matrizes (BE13), calcule as exponenciais em (BIQ) e mostre que o
produto T(a)R(a) destas duas matrizes coincide com a matriz (B1).

Exercicio 32 Use a defini¢ao (BEI9) para as constantes de estrutura de uma dlgebra de Lie para determinar
as constantes de estrutura (B20) da dlgebra €,.

Exercicio 33 Verifique que o operador P? pode ser escrito nas duas formas mostradas em (B=20). Verifique
também a identidade (E223). Prove que o operador P? comuta com todos os geradores da dlgebra associada
ao grupo euclidiano.

Exercicio 34 Use as relagoes de comutagdo (BIA) para obter as matrizes (B23)—(B33) da representagdo
adjunta.

Exercicio 35 Verifique que as matrizes (B33)—(B32) da representacdo adjunta satisfazem as relagoes de
comutagao (BI1).

Exercicio 36 Faca um programa em computacao simbdlica para calcular a forma de Killing de dlgebra
qualquer e verifique o resultado (B=33).

Exercicio 37 Suponha n = m —m’ > 0 e efetue primeiro a soma em k = | +n na 4dltima expressio em

(BZ8). Fazendo isto e mantendo as mesmas escolhas feitas em (BER) para as fases ¢, prove a rela¢ao

Exercicio 38 Verifique os resultados exibidos em (BZXD).
Exercicio 39 Use as relagées (B24) entre ax e a e 0 para derivar as relagoes (BT).
Exercicio 40 Use a realizagio (BTd) para obter a realiza¢ao (BLR) para o operador de Casimir. Mostre

também estas realiza¢oes (BLA)—(BIA) satisfazem as relagdes de comutagao [J,, Py] = £Py, e [Py, P_] =
[P%,J,] = [P? Py] =0.
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Capitulo 4

Simetria Espacial Euclidiana

4.1 introducao

Devido & importancia das rotagoes espaciais (euclidianas) em muitas dreas da Fisica, iremos discutir aqui
suas principais propriedades, principalmente aquelas relacionadas com grupos continuos. Vamos considerar
inicialmente os possiveis movimentos de um corpo rigido. Um corpo rigido, também conhecido por sélido,
é um sistema de massas pontuais sujeitas a forgas de vinculos que mantém as distancias constantes entre
pares de massas. O movimento mais geral de um sélido consiste em uma translacdo (deslocamentos espaciais
numa dada dire¢do) conjunta com uma rotagdo (movimento giratério em torno de um eixo fixo). Leonhard
Euler (1807-1873) provou que o movimento mais geral de um sélido em torno de um ponto fixo é uma
rotagdo. Michel Chasles (1793-1880) mostrou que é possivel escolher um sistema de coordenadas no sélido
de tal forma que a diregao do eixo de rotagao coincida com a direcao da translacao. Sendo necesséario trés
graus de liberdade para especificar o movimento de translacdo e outros trés para especificar a orientagao de
um sistema de coordenadas fixo no sélido em relagdo a um determinado sistema de coordenadas externo,
entao um corpo rigido é completamente especificado no espago por apenas seis graus de liberdade. Este
nimero independe da quantidade de massas pontuais internas ao sélido. Nas discussoes seguintes, estaremos
interessados apenas nas rotacoes.

Por definicao, a rotacao de um vetor tridimensional faz com que ele gire em torno de uma determi-
nada direc@o sem alterar seu comprimento. Como vetores e pontos materiais em um sélido podem ser
especificados de forma tnica em um sistema de coordenadas no espago, uma rotacao pode ser vista como
uma transformagao de coordenadas, linear e ortogonal, em um espaco euclidiano tridimensional. Uma des-
cricao matematica um pouco mais formal de transformacoes lineares gerais e suas propriedades, incluindo
as rotacoes espaciais, estd feita no Apéndice Al

4.2 O grupo das rotacoes espaciais

4.2.1 Eixo e angulo de rotacao

Vimos no primeiro capitulo que uma rotagao no plano é completamente caracterizada por um parametro
real (limitado a um intervalo finito). As rotagoes espaciais possuem trés graus de liberdade, exigindo assim
trés parametros continuos para serem completamente caracterizadas. Estes trés parametros também sao
limitados a intervalos reais finitos. Seguindo os passos dos capitulos anteriores, iremos procurar uma rea-
lizagao matricial para uma rotagao espacial e mostrar que o conjunto destas rotagoes forma um grupo de Lie.
Esta realizacao matricial deve depender de trés parametros reais que caracterizarao uma rotagao espacial.
Talvez a parametrizacao mais conhecida seja através dos angulos de Euler [B]. No entanto, iniciaremos com
uma outra parametrizacao, mais adequada para uma discussao sobre as propriedades de grupo das rotagoes
espaciais.

Seja R(a,n) uma rotagdo por um angulo o em torno da diregdo do versor n = (n1,n9,n3). Por como-
didade, é conveniente restringir o angulo de rotacao ao intervalo —7 < a < 7 ao invés do intervalo usual
0 < a < 2. Uma das conveniéncias é que, desta forma, a identidade serd especificada univocamente (o = 0).
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4.2. O grupo das rotagoes espaciais Capitulo 4. Simetria Espacial Euclidiana

Considerando todas as diregbes possiveis, a ponta do versor n forma uma superficie esférica de raio unitério.
Cada ponto nesta casca esférica é denominado de pélo. Podemos verificar experimentalmente ® que

R(—a,—n) = R(a,n). (4.1)

Desta forma, pélos diametralmente opostos representam a mesma rotacao. O pélo formado por —n é deno-
minado de anti-pdlo.

Passemos agora ao problema de determinar os elementos de matriz R;; para uma rotacao arbitraria
R(a,n). Esta rotacao pode ser vista de duas formas: (i) agindo sobre um corpo rigido ou, equivalentemente,
(ii) modificando a posi¢do de um ponto do corpo rigido (sem deformar o corpo rigido). Podemos encontrar
uma realizagdo matricial para R(a, n) com facilidade se adotarmos um sistema ortonormal de coordenadas e
escrevermos a acao de uma rotagao em um ponto arbitrario, localizado pelo vetor posicao r. Vamos supor que
o vetor r, com a sua origem fixa em O e extremidade em P, tenha a sua extremidade rodada, no sentido anti-
horério, por um angulo «, pela rotagdo R(a,n) (faga um esbogo mostrando todas as quantidades; coloque o
versor n na vertical). Note que estamos rodando um ponto (a extremidade do vetor r), o qual passaremos a
especificar também por r. Apds ser rodada, a extremidade que estava em P, estd agora em (). Assim, este
ponto r descreverd o arco P@Q numa circunferéncia de raio |n A r| (projegao do vetor r perpendicularmente
ao eixo de rotagdo n). Vamos denotar por N o centro desta circunferéncia e por O a origem de um sistema
de coordenadas ortogonais (faga o Exercicio ). O vetor rodado r’ com a extremidade em @ pode ser escrito

como uma soma vetorial da forma
—
r' = ON + NM + MG, (4.2)

onde M é um ponto sobre a reta N P. Este ponto M é determinado pela projecao do vetor N() sobre o vetor
NP S
NM = NPcosa = cosa[r — (r-n)n], (4.3)

INP|=|NQ| = nAr| e NP=r—(r-n)n. (4.4)

O vetor M(§ é a projegao do vetor m sobre o vetor n A r, perpendicular a ﬁ,

onde

M(j = senanAr. (4.5)
Fazendo uso destas relagoes, o vetor r’ em (I3) pode ser reescrito como
r' = R(a,n)r =cosar+ (1 —cosa)(r-n)n+ senanAr. (4.6)

Portanto (faga o Exercicio 03), os elementos de matriz da rotagdo R, em coordenadas cartesianas, sdo (faga
o Exercicio [3)

3
R (a,n) = §; cosa + n;nk(l — cosar) — Z Eikl Ty SEN C, (4.7)
1=1

onde g;3; é o tensor de Levi-Civita 2 (Tullio Levi-Civita, 1873-1941). Assim, determinamos uma realizagao
matricial para uma rotagao espacial. Note que os elementos de matriz em (E22) sdo fungdes continuas dos
pardmetros « e (ni,ng,n3). Considerando uma rotac¢ao em torno do eixo z, n = (0,0,1) = k, os elementos
de matriz (22) fornecem

R cos(a) —sen(a) O
R(a, k) = | sen(a) cos(a) O, (4.8)
0 0 1

a qual é a mesma realizacao matricial usada no Capitulo 1.

1Pegue um lapis para fazer o papel do versor n e observe a ponta dele (sentido positivo) enquanto ele é girado em torno
de seu eixo, digamos no sentido anti-hordrio, por um angulo «. Agora observe o pé (sentido negativo: —n) do l4pis e repita a
mesma rotagao: vocé verd uma rotagdo no sentido contririo, ou seja, no sentido horério (—a).

2Ele é completamente anti-simétrico em quaisquer dois indices (isto implica que para dois indices iguais este tensor é zero).
Quando as trés componentes de €;5; sao distintas o valor do tensor pode ser apenas £1. Serd +1 (—1) quando a seqiiéncia ikl
formar uma permutagao par (impar) de 123. Uma permutagao ikl é par (impar) quando o nimero de transposigoes (troca de
dois nimeros) para re-obter 123 for par ({mpar). Por exemplo, 132 ¢ uma permutagao impar e 231 ¢ par.
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Capitulo 4. Simetria Espacial Euclidiana 4.2. O grupo das rotagoes espaciais

Resta agora verificarmos que as transformagoes de coordenadas Rr = r’, com os elementos de matriz
(I3), formam um grupo de Lie. Naturalmente, a identidade R = I corresponde a situagao « = 0, como pode
ser facilmente verificado usando os elementos de matriz (E22). Sendo uma rotagdo apenas (sem translagio),
entao a transformacao Rr = r’ deve preservar o comprimento do vetor r. Desta forma, a matriz R, com
elementos de matriz (E), deve ser ortogonal (veja o Apéndice @ para mais detalhes). De fato, usando a
defini¢do de determinante de uma matriz 3 x 3, e um pouco de esfor¢o algébrico, podemos verificar (faca o
Exercicio ) que

1
det R = - Z > eijkerstRir Rjs Ry = 1, (4.9)
ijk rst
como esperado. Também com um pouco de esforgo (faga o Exercicio E3), podemos verificar que a inversa da
rotacdo R(a,n) é a sua prépria transposta,

R™'(a,n) = R"(a,n) = R(—a, n). (4.10)

Naturalmente o produto de matrizes ortogonais continua sendo uma matriz ortogonal. Além disto, o produto
matricial é sempre associativo. Portanto, as matrizes ortogonais cujos elementos de matrizes estao dados em
(I3A) formam um grupo continuo com trés parametros compactos. O trago é outra caracteristica marcante
da representagio matricial (E2): ele s6 depende do dngulo de rotagao,

3
tr R(o,n) = ZR“ =1+ 2cosa. (4.11)
i=1

Resta verificarmos que este grupo continuo é um grupo de Lie. Para isto, devemos saber escrever os
parametros a3 e ng do produto R(ain;)R(asans) = R(asns), como fungdes continuas dos demais pardmetros
(lei de composigao). Para isto usaremos um esquema geométrico conhecido como “construgdo de Euler-
Rodrigues”. Para melhorar a comunicacao, acompanhe o procedimento usando a planilha “Euler-Rodrigues’ .
Como as rotagoes em questao sao arbitrarias, vamos colocar o eixo de rotagao n; na vertical e denotar seu
pélo por A. O pdlo do eixo de rotacao ny serd B. Desenhe um arco do grande circulo (meridiano) que passa
pelos pdlos A e B. Em cada poélo, gire este arco para a direita e para a esquerda pela metade do angulo de
rotagao de cada pélo. Depois de girados, estes arcos se interceptam (dois-a-dois) nos pontos C' (direita) e
C' (esquerda). O ponto C' é o pdlo do eixo de rotagio ng, cujo angulo de rotagao é o dobro do angulo entre
o arco contendo A e C' e o arco contendo B e C' (faga o Exercicio E0). Por comodidade, vamos alterar a
notagao para

1 1
Ai = cos(iai), A= sen(iai) n;, MN4+AZ=1 (4.12)

Desta forma, genialmente, Rodrigues em 1840 encontrou
A3 =AM — A1 - Ay, As=X1As+ A +A1 X Ag, (413)

para a rotacao
R(A3,Az) = R(A1, A1) R(A2, Az). (4.14)

Portanto, esta lei de composigdo é continua e as transformacgoes () formam um grupo de Lie de ordem
trés, compacto e nao-abeliano (faga o Exercicio I2).

Duas observagoes importantes antes de procedermos ao calculo dos geradores deste grupo. Ha dois
tensores (veja a definigdo de tensores dada no final da Segdo 2 do Apéndice @) completamente invarian-
tes as transformacdes (EZA): os tensores §;; (simétrico) e e;;; (anti-simétrico), e apenas estes dois (faca o
Exercicio [3).

4.2.2 Angulos de Euler

Uma rotagao também pode ser parametrizada pelos trés angulos que caracterizam a posicao relativa entre
dois sistemas de coordenadas (e; e €) fixos em um corpo rigido. Estes angulos sdo conhecidos como angulos
de Euler e serdo denotados por (0, ¢,1). Desta forma, esta parametrizagdo é dependente de um sistema
de coordenadas. Os angulos de Euler podem ser definidos da seguinte forma: I) uma rotagdo R(es, ¢) em
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4.2. O grupo das rotagoes espaciais Capitulo 4. Simetria Espacial Euclidiana

torno do eixo e3 por um angulo ¢, 0 < ¢ < 2w. O sistema (e1,eq,e3) é levado ao sistema intermedidrio
(e}, €5, e3); II) uma rotagdo R(eh,d) em torno do eixo intermedidrio e, por um angulo 6, 0 < 0 < 7. O
sistema (e}, e}, e3) é levado ao sistema intermedidrio (e, e}, ey); III) uma rotacdo R(e%,) em torno do
eixo e} por um angulo ¢, 0 < ¢ < 27. Assim, uma rotacdo arbitrdria R(v, 0, ) pode ser escrita como o
produto das rotagoes definindo os dngulos de Euler,

R(1,0,¢) = R(eg, v) R(ey, 0) R(es, ¢). (4.15)

Infelizmente, aparece uma dependéncia dos sistemas de coordenadas €} e e no resultado anterior. E
conveniente, em geral, escrever uma rotagao envolvendo apenas um sistema de coordenadas, por exemplo e;.
Para tal, devemos observar que @

SR(n,a)S™ = R(Sn, ), (4.16)

onde S é uma rotagao arbitraria. Uma maneira de verificarmos este resultado é verificando se o novo eixo
de rotacdo Sn é invariante perante a rotacio SR(n,a)S™!, pois qualquer rotacdo deixa apenas o seu eixo
de rotagao inalterado. De fato, o vetor Sn é invariante pela rotagdo SR(n,a)S™!:

SR(n,a)S™' Sn = SR(n,a)n = Sn. (4.17)
Além disto, |Sn| = |n|, pois uma rotagido néo modifica o médulo dos vetores. Como uma rotagdo em torno
de algum eixo sempre o deixa invariante, entao segue-se o lado direito da (EI3). Como o eixo intermedidrio
e}, é obtido pela rotacao R(es, ¢), isto é, e, = R(es, ¢)eq, entdo, de (IQ), temos

R(e},0) = R(es, ) R(ez, 0) R~ (e3, ¢). (4.18)
Analogamente, como o eixo €4 é obtido pela rotacdo R(e},0), temos

R(ey, ) = R(ey, 0)R(es, )R~ (e}, 0). (4.19)

Substituindo (3) e (EI9) em (EId), temos uma forma de expressar uma rotagdo parametrizada pelos
angulos de Euler em termos de um 1nico sistema de coordenadas,

R(¢797,¢J) = R(e37¢)R(62,9)R(e3,’¢). (420)
Note que utilizamos o fato de duas rotagoes em torno do mesmo eixo comutarem,
Ril(e3a¢)R(e37d)) = R(8371/))R71(63,¢). (421)

Vale mencionar que em muitos outros textos a trinca (¢, 6, 1) é escrita como («, 5, 7).
Evidentemente, a identidade aqui é obtida tomando (¢, 8,) = (0,0,0). A inversa de R(¢, 6,) pode ser
obtida da relagado (I=Z0). De fato, tomando o hermitiano dos dois lados em (—Z0) temos

R'(¢,6,9) = R(es, ) R(es, —0)R(e3, —¢) = R(—, —0,—¢). (4.22)
Agora é facil verificar que
R(¢,0,4)RY(¢,0,4) = R'(6,0,)R($,0,9) = I. (4.23)
Portanto, a inversa de ([Z0) é a matriz
R™Y($,0,9) = R(=4, =0, =¢). (4.24)

Esta secao também sera muito util quando estivermos calculando os elementos de matrizes dos elementos
do grupo de rotagao para cada uma de suas representagoes irredutiveis.
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Capitulo 4. Simetria Espacial Euclidiana 4.3. A algebra de Lie do grupo das rotagoes

4.3 A Algebra de Lie do grupo das rotacoes

4.3.1 Forma cartesiana

Seguindo o procedimento anterior, os geradores Ly, das matrizes contendo os elementos (E22) sdo determinados

pela prescrigao
, (4.25)
®)

cujas derivadas dos elementos de matriz () sao (faga o Exercicio 03)

6Rij
8ak

Qo (1 — cos a)
o3

3
eI sen o o\ ok sen o
+ ]2 — Eijk — E gijil— | — | cosa — . (4.26)
(6] (0% =1 (6] (0% (0%

Note que nao estamos incluindo a unidade imagindria na prescrigdo (=23). Desta forma, a matriz corres-
pondente a rotacao R(a) é gerada pela aplicagdo exponencial

= —5ij%sena+ (&kaj -‘r(sj'k% —2
« [0 «

R(o) = e1Litazlotasls (4.27)
Os geradores Ly, definidos em (E=Z3), sao representados pelas matrizes (faca o Exercicio ED)

0 0 0 0 0 1 0 -1 0
Li=10 0 —-1), L= 0 0 0, Ls=11 0 0]. (4.28)
0 1 0 -1 0 0 0 00
as quais podem ser escritas numa forma compacta como

(Lz)gk = 761'3']6. (429)

Estas matrizes sao anti-simétricas, de trago nulo e linearmente independentes. Os produtos de Lie entre elas
também podem ser escritos numa forma compacta (faga o Exercicio &),

3
[Li,Lj] = LiL; — L;L; = Y _ eijnLa, (4.30)
k=1

onde ij = €,;, sdo constantes de estrutura. Desta forma, os geradores L; formam a dlgebra de Lie so(3),
compacta e semi-simples, associada ao grupo de Lie SO(3).

Nos capitulos anteriores, haviamos multiplicados os geradores (CZ3) pela unidade imagindria 22 = —1
para torna-los hermitianos,

Jy =iLy, i* = —1. (4.31)
Neste caso, as novas constantes de estrutura serao icgm,

3
[T i) =0 eximom- (4.32)

m=1

Note que as matrizes (.Z3) sao utilizadas apenas para estabelecer as relagdes de comutagao (I=30) ou (I=33)
para a algebra que temos. Mais adiante iremos construir um mecanismo de gerar matrizes irredutiveis para
representar os elementos desta algebra.
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4.3. A algebra de Lie do grupo das rotagoes Capitulo 4. Simetria Espacial Euclidiana

4.3.2 Forma canodnica

A forma canonica para as constantes de estrutura da dlgebra so(3) é dada pelos geradores J, e Jy,
J,=J3 = iLg, Jr=Ji1xiJo=il1 F LQ, (433)
cujas relagoes de comutagao sdo (verifique)

[J.,Js] = +£Jo, (4.34)
[Ty, J_] = 2J.. (4.35)

Note que, da definicao (E=33), os elementos Ji ndo sdo hermitianos, pois Ji = J_. Isto é uma caracteristica
desta forma canoénica (também conhecida por forma de Cartan-Weyl).

Como veremos adiante, esta forma candnica nos permitira a determinagao da representacoes irredutiveis
da §lgebra so(3) sem maiores dificuldades. A construgio de representagoes irredutiveis em qualquer outra
forma que nao seja a canodnica é uma tarefa quase impraticavel.

4.3.3 Representacao adjunta

Vimos nos capitulos anteriores que qualquer algebra de Lie A (abstrata) traz consigo uma representagao (ir-
redutivel) adjunta, onde cada elemento X da dlgebra é identificado com um operador X (o préprio elemento)
agindo na propria algebra, gragas ao produto de Lie,

XY =[XY], VX,Y €A (4.36)

Usando a definicao (E=30) e as relagbes de comutagao na forma cartesiana (E=30), podemos ver que as
matrizes (.-Z3) sdo as mesmas matrizes da representacdo adjunta (faga o Exercicio B2). Como estas trés
matrizes nao comutam, elas nao podem ser diagonalizadas simultaneamente. Portanto, esta representacao
adjunta é irredutivel. Naturalmente, quando transformamos as constantes de estrutura, a representagao
adjunta muda de forma. Por exemplo, usando a definicao e as relagoes de comutagao na forma candnica
(=A)—(E=3), a representagao adjunta neste caso é (faga o Exercicio B3)

) 00 0 ) 00 2 ) 0 -2 0
J.o=10o 1 of, Jo=|-1 00|, Jo=[0 0 0 (4.37)
00 -1 000 1 00

H4 duas observagoes importantes em (E=32): (1) J, possui uma representacao por uma matriz j& diagonal;
(2) os geradores Ji nao satisfazem a condigdo de hermiticidade J_ = JL A condigao de hermiticidade, seja
ela qual for, é sempre uma imposicao adicional as relagoes de comutacao que definem a algebra.

4.3.4 Forma quadratica de Killing

Na construgao da representacao adjunta, usamos ora a algebra como um conjunto de operadores, ora como
um conjunto de vetores recebendo a acao de operadores. Da mesma forma que definimos a agao operacional
(=3), podemos também definir um produto escalar na dlgebra 4 (vista como um espago vetorial):

X .Y =tr(XY), VX,YeA, (4.38)

onde X ¢ a matriz da representacao adjunta. Ordenando os elementos da dlgebra, A = {X;, Xs,...}, os
produtos escalares
gij = Xz . Xj = tr ()(1)(])7 (439)

podem ser organizados numa matriz g, ou seja, formam uma métrica no espago vetorial formado pela dlgebra.
Podemos ver que esta matriz é simétrica (devido a propriedade de simetria do trago). Ela é conhecida como
forma (quadrética) de Killing. H& dois teoremas importantes associados a ela: (i) se o seu determinante é
diferente de zero, entdo a dlgebra é compacta e semi-simples; (ii) ela pode ser usada para construirmos
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operadores que comutam com todos os elementos da algebra, conhecidos como operadores invariantes. Por
exemplo, o operador quadratico

IL=> g"XipX, (4.40)
kl

onde g* sdo os elementos da inversa 1/g da métrica g, é um operador invariante, conhecido como operador
de Casimir (Hendrik Bugt Casimir, 1909-2000).

Como exemplo, a representagao adjunta (CZ3), oriunda do forma cartesiana (E220), fornece uma métrica
proporcional a identidade, g = —27 (faga o Exercicio Bdl). Desprezando o fator numérico, o operador de
Casimir aqui é L? + L%+ L3 = L?, ou qualquer outro proporcional a ele (faga o Exercicio B). Note que, se L;
representam componentes cartesianas do (vetor) momentum angular, entdo L? é o seu médulo ao quadrado.
Sendo L? um operador invariante, entdo devemos ter [L?, L;] = 0 (faca o Exercicio E).

Como outro exemplo, a representagdo adjunta (=33), oriunda do forma canénica (I=34)—(E=33) , fornece
a métrica (faga o Exercicio E3)

2 00 1 (2 00
g=10 0 4], g*lzZ 00 1]. (4.41)
0 4 0 01 0

Desprezando o fator numérico 1/2, o operador de Casimir na forma candnica é (faga o Exercicio BE3)
1
J2=J2+ §(J+J_ +J Jy) =L - 1)+ J =T (], + 1)+ J_Jy. (4.42)

Vale observar que estes operadores invariantes, por serem polindomios nos elementos da algebra, nao per-
tencem a ela. Uma dlgebra (linear) contém apenas combinagoes lineares de seus elementos. Tecnicamente
falando, estes invariantes moram num espago polinomial que envolve a algebra, conhecido por élgebra enve-
lope. Todas as regras para se determinar todos os invariantes funcionalmente independentes de uma &lgebra
de lie semi-simples sdo conhecidas. Por exemplo, a presente dlgebra so(3) é um caso particular da familia
so(2r + 1), com r = 1. O inteiro r é o posto da &lgebra. O ndmero de operadores invariantes, funcional-
mente independentes, é sempre igual ao posto da algebra. Isto significa que nao adianta procurar por mais
invariantes na dlgebra so(3), pois existe somente um.

4.3.5 Representacgoes irredutiveis

Procedendo como nos capitulos anteriores, vamos procurar pelas matrizes irredutiveis (irreps) que satisfagam
as relagbes de comutagao (I234)—(E=33) (forma candnica). Sabendo que a élgebra so(3) é compacta, podemos
impor também que estas irreps sejam hermitianas (na forma cartesiana) e finitas. Requerendo que os
elementos J; da forma cartesiana (E=31) sejam representados por matrizes hermitianas, JZ-T = .J;, entao os
geradores na forma canénica (I=33) deverao satisfazer
Ji=1J., JL=Us (4.43)
Sao estes geradores na forma canoénica que iremos utilizar na construcgao das irreps da algebra so(3).
Seguindo o procedimento padrao, devemos formar um conjunto completo de operadores comutantes (na
forma candnica) para que os autovetores comuns destes operadores comutantes possam ser usados como
vetores do espago portador das irreps da algebra so(3). Aqui, iremos usar {J., J?}, sendo J? o operador
invariante (23), para formarmos o espago portador das irreps da algebra so(3). Vamos denotar por |j, m) os
vetores de base (ortonormal) neste espago portador, com j e m ainda indeterminados. Assim, por definigao,

J:1j,m) = mlj,m), (4.44)
J2[jym) = § (G + 1)]d,m). (4.45)

onde m é o autovalor do operador J, e j esté relacionado ao autovalor j(j + 1) do operador J? (veremos
logo adiante que é conveniente escrever o autovalor de J2 como j(j +1)). Como é a acdo dos operadores J
nos vetores |j,m)?
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Usando a relacdo de comutagao (E=3d) podemos ver que os vetores Ji|j, m) também sdo autovetores de

J, como autovalores m £ 1. De fato, abrindo o produto de Lie no lado esquerdo de (E=34), podemos escrever
J.Jy = JiJ, &£ J4. Assim,

JoJg|j,m)y = (m £ 1)Jg|j,m). (4.46)

Portanto, o vetor Ji|j,m) também é autovetor de J, com autovalor m + 1. Porém, conforme (ZA), este
vetor J1|j,m) deve ser proporcional ao vetor |j,m £ 1),

Ate aqui, usando a relagdo de comutacgao (I=3), conseguimos descobrir como os operadores Jy modificam
os vetores | Js m}. E importante observar que os operadores J4 atuam como operadores de levantamento
e abaixamento, conectando um vetor com seus vizinhos mais préximos (passo um). Isto significa que, se
queremos uma irrep finita, a acdo sucessiva dos operadores Jy no vetor |j,m) deve terminar em algum
momento. Para que isto aconteca, deve haver os limites superior e inferior para o possiveis valores de m.
Digamos, depois de um niimero N de passos, as N agoes sucessivas dos operadores J1 no vetor |j, m’) atinja
os vetores Ay (j, My)|j, M1), com My = m’+N. Impondo que estes vetores limites tenham seus coeficientes
nulos, A4 (j, My) = 0, a fim de garantir uma representagao finita, entao os coeficientes AL (j,m) devem ser
proporcionais a |M,| —m, quando m méximo for maior que zero (pela agdo sucessiva de J1), e a |[M_|+m,
quando m minimo for menor que zero (pela agio sucessiva de J_),

Ay (j,m) o< (|Mx| Fm). (4.48)

Naturalmente, os coeficientes A4 (j, m) podem ser nimeros complexos. Entretanto, estes coeficientes preci-
sam ser proporcionais aos cortes (M1 Fm) para que a ac¢do dos operadores termine depois de alguns passos
quando m atingir M.

Além dos cortes (EZ3), os coeficientes AL (j, m) precisam ser diretamente proporcionais a outros fatores
similares se levarmos em consideragdo a condi¢do de hermiticidade (Z3) para os operadores Jy. De fato,
devido a condicdo de hermiticidade J1i = Jx, temos (,m|JLj,m+1) = (4,m|Jx|j,m £ 1). Acontece
que, usando (EZ3), temos (j, m|Jx|j,m £ 1) = Ax(j,m £ 1). Por outro lado, aplicando uma transposicao
complexa em (1), temos <j,m|Jl|j,m +1) = A% (4, m). Portanto, devemos ter

Ax(j,m) = AL(j,m £ 1). (4.49)
Aplicando esta identidade em (IZ3), tendo em mente que m e My sdo reais, devemos ter novos cortes
Ar(j,m) < (|IMy| Fm)(|Mz| £m +1). (4.50)

Uma pequena pausa para falarmos um pouquinho de Fisica, mais precisamente, para falarmos sobre
unidades. Vimos que os operadores J; representam as componentes do vetor momentum angular. Momentum
angular tem as mesmas dimenoes de energia vezes tempo. Mas isto nao é o mais importante; importa que se
os operadores J; tem dimensoes (quaisquer que sejam), entao seus autovalores e elementos de matriz devem
possuir estas mesmas dimensoes. Olhando para (I20), vemos uma expressdo quadritica nas dimensoes
dos autovalores dos operadores de momentum angular (note que j aparece de forma quadrética em (IZ3)).
Assim, para balancear as dimensoes, devemos ter

Ag(jym) = =0 /(IMy | F m) (M| £ m + 1), (4.51)

onde as fases ¢4 sdo reais. No entanto, levando () em (EZ), o qual é o um resultado mais amplo,
concluimos que

¢+ (j,m) = —¢£(j,m+1). (4.52)
Até aqui ainda ndo usamos o operador de Casimir. Usando o operador de Casimir J? nas formas
J.(J. £1) + JxJx, veja (232), e a equagao de autovalor (Z3), temos
(G.m|T?|j,m) = (i +1)
= (G,m|J.(J. + 1) + J_Jy|j,m) = m(m + 1) + | A, (m)|? (4.53)
= (j,m|Jo(J: = 1) + JpJ_|j,m) = m(m — 1) + |A_(m)?,
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onde fizemos uso de (M) para usarmos Ay (m F 1)Ax(m) = |Ax(m)[%. Da igualdade dos dois resultados
independentes em (23), temos uma conclusao importante: os elementos de matriz Ay devem ser raizes dos

autovalores j e m, como previsto em (IC2), pois

|Ax(m)]? =4 +1) —m(m £ 1). (4.54)

Note que, neste resultado, nao sabemos ainda quem é j e nem temos informagoes sobre as fases. Natural-
mente, comparando () e (20), chegaremos a conclusao que | M| = |M_| = j, pois

[Ac(m)? = (Mg Fm)(|M| £m +1) = |My|(|Mg| + 1) £m(|My| - [Mz]) - m(m£1),  (4.55)

resultado este que deve ser idéntico ao lado direito de (3d). Esta igualdade nos permite concluir, apds
um pouco de andlise, que |My| = |[M_| = j. No entanto, é instrutivo encontrar este mesmo resultado
de uma forma ligeiramente diferente. Usando o resultado (EC23) na igualdade m(m + 1) + |Ay(m)|? =
m(m — 1) + |A_(m)|?, proveniente de (EZ3), temos |My|(|M_| + 1) = |[M_|(|M4| + 1), a qual implica
em |M,| = |M_| = M. Levando este resultado de volta em (E33), e depois comparando-o com (I234),
encontraremos j(j + 1) = M (M + 1), de onde podemos concluir que j = M, ou seja, que +j s@o os limites
superior e inferior para os possiveis valores do autovalor m. Como |m| < j, entdo para cada j teremos
uma irrep de dimenao 25 + 1. Como a dimenao 25 + 1 deve ser um inteiro positivo, j deve ser inteiro ou
semi-inteiro. Logo, m é um inteiro ou semi-inteiro também.

Outra forma de deduzir que j e m sio inteiros ou semi-inteiros: como a acao dos operadores J1 modificam
os autovalores m por nimeros inteiros, entao m, bem como os limites +7, podem ser somente inteiros ou
semi-inteiros (faca algumas experiéncias). Por exemplo, suponha j = 2/3. Entéo, podemos ter m = j = 2/3,

m=2/3-—1=-1/3, m = —1/3 —1 = —4/3 e infinitos outros valores negativos, pois em momento algum
passamos por m = —j = —2/3 para terminar esta série descendente. Este inconveniente nao acontece
com j inteiro ou semi-inteiro. Por exemplo, para j = 3/2 temos m = j = 3/2, m = 3/2 -1 = 1/2,

m=1/2—1=-1/2em=—-1/2—1= —3/2= —j e apenas estes.

Portanto, para garantirmos irreps finitas e hermitianas, j deve ser um inteiro ou um semi-inteiro positivo.
Desta forma, a menos de uma fase arbitrdria, determinamos os elementos de matriz dos operadores J.
Sumariando:

J|j,m) =mlj,m), |m|<j, j€ZtoujeZt/2 (4.56)
J2j,m) = (5 + 1)|j,m), (4.57)
Jeljym) =G Fm)GEm+1)[jmE1) =i +1) —m(m=E1)|j,m=E1). (4.58)

onde escolhemos ¢1 = 0. Note que o elemento de matriz \/(j F m)(j & m + 1) tabém pode ser escrito como
Vi +1) —m(m£1).

Vimos no primeiro capitulo que os autovalores m do operador J, tinham que ser inteiros (devido a
condigao global R(27) = R(0)). Desta forma, as irreps da dlgebra so(3) devem ser etiquetadas pelo inteiro
positivo j. Cada irrep j terd 2j + 1 vetores |j,m) (|m| < j). Por exemplo, para j = 1, temos (faga o
Exercicio BD)

10 0 01 0 00 0
Js=(0 0 0],J.=v2]0 0 1],J_=v2[1 0 0 (4.59)
00 —1 0 0 0 01 0

A irrep de dimensao mais baixa, j = 1 neste caso, é conhecida por representacdo fundamental. Neste caso,
ela tem dimenao trés, igual & dimendo da dlgebra so(3). A irrep que tem a mesma dimensao da dlgebra
é conhecida por representacdo adjunta. Lembre-se de que podemos ter irreps aparentemente diferentes,
como (I37) e (E23), todas adjuntas, mas relacionadas por uma transformagao de similaridade, ou seja, sdo
equivalentes. Nem sempre é uma tarefa facil encontrar estas transformacoes de similaridade. Porém, ha
um teorema que garante a unicidade das irreps j da dlgebra so(3). Entao as representacoes tri-dimensionais
(32) e (29) devem ser equivalentes.
Podemos ter também j semi-inteiros positivos. Por exemplo, para j = 1/2, temos (faga o Exercicio EO)

Ty = (162 _f/2>, Iy = (8 é) J = (? 8) (4.60)
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Quando voltamos para a forma cartesiana J;, invertendo as relagdes (233), temos

1 10 —i 1
lez((f (1)>7J2:2(? oz>’J3:2((1) 01>~ (4.61)
As matrizes bidimensionais o; = 2J; também sdo conhecidas por matrizes de Pauli. Elas desempenham um
papel importante em mecanica quantica relativistica. Veremos logo adiante, que as irreps que determinamos
aqui, incluindo j semi-inteiros, pertencem a uma outra dlgebra, su(2). Uma algebra que contém as irreps de
outra é denominada de algebra de cobertura. Veremos mais detalhes sobre o grupo SU(2) gerado pela dlgebra
su(2) logo adiante.

E oportuno lembrar que as irreps construidas aqui representam matricialmente os geradores de rotagoes
espaciais (j inteiro) que preservam o comprimento de vetores (irreps vetoriais) e representam também os
geradores de transformacoes unitdrias (j semi-inteiro) que preservam o médulo de espinores (irreps espino-
riais). Vale lembrar também que conhecemos apenas dois tipos de estatistica em Fisica: Bose-Einstein (spin
inteiro) e Fermi-Dirac (spin semi-inteiro). Spin é momentum angular e os operadores momentum angulares
s@o proporcionais aos geradores da dlgebra su(2). Isto mostra o quao adequada é esta linguagem matemética
de simetrias para descrever fenomenos fisicos.

4.4 Elementos de matriz para os grupos SO(3) e SU(2)

Vamos calcular nesta segao os elementos de matriz dos elementos do grupo SO(3) (e também para o grupo
SU(2)). Para isto, iremos utilizar, em principio, a prescrigao geral em que todo grupo de Lie é gerado pela
aplicagao exponencial de sua algebra, como estabelecido em (=22),

R(a) — e—ialJl—iang—iang. (4.62)

O célculo explicito desta exponencial é uma tarefa muito dificil devido as relagoes de comutagao (I=33). Se
os geradores J; comutassem, tudo seria mais fcil, pois a exponencial (ICGd) poderia ser re-escrita como o
produto de exponenciais. Assim, para evitar célculos pesados em (ET3), iremos mudar para a representagao
do grupo SO(3) em termos dos angulos de Euler. Nesta parametrizagdo, um elemento do grupo pode ser
escrito na forma (ZZ0), a qual é um produto de exponenciais,

R(¢,0,v) = R(es, ¢)R(ey,0)R(es, 1)) = e~ 95 7102 =05 (4.63)

Nao podemos esquecer que a forma matricial de J3 nesta expressao depende da representacao matricial que
estamos lidando.

Tendo em vista as representagoes irredutiveis (E20)—(E23), onde J, = J3 é diagonal, podemos calcular
as respectivas matrizes de rotagdo (na parametrizacdo de Euler) usando (IT3),

J
R($,0,0)|j,m) = > Ryrm(,0,0)]j,m"), (4.64)
m'=—j
onde ) . 4
Ry (0,0,9) = e ™), (0),  d),,,(0) = (jm/|e” 72 |jm). (4.65)

Todo o nosso trabalho aqui é o de calcular a tnica exponencial /() = e~%”2 envolvendo o gerador J,.
Note que, devido a condi¢io de hermiticidade J§ = J, temos [d? ()] ! = di (=0).

Consideremos como primeiro exemplo, j = 1/2 (a representagdo fundamental do grupo SU(2)). Usando
a matriz representando J; em (ICG), temos (faga o Exercicio B7)

- o (S0 ) o

Assim,

—£(o49) e 5(o—9) g
e cos(6/2) e sen (0/2)) . (4.67)

R(¢,0,7) = <e+;(¢w> sen (0/2)  et3(0HY) cos(9/2)
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Naturalmente, vamos deixar o caso j = 1 como exercicio. No entanto, podemos observar (sem completar
o exercicio) que esta representacdo matricial para j = 1 serd diferente daquela que podemos encontrar na
maioria dos textos contendo a representacao matricial de uma rotacao espacial parametrizada pelos angulos
de Euler, pois estamos J, = J3 diagonal. Vejamos como podemos conciliar tudo isto. Primeiro, observe que
os autovalores de iL3, com L3z sendo o gerador dado em (Z23), sdo

0 0 1 - 0 1

0 0 )=Js, M=—71|1 1]. (4.68)
0

M@GL3)M™' = 0
—1 V2 o 3 o

OO =

Note que a transformacao unitaria M (iL3)M~! reproduz exatamente a forma matricial diagonal de J3 dada
em (29). Entretanto, esta mesma tranformagao aplicada a Jy = iLy F Lo formece

0 -1 0 0 0 0
MGiLy —Ly)M™ =4v/2 (0 0 1|, M@GL +L)M*=—-iv2(-1 0 0], (4.69)
0 0 0 0 1 0

as quais tém elementos de matrizes (ndo-nulos) com fases distintas em relacao as matrizes dadas em (I29).
A escolha de fase que fizemos em (I2d)—(E53) reproduz exatamente apenas as matrizes de Pauli (CTD).
Geralmente as matrizes (CZ8) sdo usadas para representar os jeradores J; = iL; na expressao ([C3) para se
obter a forma matricial de uma rotagao espacial parametrizada pelos angulos de Euler,

R(O&B’Y) — ef’iOéJg e*iﬂ]z e*i"/Jg

COS(COS 3 COSy — senasensy —Cosacos3seny — senacosvy cosasen
= | senacosfcosy+cosaseny —senacosseny+cosacosy senasenf |. (4.70)
—sen 3 cosy sen (3 sen -y cos f3

Vejamos algumas propriedades globais interessantes de uma “rotacao” arbitraria com seus elementos de
matrizes calculados a partir de (C63). Primeiro, escolhendo n = S 2 em (D), temos, para uma rotacao S
arbitraria,

R(n,27) = SR(%,27)S~ L. (4.71)

No entanto, na base |jm), a rotacdo R(Z,27) é representada pela matriz
(Gm'|R(2,27)|jm) = (jm/| e 2= |im) = e "™ s = (= 1) G pmr = (—1)¥ S, (4.72)

onde usamos o fato que 2m, assim como 2j, é sempre um inteiro par (j inteiro) ou fmpar (j semi-inteiro).
Levando este resultado de volta a Eq. (EZ), temos

R(n,27) = (—1)%1 (4.73)

para uma rotacao de 27 em torno de um eixo arbitrario. Isto significa que, para as representagbes com j
semi-inteiro (25 fmpar), é necessdrio duas voltas (47) para retornar-se ao ponto de partida, enquanto que,
para as representagoes com j inteiro (25 par), é necessdrio apenas uma volta (27) para retornar-se ao ponto
de partida. Quando j é um inteiro, a irrep é denominada de vetorial e sao representacoes para as rotagoes
espaciais. Quando j é um semi-inteiro, a irrep é denominada de espinorial.

4.5 Relagao entre os grupos SO(3) e SU(2)

Mencionamos anteriormente que as irreps com j semi-inteiros ndo pertencem a &lgebra so(3), a qual gera
o grupo SO(3) das rotagdes espaciais num espago euclidiano real. Nao podemos esquecer que a principal
caracteristica de uma rotacdo espacial é preservar o comprimento de vetores tridimensionais usuais (com
componentes reais), ou seja, rotagoes espaciais sao transformagoes lineares ortogonais. As irreps com j semi-
inteiros pertencem a algebra de cobertura su(2), a qual gera o grupo SU(2) das rotagoes bidimensionais num
espago euclidiano complexo. Similarmente & acao do grupo SO(3), as quantidades que sdo rodadas pela acao
do grupo SU(2), de forma a preservar seus comprimentos, sdo denominadas de espinores. Além de possuirem
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a mesma algebra, embora com irreps diferentes, existe uma outra relagao muito interessante entre os grupos
SO(3) e SU(2).

Consideremos um espago vetorial complexo de dimenséo dois formado pelos espinores |£). Vamos denotar
por {€;,€e_} uma base ortonormal neste espago. Seja

O-teree = (). aco =gt —(g &), (.74

um espinor arbitrario neste espago. Naturalmente, por se tratar de um espaco complexo, o produto escalar
dever ser efetuado da forma seguinte:

(XI€) = xF&+ +x2E-. (4.75)
Seja também U(a) uma transformagcao linear unitéria,
Ula) = <a1 0‘2) L wmeC, U =UN detU=1, (4.76)
a3 Q4

Naturalmente, escolhemos determinante positivo para que tais transformacoes lineares possam formar um
grupo, denominado de SU(2), o qual preserva o comprimento dos espinores |€) (faca o Exercicio BE3). Portanto,
apenas trés parametros reais sdo independentes em (IZZ0).

Note que as condi¢oes de unitariedade implicam em

loa]? + o> =1, az=—a}, ag=a} ouas =}, ag = —al. (4.77)

A dltima possibilidade é interessante por fornecer matrizes unitérias de trago nulo (e hermitianas) caso ay
seja real. Por outro lado, podemos usar as matrizes de Pauli (I-&l) como base para escrever qualquer matriz
unitaria 2 x 2 de trago nulo,

T S Y
Ula) = -0 = ;o1 T 02T D03 = r(x—l—iy —z)' (4.78)

Desta forma, estamos identificando os trés parametros reais em (EZ70) com as coordenadas do vetor (espacial)
r (a; = z e ag = x + iy). Note que o comprimento do vetor r torna-se igual ao determinante desta matriz
U. Em principio, seguindo este procedimento, temos um vetor tridimensional diferente para cada elemento
do grupo SU(2). Isto significa que ao mudarmos de elemento no grupo SU(2), estaremos transformando
vetores tridimensionais, ou seja, o grupo SU(2) estd induzindo transformagdes no espago tridimensional.
Porém, todos estes vetores tridimensionais, construidos via os parametros da transformagado unitaria U,
possuem o mesmo comprimento. De fato, para mostrarmos isto, devemos fazer uso do fato de que qualquer
elemento de um grupo pode ser obtido de um produto entre outros dois elementos: U(a') = U(B)U(«).
Esta transformagao U(a) — U(a’) ou, equivalentemente, o — «’, induz a transformagio r — r’. Como os
determinantes destas transformacoes sdo sempre iguais a unidade, entao a transformacdo r — r’ induzida
no espago real é ortogonal (preserva o comprimento do versor ), portanto uma rotacdo. Esta é a conexao
entre SU(2) e SO(3) que estdvamos procurando. Esta relacdo entre estes dois grupos SU(2) e SO(3) estd
intimamente relacionada como o fato das representagoes irredutiveis da dlgebra so(3) admitir também valores
semi-inteiros para j. Os valores inteiros de j correspondem as representacoes do grupo SO(3) bem como
de SU(2), enquanto que os valores semi-inteiros correspondem a representagoes exclusivas do grupo SU(2).
Por isso, o grupo SU(2) é denominado de grupo de cobertura do grupo SO(3). Em outras palavras os
grupos SO(3) e SU(2) possuem a mesma algebra. Neste caso, eles sdo ditos serem localmente isomérficos,
s0(3) =~ su(2).

4.6 Elementos de matriz para d\

Sendo a matriz (E00) uma matriz unitdria 2 x 2, vamos uséd-la para transformar as componentes de um
espinor £ arbitrario,

E=d?(0)¢ = " =¢, cos(0/2) —E_sen (0/2), € =&, sen (0/2) + £ cos(0/2). (4.79)
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Podemos encontrar uma expressao analitica para os elementos de matriz d’ ,(0) permitindo que a matriz
atue no produto tensorial de ordem n = 2j

(S
VG +m)(G—m)!

Os vetores £(,,,) comportam-se como vetores irredutiveis de uma representacao j do grupo SU(2). Assim,

(4.80)

J

m/=—j

Desenvolvendo o lado esquerdo desta expressao usando (I-Z9) e comparando com o lado direito, apds algum
esforgo para reorganizar todas as somas do lado esquerdo, obteremos

j _ VU A m)G —m)l( +m)IG —m)!
s (9) = ;<_1)k EN(j4+m—Kk)NG—m'— k) (k—m+m)!

Y / 0 /
(cos —)2Itm=m' =2k (gop —)2k=mrm’ (4 §9)
2 2
onde a soma deve ser efetuada para todos os valores de k os quais sejam condizentes com todos os trés
fatoriais no denominador. Como exemplo, tomemos j = 1/2. Para m = m/ = 1/2, o tinico valor possivel é
k=0. Param =1/2em/ = —1/2, temos k = 1 enquanto que para m = —1/2 em’ = 1/2 temos k =0 e
assim por adiante. Os elementos de matriz (=53) possuem uma propriedade de simetria muito importante:
J _ v—m/ i
d = (1) (4.83)
Foi dito anteriormente que os estados (20) comportam-se como vetores irredutiveis de uma representacao
j do grupo SU(2). E instrutivo verificarmos esta afirmacdo. Primeiro, definiremos uma acdo dos elementos
Js e Jy da dlgebra su(2) nos estados (Z=0). Isto pode ser feito realizando a dlgebra su(2) por operadores
diferenciais agindo nas componentes espinoriais 1. Para tal, iremos precisar de operadores de criagio (a4)
¢ destruicao (al,), definidos por

B
ar =&, al = e (4.84)

satisfazendo relagoes de comutagao bosonicas (dlgebra de Weyl):

=1, [al,a;] = [al,a;] = [at,ag] =0. (4.85)

O método de Schwinger constitue um procedimento geral para realizar os elementos de uma determinada
algebra por operadores bosonicos: I) obtenha uma representagdo matricial fundamental para a dlgebra em
questao, por exemplo, as matrizes (E00) para a dlgebra su(2); IT) realize os elementos da dlgebra através da
construcgao

Jy=(ay a) (1(/)2 ! /2) (al) _ %(awi —a_d), (4.86)

al
0 1\ (d
Jy = (a+ a,) <0 0> (Z}F) = a+aT— =&40e_, (4.87)

J-=(ay a-) <1 8) (Z?) —a_al =€ 9, (4.88)

o

Agora, podemos verificar que a agao destes operadores nos estados (==0) é a mesma encontrada em (ID3).
Isto significa que os vetores (I==0) transformam do mesmo modo que os vetores (I=0) perante a acao de
qualquer elemento da dlgebra su(2).
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4.7 Polindmios de Jacobi

Vamos denotar por g os elementos de um determinado grupo de Lie G e por R”(g) as matriz de alguma
representacao irredutivel de dimensao n para G. Entao

n [ RE )2 9) = G0 (489
onde dry é um fator peso de integracao conhecido por medida invariante normalizada, a qual depende da
forma especifica de cada parametrizacao. Para a parametrizacao dada pelos angulos de Euler, temos

Ty = —sind df. (4.90)

Além da condicao de ortogonalidade (=), os elementos de matriz RY (g) formam uma base completa.
Estes resultados valem para um grupo de Lie qualquer e sao conhecidos como o teorema de Peter-Weyl.
Estaremos interessados aqui explicitamente no grupo das rotagoes. Neste caso, usando os elementos de
matriz encontrados em (ICG3) e (X3), as relagdes de ortogonalidades (C=9) tornam-se em

2j+1

/ dcos 0 dif (0)d7. (0) = 6,640k (4.91)

Os passos seguintes nos permitird identificar os elementos matriz (CGd) com os polindmios de Jacobi.
Iniciemos calculando os deslocamentos infinitesimais nos trés Angulos de Euler para a rotagao (C20):

z‘a%R(o, ¢,9) = JsR = R[R™ ' J5R], (4.92)
i%R(G, ¢,9) = JsR= R [e"3 Jpe "], (4.93)
i%R(G, ¢,9) = RJs. (4.94)

Expandindo as exponenciais relevantes em (-21) e usando as relagoes de comutagao (E34)—(E=3d) e a definigao
(E33), podemos escrever os termos entre colchetes no lado direito das derivadas anteriores na forma

1 X )
R 'J3R = —5 sen@(e“"Lr + e_“”J,) + cos 0J3, (4.95)
3 Jyem s = f%(ewﬂ]_s_ —e ). (4.96)
Usando estes dois conjuntos de relagoes, podemos isolar os geradores Js e J4:
. 0 0 0
RIy =7 | (2 _cosf—)+ —|R 1.97
=T e Lenﬂ(&b €08 a«p) a0 (4.97)
0
3 =1—R. 4.
RJ; Z3¢R (4.98)

Calculando os elementos de matriz entre os estados |jm) e |jm’), estas trés equagdes fornecem as seguintes
= P J :
relagoes de recorréncia para d;, . (6):

%M+Uﬂww1n%WH@=ﬁw—

— (m —m’ cos 0)] & (). (4.99)

Podemos obter uma equagao diferencial para os elementos de matriz R’ , usando o operador de Casimir e
calculando os elementos de matriz de R.J?:

RI?=R(J? - J3+ J J)

o i )
_ -y | _ 2 - —_
_{e [ 96 wonf 99 COSGM)] (4.100)
o i, 0 ) 2 9
w | Y v Y - s
e [ao wond 95 Coseaw)} 52 Zaw}R'
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Os elementos de matriz deste operador sao dados por

1 0 0 1 0? 0? 0? ;
—senf—+ — | =+~ _ _2cosf i(5+1 J =0, 4.101
{ sen006°""99 T Sen2g 0¢? i op? o8 Yo ] i+ )}Rmm 0 (4.101)
ou, usando (IT3),
Lisen d__1 (m?* +m' — 2mm’ cos0) + j(j + 1)|d’ () =0 (4.102)
sen 6 df dd  senZ20 mm/ ' '
Esta 1dltima equagao pode ser transformada na equacao de Jacobi,
5, d2 d a8
(1-=z )E+ [6—a72(2+a+ﬂ)z]£+l(l+a+ﬂ+1) PP (z) =0, (4.103)

apos a identificagao

_ (.] + m)'(.] — m)' COSQ m+4m’ Seng m’'—m e .
©)= \/(j +m)(j —m')! ( 2) ( 2) PiZm (cos0). (4.104)

dj

mm/

A equagdo (1) para m’ =0 e ¢ = 0 e restringindo os valores de j a inteiros [, torna-se em

1 9 o) 10 j

Esta é a mesma equacao diferencial satisfeita pelos harmoénicos esféricos Y., (0, ¢), apds a identificagdo

20+1
Yim(6,0) = \| = Rl (60, 6,0)]" (4.106)

4.8 Exercicios

Exercicio 41 Faca um desenho bastante claro mostrando todas as quantidades (pontos, segmentos de retas,
vetores, arcos e angulos) envolvidas na determinacao dos elementos de matriz Ry.

Exercicio 42 Re-escreva a equagdo vetorial (EEQ) em termos de suas componentes e mostre que os elementos
de matriz da tranformag¢ao Rr =1’ sdo aqueles dados em (IZ).

Exercicio 43 Mostre que a matriz de rotagao R(a,n), com os elementos de matriz dados em (E22), pode
ser escrita também na forma

1 0 —ng %)
R(a,n) =e*? =T+ sen(a) Z + 2sen2(§a) 72, 7= ng 0 —ng|. (4.107)
Note que Zr =n Ar.
Exercicio 44 Substitua os elementos de matriz (E2) na defini¢ao (EX) para mostrar que det R = 1.

Exercicio 45 Efetue o produto RR” explicitamente, usando os elementos de matriz (E=0), para mostrar que
R~' = RT. Mostre também que Ri,(—a,n) = Ry;(a,n).

Exercicio 461 Use a construg¢io de Euler-Rodrigues e mostre que i) o pdlo C permanece invariante perante
a agdo da rotagdo contida no pdlo B sequida da ag¢ao da rotagdo contida no pdlo A; i) ambas rotagoes
C e AB (abuso de linguagem) levam o pdlo B para B’ ((use a planilha “Euler-Rodrigues” para as devidas
visualizacdes e operagoes.

Exercicio 47 1. Mostre que lambda =1 e A = 0 representa a identidade.
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2. Mostre que se R(\a2, Ag) representa a inversa de R(A1, A1), entdo Ao = A\ e Ay = —A;.
3. Discuta as condigoes para que duas rotacéoes
R(A2, A12) = R(A1, A1) R(Xo, Az),  R(Xa1,Agr) = R(Aa, A2)R(A1, Ay), (4.108)

comutem, R(A12,A12) = R(A21, A21). Em particular mostre que a composi¢ao de duas rotagoes de 180°
em torno de eixos perpendiculares (rotagdes bindrias) comutam. Mostre também que duas rotagoes
aziais (mesmo eixo) comutam.

Exercicio 48 (a) Use a condicio de ortogonalidade R~ = RT para mostrar que o tensor dij € invariante,
1sto €,
> 6ijRirRjs = b (4.109)
ij
(b) Use o fato de que det R =1 e que 6 =), EimnEimn na definicio (EJ) de um determinante 3 X 3 para
mostrar que o tensor i,y € invariante,

Z Eijk Rir Rjs Rt = €5t (4.110)

ijk
Exercicio 49 Verifique que as derivadas em (E2Z0) estdo corretas.
Exercicio 50 Verifique que as matrizes em (2Z3) estdo corretas.

Exercicio 51 Verifique que as matrizes (CZR) satiafzem as relagdes de comutagao (I=30). Verifique também
(sem usar as matrizes) que os geradores L; satisfazem a identidade de Jacobi (Carl Gustav Jacob Jacobi,
1804-1851),

[A,(B,C]] + [C,[A,B]] + [B,[C, A]] = 0. (4.111)

Toda dlgebra de Lie satisfaz a identidade de Jacobi.

Exercicio 52 Obtenha as matrizes da representag¢do adjunta da dlgebra so(3) na forma cartesiana com a
base ordenada como {L1, Lo, L3} e a definicao (E220). Verifiqgue que estas matrizes sao idénticas as matrizes

Exercicio 53 Obtenha as matrizes (E33) da representacao adjunta da dlgebra so(8) na forma candnica com
a base ordenada como {J,, J1,J_} e a defini¢ao (I=21).

Exercicio 54 (a) use as matrizes (C3) para calcular a forma de Killing (E=39). (b) Use esta forma de
Killing para calcular o operador de Casimir (EZ0) correspondente. Use cada elemento L; na sua forma
abstrata, isto €, nao represente os elementos L; pelas matrizes (CZ3). (c) verifique que este operador de
Casimir comuta com todos as elementos L; da dlgebra so(3) (use apenas as relagées de comutagdo (I=30)).

Exercicio 55 (a) use as matrizes (I=33) para calcular a forma de Killing (E239). (b) Use esta forma de
Killing para calcular o operador de Casimir (EZ0) correspondente. No entanto, use cada elemento J, e Jy
na sua forma abstrata, isto é, nao represente os elementos L; pelas matrizes (2X0), para verificar as formas
dadas em (Z3). (c) verifique que este operador de Casimir comuta com todos as elementos J, e Ji da
dlgebra so(3) (use apenas as relagdes de comutagao (E3A)—(0=33) ).

Exercicio 56 Use os elementos de matriz (C24)—(E23) para calcular as matrizes das representagoes j = 1/2
e j =1 para os geradores na forma candnica. Obtenha também as respectivas matrizes para os geradores na

forma cartesiana (hermitiana).
Exercicio 57 Calcule explicitamente a matriz d*/? (0) = e=92 com Jo representado pela matriz dada em
(Imm). Calecule também, segquindo a prescri¢éo (ET3), a matriz de rotagao R(¢,0,1)).

Exercicio 58 Mostre o espinor |&) = U|€), modificado pela transformagdo unitdria U, tem seu comprimento
preservado, isto €, (€'|E') = (€|€).
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Apéndice A

Grupos de Transformacoes Lineares

A.1 Introducao

Transformacoes lineares sdo muito importantes para varias areas da Fisica. Esta importancia é devida
ao fato de transformacoes lineares formarem um grupo o qual é a linguagem matematica para o conceito
de simetria em Fisica. Estaremos interessados aqui em trés tipos especiais de transformacoes lineares: I)
transformacoes ortogonais em espagos euclideanos, as quais formam o grupo das rotagoes espaciais; II)
transformagcdes ortogonais no espago de Minkowski, as quais formam o grupo de Lorentz da Relatividade
Especial; e III) transformagoes simplécticas no espaco de fase, as quais formam o grupo simpléctico da
Mecanica Classica. A importancia de cada um desses grupos de simetria reside nos fatos seguintes: o grupo
das rotagoes espaciais é de extrema importancia para a teoria do momentum angular; o grupo de Lorentz
é a base da Relatividade Especial de Einstein por conter as contracoes de FitzGerald-Lorentz; e o grupo
simpléctico contém as transformacoes candnicas, as quais sao fundamentais para a dinamica clédssica.

Como transformagées lineares atuam em algum espago vetorial, precisaremos definir algumas quantidades
basicas antes de definirmos transformagoes lineares. Inicialmente, faremos uso da nogao abstrata de um
espago vetorial, sem nos preocupar com a realidade fisica desse espaco vetorial. Apds a definicdo de uma
transformagao linear, daremos uma interpretacao fisica ao espacgo vetorial abstrato como sendo o espago
euclideano tridimensional, ou o espago quadridimensional de Minkowski ou o espago de fase do formalismo
hamiltoniano.

Na Sec. B3 introduziremos o conceito de transformagoes lineares e grupos como uma propriedade destas
transformacoes. Aproveitaremos para introduzir também o conceito de métrica e de tensores. Na Sec. B3
introduziremos o conceito de algebras de Lie como propriedades de transformagoes infinitesimais e mostra-
remos a relacdo entre uma dlgebra de Lie e um grupo de transformagoes lineares (denominado de grupo de
Lie). Na Sec. apresentaremos trés exemplos de transformacoes lineares importantes para a Fisica.

A.2 Transformacoes lineares

Seja V™ um espago vetorial de dimensao n. Um exemplo tipico é o conjunto dos nimeros reais R. Vamos
denotar por x e y dois pontos (vetores) quaisquer de V™. Uma aplicagdo em V" é uma regra que associa
pontos de uma dada regiao de V™ a pontos de uma outra regiao do mesmo espago V™ ou de um outro espaco.
Por exemplo, uma fungdo F' em V™ é uma aplicagdo de V™ no conjunto dos nimeros reais:

F:V" 3R, F(x)eR,vVxeV™ (A1)

Outro exemplo importante: uma curva real (forma paramétrica) v em V™ é uma aplicacdo dos nimeros reais
Rem V™
v:R—=V" A1) eV"™ VteR. (A.2)

De forma andloga, uma transformac3o linear R em V" é uma aplicacdo de V" em V",

R:VP=V" RxeV"™ ¥VxeV", (A.3)
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satisfazendo a seguinte regra (linearidade):
R(x+Ay) =Rx+ ARy, Vx,yeV" VieR. (A.4)

Em geral podemos representar uma transformacao linear dada por matrizes. Estas matrizes sao obtidas
mediante a seguinte prescricao. Desde que qualquer vetor x em V™ pode ser escrito como uma combinagao
linear dos vetores e; de uma determinada base,

x = (x!,- - ,x"):ZQ:ie,;, ' € R, (A.5)
i=1

entao podemos escrever a acao de uma transformagao linear numa forma matricial. Para tal, precisamos
conhecer a acao da transformacao linear em cada vetor e;. A acao de uma transformacao linear R em e;
serd um outro vetor €; = Re; em V™ ® cujas componentes vamos denotar por R';:

n
e; =Re; = ZRjieja Rji eR. (Aﬁ)

j=1
Assim, podemos representar a acdo de uma transformagao linear R por uma matriz R cujos elementos de
matriz sdo R';, com i denotando as posigoes das linhas e j as posi¢oes das colunas. Note o posicionamento
dos indices tanto na vertical (o {ndice i estd a esquerda de j) quanto na horizontal (o indice i estd acima de
7). Veremos que estd notagao é muito mais conveniente que a notagao usual. Portanto, em relagio a algum
sistema de coordenadas, a acao de uma transformacao linear em um vetor arbitrario pode ser escrita como:

n n
y= Z yrer = Rx = Z r'Re; = ZwiRkiek. (A7)
k=1 i=1 ik
Conseqiientemente, as novas componentes de x transformam como:
n
yk = Z Rkil'l. (A.8)
i=1

Note que as componentes y* e os vetores de base e transformam-se de formas distintas, pois a soma em
(E) e (E3A) envolve as linhas e colunas, respectivamente, da matriz da transformagéo. Qualquer quantidade
(vetor, tensor, etc.) cujas componentes transformam como os vetores de base, isto é, como em (E), elas séo
denominadas de covariantes. Quando tais componentes transformam como em (BE3R), elas sdo denominadas
de contravariantes.

A.2.1 Grupos de Lie

Dada uma transformacdo linear R, y = Rx, podemos definir uma outra transformacao linear R~ como
sendo a transformacdo oposta a R: x = R~ ly. Esta transformacio R ! é denominada de inversa. Em termos
matriciais, podemos ver de (E3) que a condi¢do det R # 0 deve ser verificada para garantir a existéncia
da transformacdo linear inversa. A sua matriz correspondente é a matriz inversa R~'. Ao contririo da
inversa que depende de uma condigao envolvendo o determinante da matriz correspondente, a transformacgao
linear identidade Z sempre existe. A identidade é a aplicagao trivial: Ix = x, Vx € V™. A sua matriz
correspondente é a matriz identidade I. Seja G = {I,R,S,T,...} o conjunto das transformacoes lineares
invertiveis contendo a identidade. Podemos usar a composi¢ao R oS entre aplicagoes, ou o produto matricial
usual RS, para definir um “produto” entre duas transformagoes com a finalidade de produzir uma terceira
transformagao. Entao os elementos desse conjunto, munidos de um produto entre eles, satisfazem as seguintes
propriedades:

Fechamento: RS € G, VR, S € G, (A.9)
Identidade: IR = RI =R, VR € G; (A.10)
Inversibilidade: R™'R= RR™'=1, VR € G; (A.11)
Associatividade: (RS)T = R(ST), VR, S,T € G. (A.12)

lEstamos adotando o ponto de vista em que a base permanece inalterada e o os vetores sao alterados.
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Qualquer conjunto satisfazendo estas quatro condigoes, em relacdo a algum “produto” previamente definido,
é denominado de grupo. O “produto” entre os elementos de um grupo é uma operagao envolvendo dois
elementos do grupo. Como resultado desta operagao binaria, um outro elemento do grupo é criado. Em
muitos exemplos de grupos, o “produto” nao é simplesmente o produto usual. E importante frisar que um
grupo estd definido apenas quando esta operagao binaria entre seus elementos estiver definida. Por exemplo, o
conjunto dos nimeros inteiros (positivos e negativos, incluindo o zero) forma um grupo em relagdo & operagao
bindria definida pela adigao, porém este mesmo conjunto nao forma um grupo em relacdo a multiplicacao
com a presenga do zero.

A teoria dos grupos é uma area da matemdtica muito bem desenvolvida. Isto significa que a teoria dos
grupos estabelece muitas propriedades gerais e abstratas sobre os elementos de um grupo. Rotagoes espaciais
e transformagoes de Lorentz sdo exemplos tipicos de grupos como estruturas matemaéticas de relevancia para a
Fisica. Em geral, transformagoes lineares de coordenadas tendem a modificar a forma de certas quantidades
fisicas. No entanto, algumas transformacoes particulares podem deixar certas operagoes ou quantidades
inalteradas. Neste caso, dizemos que tais quantidades ou operagoes admitem um determinado grupo de
simetria. Por exemplo, as transformacoes de Lorentz deixam a operacdo de contracao (ou o médulo de um
vetor) no espago-tempo invariante.

Um grupo pode conter uma quantidade finita ou infinita de elementos. Por exemplo, todas as operagoes
de simetria de um tridngulo eqiiildtero formam um grupo finito (também denominado de grupo discreto), isto
é, um grupo com uma quantidade finita de elementos:

CS’U = {1703703?70'170—270-3}~ (A].?))

A transformagao identidade esta representada por I. Ha duas rotagoes em torno do eixo perpendicular ao
plano do tridngulo que passa pelo baricentro, uma de 120° (C3) e outra de 240° (C3). As trés transformagoes
restantes o; sao reflexoes por espelhos perpendiculares ao plano do tridangulo e contendo o baricentro e um
dos trés vértices. Este grupo Cs, é o grupo de simetria de um triangulo eqiiildtero. Grupos finitos sdo muito
importantes em Fisica do Estado Sélido e Fisica Molecular.

Em geral, os elementos de um grupo finito sao transformagoes por quantidades finitas e discretas. No en-
tanto, podemos ter também grupos formados por transformagdes continuas, denominados de grupos continuos.
Qualquer grupo continuo possui infinitos elementos. Por exemplo, o conjunto infinito das rotacoes,

cos(or) —sen(w) O
R(a) = | sen () cos(a) 0|, detR(a)=1. (A.14)
0 0 1

por um angulo 0 < « < 27 em torno do eixo z, perpendicular ao plano x —y, forma um grupo continuo. Para
cada valor do parametro 0 < a < 27, hd uma tinica rotacio R(«) e a sua inversa R~ (a) = R(—a) = R" ().
A identidade é obtida quando @ = 0 (ou em o = 27). A rotagao inversa de R(«) pode ser escrita concisamente
como a rotagdo R(—«), isto é, como uma rotagdo no sentido contririo da rotagdo R(a). Também pode ser
verificado diretamente que o produto matricial entre duas rotagdes R(«) e R(8) é outra rotagdo R(7), com
v = a4+ B. Observe que o pardmetro novo v é uma funcao analitica dos parametros antigos « e 5. Vejamos
a acao deste grupo nos vetores espaciais r = (z, vy, 2):

2’ = xcos(a) — ysen (o),
/

' = R(a)r = ¢y = zsen(a) + ycos(a), (A.15)

/
Z =z

Desta forma, podemos interpretar a agao da rotagdo R(«) no vetor r como o movimento do ponto (z,y, 2)
sobre uma curva C(«), que é uma circunferéncia de raio \/a? + y? centrada na origem a uma altura z do
plano z — y, descrita parametricamente pelas duas primeiras equagdes em (ETH). Portanto, a curva C(«)
é o lugar geométrico da transformacao R(«) agindo no vetor r e isto ndo altera o seu médulo. Assim, o
modulo de um vetor espacial é uma quantidade invariante por rotagoes.

Estaremos interessados aqui nos grupos continuos de transformagoes lineares. Em geral, os elementos de
um grupo continuo G dependem de um certo niimero r de parametros reais {a',--- ,a”}. Um grupo continuo
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com uma dependéncia analitica em seus parametros é denominado de grupo de Lie.2 FEsta dependéncia
analitica nos parametros a®, a = 1,...,r, deve ser entendida da seguinte forma. Dados dois elementos R(a)
e R(b) de um grupo de Lie G, entao o elemento R(c) = R(a)R(b) depende analiticamente dos pardmetros
a e b, isto é, ¢ = f(a,b) é uma funcao analitica. Iremos aqui distinguir os grupos de Lie, relacionados com
rotacoes espaciais no espago euclideano, rotagoes no espago-tempo e o grupo das transformagoes simplécticas
no espaco de fase, identificando quantidades invariantes a estas transformacoes lineares.

A.2.2 Tensores
Consideremos uma fungao real bilinear ® em V™ x V™ (produto cartesiano) definida por

O:V'"x V" R, Px,y)eR, Vx,ye V", (A.16)
tal que

(x +ay,z) = ®(x,2) +a®(y,2),

A.17
D(z,x + ay) = ®(z,x) + a®P(z,y), Vx,y,z € V", Va € R. ( )

Esta funcao ® é denominada também de forma bilinear em V™. Vale observar que uma forma quadratica
bilinear qualquer sempre pode ser escrita como a soma de uma forma simétrica @,

(I)+(X7y) = (®<X7Y) + (I)(Xv }’)), <I>+(y,x) = (D+(X7 y)» (A18)

N =

e outra anti-simétrica ®_,

(I)_(X,y) - (Q)(x’y) - (I)(X7Y))’ Q—(Yax) = 7(1)—()(7 Y) (Alg)

1
2
De fato, das duas equagoes anteriores, temos

(P(Xv Y) = (P+(X7 y) + (I)*(xv y) (A20)

Veremos que a definicdo de uma forma bilinear coincide com a nossa nogao intuitiva de produto escalar
entre vetores no espago euclideano tridimensional. Em termos de coordenadas, a definicdo (ET) pode ser
reescrita como:

¢(X7Y) = inykq)(eiaek> = Zgik)xiyk7 Gik = (I)(eiaek)' (A21)
i,k i,k

Os nimeros reais ®(e;, e;) podem ser agrupados em uma matriz (g;x), a qual é denominada de métrica em
V™. Quando a métrica (g;x), associada com uma dada forma bilinear ®, possuir uma inversa, a inversa serd
denotada por (g%*),

n n
> g™ = g% gk = 6. (A.22)
k=1 k=1

A métrica contém informacoes sobre as orientagoes relativas entre os vetores de uma determinada base. Um
espago vetorial equipado com uma métrica é um espaco métrico. A métrica é a quantidade que caracteriza um
espago métrico de forma tinica. Quando falamos de um espago euclideano, ou de um espago de Minkowski,
temos sempre em mente uma métrica especifica para cada um desses espagos.

Uma métrica nos permite reescrever as componentes de vetores em V'™ numa forma alternativa. As
componentes z* sdo denominadas de contravariantes. A outra possibilidade é:

k

n
xTp = ngixi = gpiz’ (soma implicita em i), 2* = g*z; (soma implicita em 7). (A.23)
=1

20s grupos de Lie e suas &lgebras associadas foram descobertos por Marius Sophus Lie (1842-1899) e, independentemente,
por Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923). Lie estava estudando técnicas para encontrar solugoes de equagoes diferenciais
por quadraturas via transformagoes lineares. Este trabalho foi inspirado nos trabalhos de Evariste Galois (1811-1832) quem
inventou (ou descobriu) a nogao de grupo.
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As componentes z sdo denominadas de covariantes. As componentes covariantes sao de grande valia para
o formalismo em si. Por exemplo, fazendo uso das componentes covariantes definidas em (E=23), podemos
reescrever concisamente a forma bilinear em (E=ZI) como:

®(x,y) = 2"y, (soma implicita em k). (A.24)

Estamos usando, desde (E=23), a convengdo de soma implicita. Nesta convengao, sempre omitiremos o simbolo
de soma quando hé uma soma envolvendo indices covariante e contravariante. Este tipo de soma envolvendo
um indice contravariante e um indice covariante é também denominada de contracdo. Veremos que a con-
tracao (BE=Z) coincide com a nossa maneira usual de calcular o produto escalar entre os vetores x e y no
espaco euclideano tridimensional.

Tendo definido em (E=ZI) um processo de medida pela métrica g;;, podemos especificar os diferentes
grupos de simetria formados por transformacoes lineares que deixam a forma bilinear (E=24) invariante. Seja
(RF;) a matriz de uma transformacdes linear R. Entao,

= = RF b, yF = RF 0. (A.25)
Usando (E=ZA), teremos:

O(x,y) = o'y = gur'y' = guR* R ju'v’ (A.26)
®(u,v) = u'v; = giju'v’. .

Requerendo que ®(x,y) = ®(u, v), podemos concluir que os elementos de matriz da transformagao linear R
devem satisfazer as seguintes relagoes quadraticas:

gkleile = gij. (A.27)

Podemos ver que as componentes gi; da métrica transformam-se como os vetores de base em (BEd). Portanto,
elas sdo componentes covariantes. A quantidade das relagoes (E=Z0) depende apenas das propriedades da
métrica (simétrica, anti-simétrica, simpléctica, etc.). Calculando o determinante nos dois lados de (E=Z2),
teremos:

(det R)? = 1. (A.28)

Vemos entdo que o determinante de qualquer transformagio linear preservando a forma bilinear (E=Z)
tem de ter médulo unitdrio (£1). Em geral, temos de escolher as transformagoes com det R = 1, pois a
identidade tem determinante igual a um e ela é necessédria para a formacao de um grupo. No entanto as
demais transformagoes com determinante negativo também sao importantes em Fisica por estarem associadas
a inversoes espaciais e temporais. As relagoes (E=Z2) podem também ser escritas em termos dos elementos
de matriz (R™')*, da transformacio inversa:

Ikl = (R_l)ik(R_l)jzgiT (A.29)

De qualquer uma destas relagoes quadraticas, podemos calcular facilmente os elementos de matriz da trans-
formagao inversa:
—1yi k. _li i
(R I)Zj =g;rR"19" = R;". (A.30)

Portanto, qualquer transformagio linear que deixa a forma bilinear (E=24) invariante deve satisfazer as
relagoes quadraticas (BE=Z1) ou, equivalentemente, (E=2d). Neste caso, a matriz da transformagao inversa é
calculada facilmente por (E=0), tendo a forma explicita da métrica.

Usando a definigao (E=23), podemos ver de (E3) que as componentes covariantes xj, transformam-se com
a matriz inversa:

g = (R™1)" . (A.31)

Esta é a mesma forma de transformacao dos vetores de base definida em (BEd). Portanto, quando as
componentes contravariantes de um vetor sdo modificadas pela acdo de uma dada transformacao linear, as
componentes covariantes do mesmo vetor sao modificadas pela transformagao linear inversa.

H& muitas quantidades matematicas de interesse fisico que precisam de mais de dois indices para serem
especificadas completamente. Em geral, as componentes de tais quantidades sao fungoes em V™. Neste caso,
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uma transformacao linear pode alterar a forma destas quantidades de maneira imprevisivel. No entanto,
existe uma classe formada por quantidades cujas componentes mudam da mesma forma que as componentes
(contravariantes, (E3), e covariantes, (E=31)) dos vetores em V™. Estas quantidades especiais sdo denomi-
nadas de tensores. Note que a definicao de tensores apresentada aqui depende da existéncia de um grupo
de transformagoes lineares. Os tensores, por exibirem estas propriedades sao candidatos naturais a serem
utilizados em qualquer modelo fisico. A quantidade de indices (ou entradas) disponiveis em um tensor é de-
nominada de ordem do tensor. Assim, um escalar é um tensor de ordem zero, um vetor é um tensor de ordem
um, uma matriz é um tensor de ordem dois, etc. Por exemplo, dado que a quantidade T7j é um tensor de
ordem dois, entao sabemos exatamente como suas componentes modificam-se mediante uma transformacao
linear R:

T, — R';(R™H!, 17, (A.32)

Portanto, a Eq. (E=2Z9) mostra que a métrica é um tensor covariante de ordem dois. A Eq. (E=29) também
nos diz que a métrica é uma quantidade invariante, pois suas componentes sao as mesmas, antes e depois da
transformacao. Naturalmente, isto é equivalente a dizer que a forma bilinear correspondente é invariante a
transformacao dada.

A.3 Transformacoes infinitesimais

Sophus Lie mostrou que uma transformagao finita (quando os pardmetros da transformagio variam em um
intervalo finito) pode ser “gerada” por sucessivas transformacoes infinitesimais (quando os parametros da
transformacao variam infinitesimalmente). Seja R(a) um elemento de um grupo de Lie G. Podemos re-definir
os parametros a®, @ = 1,...,r, de modo a obter o elemento identidade I quando todos os parametros forem
nulos,

I'=R(a)|, (A.33)

=0
Vamos considerar aqui os elementos do grupo na vizinhanca da identidade, a — 0. Neste caso, podemos
expandir o elemento R(a) em série de Taylor em torno da identidade,

g OR
— a 2 —
R(a)=1+ E a®Lq + O(a”), La_@aa

a=1 a=0

(A.34)

Na maioria dos casos, o raio de convergéncia desta expansao é suficiente para estudarmos a maioria das
propriedades globais (isto é, longe da identidade, em contraste com as propriedades infinitesimais definidas
em torno da identidade) de um dado grupo de Lie através da relacdo exponencial

T oo k
R(a) = eXp(Z a®La), ele = Z % (A.35)
a=1 k=0

Note que esta relacao exponencial tem a mesma expansao (E=3) em torno da identidade. As r quantidades
L, linearmente independentes, sao os geradores do grupo. Estes geradores formam uma base para uma
lgebra B definida em relacdo ao produto de Lie:

[La:Lgl =Lo-Lg—Lg-Loa =Y ClapLy, C7ag €R. (A.36)

y=1

Esta dlgebra é denominada de dlgebra de Lie associada ao grupo de Lie. Assim, conhecendo as propriedades
de um conjunto finito de geradores, podemos conhecer quase todas as propriedades globais dos elementos
do grupo associado (um grupo infinito). A dimens3o da dlgebra de Lie é igual ao nimero de pardmetros do
grupo de Lie correspondente. As constantes C7,p em (EZ0) sao as constantes de estrutura da dlgebra. A
menos de uma transformacao linear constante, as constantes de estrutura sdo as “impressoes digitais” de

3Uma &lgebra é um espaco vetorial dotado de um “produto” entre seus elementos cujo resultado é outro elemento deste
mesmo espago vetorial. Fazendo uso da linguagem de aplicagoes introduzida anteriormente, este produto é uma aplicacdo * tal
que * : V x V — V. Quando o produto * for bilinear, entdo a algebra correspondente é denominada de algebra linear.
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uma algebra de Lie. Duas &lgebras serao isomérficas quando tiverem as mesmas constantes de estrutura (ou
quando as constantes de estrutura de uma algebra puderem ser transformadas nas constantes de estrutura
da outra dlgebra).

O produto de Lie definido em (E=0) possui trés propriedades fundamentais: I) o produto de Lie é
anti-simétrico,

[Lom LB] = 7[L5, La]; (A37)
II) ele é bilinear,
Loy Ls + aLV] = [Lq, Lg] + a[La, L7]5 (A.38)
III) ele satisfaz a identidade de Jacobi,
[Lou [L[%L’y]] + [L’Ya [Laa LﬁH + [Lﬁv [L’Ya La]] = 0. (A39)

Estas propriedades definem uma algebra de Lie. Vimos que podemos representar transformacoes lineares
por matrizes em um espaco de dimensao finita. Assim, da expansido de Taylor dos elementos de um grupo
de Lie em torno da identidade, Eq. (E=34), e das relagoes quadraticas (E=2Z10), podemos calcular as condigoes
nos elementos de matriz dos geradores (Lg)* &> impostas pela condicao da métrica ser invariante:

gij = [55 + Z aa(La)kl} [55 + Z aa(La)lj} gut = (La)"19ik + (La)" ;91 = 0. (A.40)
a=1 a=1

Estas relagoes implicam que estas matrizes dos geradores possuem traco nulo:
(La)klgik + (La)kigkl =0 = (La)kk =0. (A41)

Isto estd condizente com a relagdo exponencial (E=23), pois

det R(a) = exp(z a®trLy) =1, trL, = (La)*, = 0. (A.42)
a=1

A.4 Transformacoes especiais

A.4.1 Transformacoes ortogonais

As transformagoes ortogonais sdo transformagoes lineares reais no espago euclideano V' = R™, de dimensao

n, que preservam a métrica euclideana, cujos elementos de matriz sao®

Gik = Oik- (A.43)

Esta métrica é simétrica. Para n = 3, temos o espaco tridimensional usual. Sendo o tensor métrico igual a
identidade, a definigdo (E=20) de uma forma bilinear coincide com a defini¢ao usual de produto escalar:

O(Rx, Rx) = ®(x,x) =x> = » ;. (A.44)
k=1

Em um espago euclideano, as componentes covariantes identificam-se com as componentes contravariantes.
Assim, nao hé necessidade de observarmos a posicao de indices covariantes e contravariantes em qualquer
quantidade tensorial.

A condigdo de invariabilidade da métrica euclideana, expressa nas relagoes quadréticas (E=22), fornece
n(n+1)/2 relagoes de vinculos entre os elementos de matriz R;; de uma transformagao ortogonal. Portanto,
apenas n(n —1)/2 elementos de matriz Ry; sdo independentes. Isto significa que o grupo ortogonal, formado

pelas transformagoes ortogonais, possui n(n — 1)/2 geradores L,, o = 1,...,n(n — 1)/2. Os elementos de
matriz destes geradores devem satisfazer a relacao de anti-simetria,
(La)ik = —(La)kis (A.45)

4A métrica em um espaco euclideano pode sempre ser transformada numa métrica proporcional & identidade. Isto significa
que qualquer base pode ser ortonormalizada.
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proveniente de (E=) e da simetria da métrica euclideana (E=23). Desta forma, a condigao de ortogonalidade
nos elementos do grupo corresponde a condi¢ao de anti-simetria nos elementos da dlgebra correspondente.
Os elementos de matriz da transformagao ortogonal inversa podem ser calculados facilmente usando (E=30),

(R™")ik = Rps. (A.46)

Isto significa que a matriz inversa de uma transformacao ortogonal é calculada simplesmente realizando uma
operacao de transposicao real.

Na teoria dos grupos de Lie, o grupo ortogonal é denotado por SO(n) e a &lgebra correspondente por
so(n). A letra “S” significa que as matrizes que representam os elementos do grupo possuem determinante
igual a um (trago nulo na algebra). O grupo SO(3) é fundamental para a teoria do momentum angular em
Fisica. Este grupo é o grupo formado pelas rotagoes espaciais, quando estas sao vistas como transformagoes
lineares no espago tridimensional. Portanto, ele é também um subgrupo do grupo de Lorentz. A &lgebra
associada, so(3), é a dlgebra formada pelas componentes do momentum angular. O grupo SO(3) também
é muito importante em Métodos Matemédticos para a Fisica, pois os elementos de matriz sdo as funcoes
especiais de Legendre e todas as propriedades destas func¢ées podem ser vistas como conseqiiéncia direta das
propriedades dos grupos de Lie aplicadas ao grupo SO(3).

A.4.2 Transformacgoes de Lorentz

As transformacdes de Lorentz sdo transformacoes lineares reais no espaco-tempo V" = M*, de dimensao
n = 4, que preservam a métrica (simétrica) de Minkowski, cujos elementos de matriz sao

1 0 0 0
0 -1 0 0
— (") = =
(gu) = (¢"") = 0 0 -1 ol mv= 0,1,2,3. (A.47)

o 0 0 -1
A condigao de invariabilidade da métrica de Minkowski, expressa nas relagdes quadraticas (E=Z1), fornece

4(4 4+ 1)/2 = 10 relagdes de vinculos entre os elementos de matriz A*, de uma transformacio de Lorentz.
Portanto, apenas seis elementos de matriz sao independentes. Isto significa que o grupo de Lorentz, formado

pelas transformacoes de Lorentz, possui seis geradores Li, k = 1,...,6. Os elementos de matriz destes
geradores devem satisfazer a relagao de anti-simetria,
(L) pr = = (L )vpss (A.48)

proveniente de (BE=) e da simetria da métrica de Minkowski (E=Zd). Os elementos de matriz da trans-
formagéo de Lorentz inversa podem ser calculados facilmente usando (E=30),

(A1) = g™ g A, = Ag®. (A.49)

Na teoria dos grupos de Lie, o grupo de Lorentz é denotado por SO(1,3) e a dlgebra correspondente por
s0(1,3). A letra “S” significa que as matrizes que representam os elementos do grupo possuem determinante
igual a um (trago nulo na dlgebra). O grupo SO(1,3) é fundamental para a teoria da relatividade especial
de Einstein.

A.4.3 Transformacgoes simplécticas

As transformacoes simplécticas sio transformacdes lineares reais no espaco de fase V2", de dimensio 2n, que
preservam a métrica simpléctica, cujos elementos de matriz sao

1 sep<nev=n+4yu, -1 sep<nev=n+yu,
==C"=<-1 sev<nepu=n+v, Cu=-Cp= 1 sev<mnep=n+v, (A.50)
0 todos os demais casos; 0 todos os demais casos.

Esta métrica é anti-simétrica. Como conseqiiéncia desta anti-simetria, a forma bilinear (E=Z1) é sempre nula
quando x =y,
d(x,x) =0, Vx € V" (A.51)
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A condigao de invariabilidade da métrica simpléctica, expressa nas relagdes quadraticas (E=21), fornece
n(2n—1) relagdes de vinculos entre os elementos de matriz R*, de uma transformagao simpléctica. Portanto,
apenas n(2n + 1) elementos de matriz R*, sao independentes. Isto significa que o grupo simpléctico possui
n(2n + 1) geradores Ly, k = 1,...,n(2n 4+ 1). Os elementos de matriz destes geradores devem satisfazer a
relagao de simetria,

(Lk);w = (Lk)uua (A52)

proveniente de (EM) e da anti-simetria da métrica simpléctica (E20). Os elementos de matriz da trans-
formagao simpléctica inversa podem ser calculados facilmente usando (BE=30),

(R_l)”y = CM'BCQURQB = _RUN' (A53)

Na teoria dos grupos de Lie, o grupo simpléctico é denotado por Sp(2n) e a dlgebra correspondente por
sp(2n). A letra “S” significa que as matrizes que representam os elementos do grupo possuem determinante
igual a um (trago nulo na &lgebra). O grupo Sp(2n) é fundamental para o formalismo hamiltoniano, pois as
transformacoes candnicas no espaco de fase formam, naturalmente, um grupo.
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