Ferramentas complementares para calculo do momento de inércia
Nathan P. Teodosio

Nao espere encontrar aqui o rigor matematico, isto é um guia que tentei fazer o mais sucinto possivel. Se
estiver a procura de algo mais matematico, consulte um livro (como o recomendado na dltima secao).

Eu diria que vocé esta preparado caso tenha conseguido pelo menos encontrar o momento de inércia de
um bastao (unidimensional) em relagdo a um eixo perpendicular na sua extremidade.

1 Preparacao

1.1 Integragao multipla

Para calcular momentos de inércia de superficies ou so6lidos, é util usar integrais multiplas, que nada mais
sao que integrais iteradas, isto é, fazemos sucessivas integrais simples para chegar ao resultado. Por exemplo,
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Colocando os delimitadores para deixar a ordem de integracao mais clara:

/_51 [/oﬁ </ﬂ3ﬂ/2 y* sen(p) x* dw) dy] dz

A integral mais interna, entre parénteses, é realizada em relacao a variavel o, portanto consideramos os
outros valores (y°x?) como constantes para calcula-la.

/_i Mﬂ (—y 2cos(p)[2/?) dy] dr = /_51 Uoﬂ —y3x2dy} dx

Progride-se com o mesmo procedimento para calcular a integral dupla resultante. Primeiramente a mais
interna, entre colchetes (lembre-se de que agora x é tratada como constante pois integra-se em relacao a y):
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Observacao: Embora em geral haja, ndo havera problema em trocar posicoes dos limites de integracao
nesta disciplina, desde que se mantenha a correspondéncia de que variavel esta sendo integrada. Usando o

exemplo anterior:
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Note que foram trocados os dois tltimos sinais de integracao, mas a mudanc¢a também foi acompanhada
de uma troca entre dz e dy.

1.2 Opcional: Derivacao parcial

Seja f(z,y,2) = e®y?cos(z) + xyz. Se derivarmos em relagdo a z, consideraremos as outras variaveis
constantes, como no Célculo 1. Devido a ser essa uma funcao dependente de y e z, apenas ha uma mudanca
na notagao de d/dx para d/0z, ainda que o procedimento seja o mesmo. Assim,
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2 Mudanca de coordenadas

2.1 Polares

Se quisermos calcular o momento de inércia de algo circular, ndo é prudente trabalhar em coordenadas
cartesianas, mas em polares. A relacao entre esses sitemas é:

x = rcos(f), y = rsen(0)

Figura 1: Mudanca de cartesianas para polares (usa-se 6 em lugar de ¢)
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A fim de representar um disco D de raio R em coordenadas polares, é evidente que temos que fazer

0<0<2me0<r<R. Para meio disco, # s6 iria até .
Quando se deseja realizar uma integracao em um dominio que é uma superficie S, teremos algo do tipo

ffs xdA, em que o subscrito S apenas indica que deve-se integrar na regiao S, * é a operacao a ser realizada,
e dA é o elemento de area. Para o disco D, a integral dupla é
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Poderiamos pensar que, assim como dA = dxdy em cartesianas, dA = drdf em polares. Entretanto,
analisando a figura [2| percebe-se que nao.

Figura 2: Elemento de area dA em coordenadas polares
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Na verdade, em polares dA = rdrdf. Entao, a integral no disco D ficaria fogﬂ fOR*rdrdH. Esse fator
que aparece em mudangas de coordenadas é denominado jacobiano (J), portanto para as polares J = r

(sempre).



2.2 Esféricas

A relacao entre os sistemas de coordenadas esférico e cartesiano é:

x = pcos(f)sen(yp), y = psen(f)sen(p), z = pcos(p)

Figura 3: Coordenadas esféricas
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Uma esfera macica E de raio R ¢ codificada por 0 <0 <27, 0 < p <7me 0 < p < R. Entao para integrar

em todo o volume da esfera,
R 27 T
///*dvz/ / / «dV
E o Jo Jo

em que dV é o elemento de volume nas coordenadas esféricas.

Tal como nas coordenadas polares, aparecera um jacobiano para essa mudanca, ou seja, se 14 dA = J drdd,
em que J = r, aqui dV = J dpdfdp. Podemos também achar esse J geometricamente (tente), mas é
razoavelmente complicada a visualizacao. Por ora, recomenda-se a memorizacao do jacobiano para esféricas,
que é p* sen(yp), e daf a integral fica fOR fogw o * p?sen(yp) depdddp.

2.3 Cilindricas
Este caso é totalmente andlogo ao de coordenadas polares. Veja que nao se altera z.

x = rcos(0), y = rsen(0), z=2z

Assim, o jacobiano para as cilindricas também é r.

Jacobianos
Mudanca ‘ Jacobiano ‘ Regioes recomendadas
Polar r Bidimensonais circulares (discos, coroas circulares)
Cilindrica r Tridimensionais circulares (cilindros, cascas cilindricas)
Esférica | p*sen(yp) Tridimensionais esféricas (esferas, cascas esféricas)



Opcional: Analogia com substituicao de variaveis

Em Calculo I, algumas integrais podem ser resolvidas por substituicao de variaveis. Por exemplo, para

calcular f ﬁdm, é conveniente fazer a substituicao u = 3x — 2. O passo seguinte, muitas vezes automati-

zado, é fazer du = 3dr <— dx = d?“ e entao pode-se resolver o problema. Ora, o interessante aqui é que esse
fator 1/3 que acompanha o du nada mais é que o jacobiano dessa mudanga de variaveis, como vocé podera

notar se ler e entender a se¢do 4 (terfamos uma matriz 1x1).

3 Momentos de inércia

3.1 Disco

Por fim, ao que interessa. Seja D um disco de raio R e densidade superficial o constante e uniforme.
Calculemos o momento de inércia em relacao ao eixo que passa por seu centro perpendicularmente ao disco.

Da definicao de momento de inércia:
I = / / redm
D

o=dm/dA < dm = odA
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Atente sempre para o fato de que ry da definicao de I é a distancia de um elemento qualquer a um eixo
escolhido arbitrariamente. Na proposicao do problema, determinou-se um eixo que faz coincidir a distancia
de um ponto no disco ao eixo com a distancia ao centro do disco. Perceba a diferenca no caso da esfera,
posteriormente.

Usando as coordenadas polares, sabemos que ro = r. Lembrando que dA = Jdrdf, e que J para as
coordenadas polares é r:
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Uma vez que o é constante, pode-se retird-lo da integral. Também se sabe que o = entao
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3.2 Esfera

Seja E uma esfera de raio R e densidade volumétrica x constante e uniforme. Calculemos o momento de
inércia em relagdo ao eixo que passa pelo seu centro (que seja o eixo z). Procure entender pela figura |3| que a
distancia de um ponto até o eixo z em coordenadas esféricas, que naturalmente usaremos, nao € p, mas sim

psen(ip).
1= [[[ wsenti)pam

X =dm/dV < dm = xdV
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A integral de sen®(p) nao é trivial. Pode-se reescrever a expressao como sen®(p) = sen®(p)sen(p) =
[1 — cos*(p)]sen(p) e entdo fazer uma substituicao u = cos(p). Com isso (verifique),

21y RS STy R®
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Sendo x a densidade volumétrica da esfera, y = % = %, entao [ = %.

4 Opcional: Calculo analitico do jacobiano

Pode-se calcular analiticamente o jacobiano (em vez de geometricamente como foi feito para polares na
figura [2).

Dada a mudanca de coordenadas

r=r(z,y,z), s = s(x,y, 2), t=t(x,y,z2)

seu jacobiano é (sendo Abs o valor absoluto, ou seja, o modulo)
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Se a mudanga de coordenadas for para o caso bidimensional (polares), a matriz é 2x2. Repare no seguinte

exemplo.
Para coordenadas polares (veja se¢io 2.1), 22 = cos(f)
cos(0) —rsen(0)

ox Oz
ar 90|\ _
% % } N Abs{ sen(d)  rcos(6)

Problema proposto: Encontre analiticamente o jacobiano da mudanca de varidveis cartesiana — esférica.
Ou aceite por fé que ele é p?sen(yp).

9y

: % = —rsen(f), 3= sen(6), % = rcos(f). Entao,

J:Abs{

‘} = [rcos?(0) + rsen®(0)] = r

5 Talvez queira ver...

e Coordenadas esféricas: https://www.youtube.com/watch?v=FDyenWW1PdU

e Assista a Claudio Possani lecionando a disciplina no IME-USP (sendo hoje, pelo menos quando vocé
cursar Célculo I1T): https://youtu.be/46s8y0ufm00

e Melhor livro sobre o assunto, com muitos exercicios finais de capitulo resolvidos: Calculus of Several
Variables, Serge Lang


https://www.youtube.com/watch?v=FDyenWWlPdU
https://youtu.be/46s8yOufmO0
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