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Capitulo 6

6.1 Microstates, macrostates and entropy
Combinatorial analysis, probability that the system exist in a given macrostate.

Boltzmann hypothesis: S = k InQ
connects the atomistic and phenomenological descriptions

6.2 - Conditions for equilibrium in statistical thermodynamics
Sl 4

Calculation of the macroscopic properties from the Partition function

Partition function:

6.3 - Applications

6.3.1 - A model with two energy levels

6.3.2 - Einstein model of a crystal (C)

6.3.3 - Monoatomic gas model (traslational partition function)



Interpretacao Estatistica da Entropia

1- Airreversibilidade encontrada nos fenomenos macros esta ligada a 22 Lei,
expressa como AS > 0 (com AS > 0 nos processos irreversiveis)

2- As leis basicas da fisica (mecanica) regem 0s processos reversiveis

Como conciliar os fatos?

Exemplo: difusao de moléculas de ar numa sala. As colisoes entre moléculas é
reversivel. Uma concentracao de moléculas € extremamente improvavel
(condensacao espontanea de 10% moleculas de ar.

Examinamos as configuracoes possiveis de um gas teorico e calculamos a
probabilidade de encontrar n moléculas numa dada configuracao

A caraterizacao de um estado do gas pela densidade em diferentes regioes
define um macroestado do gas, ao qual podemos associar diversos microestados



Os processos fisicos devem ocorrer no sentido em que a probabilidade
associada ao macroestado do sistema aumenta, tendendo ao equilibrio
termodinamico, que deve corresponder ao macroestado de maxima
probabilidade

— S deve ser uma medida da probabilidade termodinamica
Seja W o peso estatistico associado a um macroestado. Como a

probabilidade é o produto das probabilidades P = P,P, e a entropia € uma
propriedade aditiva, S = S, + S,, se recorre a funcao logaritmica:

S=kinW (Boltzmann, 1872)

W é o nUmero de microestados compativeis com o macroestado:

AS =S¢ - S; =k In(W/W))
(Ref: Moysés Nussenzweig)



Interpretacao Estatistica da Entropia

Tabela 6.1- microestados de n = 4 particulas identicas distribuidas em dois
niveis de energia, ¢, e g,

Numero de microestados: N = r" ; onde r é o # estados e n o # de particulas
N=24=16 (A, B, C... na tabela)

Macroestados : [, II, Ill, IVe V

Interpretacao alternativa:

O sistema consome (1/16) do tempo em cada microestado

Consideremos o macroestado I, constitudo dos microestados B,C,D e E, cada
um deles existindo por (1/16) do tempo. Este macroestado ocorre entao
4%x(1/16) = V4 do tempo.

— A probabilidade de observar o macroestado Il em qualquer instante é V4



TABLE 6.1

Microstates and macrostates for a simple system

Particles: a, b,
States: €}, €7

c,.d

List of Microstates (Number of microstates = 24 = 16)

State €] € State . €] €2

A abcd — I be ad

B abc d J bd ac

C abd C K cd ab
D acd b L a bed
E bed a M b acd
F ab cd N C abd
G ac bd O d abc
H ad bc P — abcd

List of Macrostates
State No. of particles Corresponding Number Probability
€1 € microstates

I 4 0 A 1 1/16
II 3 1 B.C,.D.E 4 4/16
I 2 2 F.GHILJK 6 6/16
IV 1 3 LMN.,O 4 4/16
v 0 4 P 1 1/16




Analisis de combinacdes

# total de particulas: N, # de estados: r
, N,
# de estados das N, particulas: T
(corresponde ao numero de diferentes maneiras que N, particulas
podem ser arranjadas nos r estados)

Macroestados do sistema: (n,, n,, ...., n.) onde n, corresponde ao # de particulas
em cada estado g O # de microestados que correspondem ao macroestado (n,, n,,
..., N.), ou seja, de quantas maneiras posso arranjar N, bolinhas em r caixinhas,
tendo n, bolinhas na primeira caixa, n, na segunda, etc.:

N !
Q= 2
nl!n,l.n!
Q, N)! 1
A probabilidade do sistema estar Py =—-=- N,

. r r
num determinado macroestado: H n!



Analisis de combinacdes
Macroestados: I, I, Ill, IV e V (Tabela 6.1)
Q, € o numero de microestados que correspondem ao macroestado |, I, etc

4 @-3.2-1)
T 400 @4-3-2-1)-Q)
4 (4-3.2.1)
= Q“""B“'.'iif’(3.2.1).(1)""':l
4 (4321
H = =e e ¢
4 (4-3.2-1)
SmTm-G-2)
4 (43.2-1)
o4 (1)-@4-3-2-1)

I. QI 1

IV: | QIV

V: — Qv
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FIGURA 7.5 Uma amostra pequena
de mondxido de carbono solido
consistindo de quatro moléculas.
Quando existe somente uma maneira
de arranjar as moléculas na qual todas
as moléculas apontam em uma dire¢ao,
a entropia do sohdo € 0.

Entropiaa T=0K

A entropia residual é originada
na desordem molecular que
ainda existea T =0 K

Calculo da entropia residual
de uma substancia utilizando
a relacao de Boltzmann

S=kIlnQ

Atkins: Principios de Quimica
Atkins: Fisico Quimica
Rock: Chemical Thermodynamics



Entropiaa T=0K
(entropia residual)

Estrutura aleatoria:
Cco, CO, 0C, Co,...

1 mol de CO contém
N, = 6.02x1023 moleculas

Na molécula CO, a entropia residual medida é cerca de 5 J/mol-K.

Nesta estrutura, cada molécula pode adotar 2 orientacdes de igual
energiaa T = 0 K, entao:

S=kInQ =k In 2= (1.38x10"23)(6.02x10%3)In 2 = 5.76 J/K

= sugere que no cristal, as moléculas estdao arranjadas de forma aleatoéria



Entropia residual do FeClO,

O numero total de modos de
arranjar as molécula num cristal
contendo N moleculas é:

Q= (4-4-4..), = 4N

Entropia: S=kln4N=kNIn 4

7 Como 1 mol de FCIO; contém N,
moléculas, entéo

FIGURA 7.7 Os quatro arranjos
possiveis de uma molécula de FCIO,
em uma disposi¢ao tetraédrica.

S = (1.38x1023 J/K)(6.02x1023)In 4
= 11.5 J/K-mol

Valor experimental: 10.1 J/K-mol



6.2 - Conditions for equilibrium in statistical thermodynamics

N,
S —kln[HniJ

Usando as propriedades dos logaritmos:

S =k[in N, = In(n, 1))

Aplicando a aproximacao de Stirling
e lembrando que o numero total de
particulas no sistema € a soma do N, = Zn
numero em cada nivel: :

Inx'=xlnx—x

S=k[> n,(InN, —lnn,)|= k> n, 11{:; ]

4

Esta relacao pode ser usada para calcular a entropia de qualquer macroestado



O processo termodinamico envolve a mudanca do numero de particulas
nos estados. A mudanca de entropia €

dS =-k» d[n,Inn,—n,InN,|= —kZln( 1’\1;‘ jdnl.

4

Esta expressao descreve a mudanca de entropia para qualquer processo no
Sistema, sem restricoes sobre a natureza da redistribuicao das particulas nos
niveis de energia ¢

Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange o autor impoe a
condicao de equilibrio: 0 maximo na entropia:

ds = —kZln[ ]’:] Jdni = —kZln[% exp(€, /kT)jdnl.

o

[ " J=lexp(—8i /kT) P = Zexp(—gi /kT)
N ) P -

o

onde P e a Funcao de particao do sistema.



Calculations of the macroscopic properties from the partition function

O valor da entropia para a distribuicao de equilibrio é:
S = —kZln(lexp(gi /kT)j = iZgini +kInP) n,
P kT
1
= S = ?U +k1n PNO

Da definicdo da energia livre de Helmholtz: ¥ =U-TS=-N,kT'In P

Calculamos $ em funcao da . _(B_Fj _ NoklnP+N0kT(alnPj
funcao de particao P: aT ), or ),
. : _ ,(dIn P

A energia interna do sistema: U=F+TS =N kT

oU dln P 82 InP
e o calor especifico: C, = (—j = 2N0kT( j+N0kT2( J
P ' oaT ), oT oT > y



Aplicacdo: gas ideal monoatémico

3/2
. - 27T
Funcao de particao: P = V[—}
m
InP=InV +éln(%j + élnT
2 m 2

Entropia:

3/2
S=NkinP+N AT 2P ) Z N kin V(MC—TJ FIN K
o ), p

0
m

Energia interna:

=2 N KT
oT

U= N szialnPj 3
’ 2

Calor especifico: C, = (_j —2N k= ER
\%



Aplicacdo : modelo de Einstein de um cristal

k = spring constant
v = natural frequency

Einstein desenvolveu um modelo
simples para descrever a termodinamica
de um solido cristalino

-Os atomos estao arranjados numa
estrutura cubica

-Um cristal de N, atomos contém 3N,
ligacoes

-Os atomos vibram emtorno de suas

posicoes de equilibrio. As energias
estao quantizadas:

E, :(i+%)hv



Funcao de particao:  p

Zr:e_(g%Tj _ Ze—[(i+1/2)hvlkT] _ e—(%)(hv/kT)Ze_i(hV/kT)

0
Expansao em serie:
1 e—(1/2)(hv/kT)

20:( _hV/kT) - 1 —(nv/kT) = P =

—€ | — o (v/kT)

InP = _lh_v_ln[l_e—(hv/kT)]
2 kT

Energia livre de

F=-3NkI'InP = éNohv +3N kT ln[l — e_(hV/kT)]
Helmholtz: g)

Entropi
ntropia € ¢ —(aFj U P TS

Energia interna:



Calor especifico: 2 ~(nvIkT)
P (E)U) =3N0k(hvj e
oT v (1

Cv = kT . e—(hv/kT))z

Atkins:

Cy _ x'e” = —hv
R _(1—e_x)2 . 471

onde v é a frequéncia vibracional obtida por espectroscopia Infravermelha ou Raman

30 I | i L

Cy(moi[e K)

C, do diamente:
Teoria e medidas
experimentais.
i - | (@ =1320K)
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Fig. 8-14 Variacao do calor especifico de varios solidos com a temperatura. Em
altas temperaturas, Cy é igual a 3R, como prevé o teorema da equiparticao. Em
baixas temperatura, porém, C,tende a zero. A temperatura critica na qual C, se
aproxima de 3R varia de acordo com o material.




Calor especifico C, da nolécula C,, fullerene

Num estudo de espectroscopia da molécula C,,
Negri e col. (J. Phys. Chem. 100, 10849, 1996)
observaram as seguintes bandas vibracionais:

Fig. 3.1. The Cg, molecule showing
single bonds (as) and double bonds (a,).

- um modo com simetria A, (degenerescéncia 1) em 976 cm’'

-quatro modos T,, (degenerescéncia 3) em 525, 578, 1180, 1430 cm"’

-cinco modos T,, em 354, 715, 1037, 1190, 1540 cm™’

-seis modos G, (degenerescéncia 4) em 345, 757, 776, 963, 1315, 1410 cm’’
-sete modos H, (degenerescéncia 5) em 403, 525, 667, 738, 1215, 1342, 1566

O calor especifico, obtido X
da funcao particdo do [Cvj _ (’Wj exp(hv/kT) _ x’e”
oscilador harménico: v \KT) (exp(hv/kT)-1) (1-e™)°




Estimar o calor especifico da molécula C,, a 1000 K

Consideramos os modos ativos com temperatura vibracional 0, = (kT/hc)< 1000

/
Solugdo: Para T = 1000 K, (kt/hc) = 694 cm”

v (cm’) degenerescéncia X = v694 (CvwR)
525 3 0.757 0.953
354 3 0.5] ‘ 0.98
345 4 0.497 0.977
403 5 0.581 0.97
525 5 0.757 0.953
667 5 0.96] 0.929
578 3 0.833 0.964

(C/R) = 3(0.953) + 3(0.98) + 4(0.977) + 5(0.953) + 5(0.929) + 3(0.964)= 26.86

Somando a contribucao vibracional (26.86R), rotacional (3R/2), traslacional
(3R/2) e a eletronica (R), obtemos C, = 31R = 31(8.31) = 258 J/mol K

Ref: Atkins, Fisico Quimica




Calor especifico dos sélidos

1819 - Pierre Louis Dulong e Alexis T. Petit encontram experimentalmente

para solidos nao metalicos que:

c, z3R=25( / j
’ molK

Porém, a Lei de Dulong e Petit ndo explica que C, ,,— 0 quando T — 0

1906 - Albert Einstein: « A
>
S N
g
2 —
c, =3Nk(hvj exp(hv/kT) : :%s
kT ) (exp(hv/kT)—1)

Este modelo prediz C, — 3R quando T — « (Dulong e Petit) e explica que
C, »— 0 quando T — 0. Mais o modelo falha a baixas temperaturas.



1912 - Peter Joseph William Debye propoe seu modelo de calor espécico
dos solidos, que asume uma distribuicao continua de frquéncias até vy:

30

20

C,/(J K'mol)

10

30 N
Cy = 9Nk[T] f (’jezdx
D o \é — 1)

onde

=

— Al

=, L bty b v e b v tesr g
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

T/

2.5

_hv

X =
kT

Temperaturas de Debye:

Material 0, (K)
Diamante 2230
Ouro 225
Neon 75
Mercurio (s) 72

limite T — O:

3
L2 ] -
5 0

D

Cy




Calor especifico do Silicio (lei T3)

2
10 l I T T T 1 I

Dulong—Petit

10 -

~ Silicon

10—1 -

(J/JK 102}
per
mole)

10 1 10 10 10® 10* 10° 10° 107
(a) T3 (K3)




Calor especifico de sistemas complexos: vidro

supercooled

T/K

5i0, : T, = 1200°C, T, = 1610°C
Ref: Mary Anne White: Properties of Materials

C(T) de um solido cristalino,
um liquido e um vidro.

O C(T) de um liquido € mais
elevado que o de um cristal
devido ao maior numero de
graus de liberdade no liquido.

A queda de ((T) abaixo de T,
resulta da mudanca nos graus de
liberdade do liquido
superesfriado para o vidro.

Supercooled liquid: a liquid
cooled below its normal freezing
point (metastable)



Entropia molecular: O, a 298 K

) kT 3/2
Funcao de Particao traslacional: q, :( WZ j v
h

3/2
Entropia: g — ng T(alnqj+lni+l =R 1n(2”’””2ij K12k
oT N h Pl 2

2nka)3’2 kT

Atomo de oxigénio (m, = 16 uma = 2.657x1026 kg) ( e po 2.55x10°

J

K — mol

$° = (8.314)2.5+1In(2.55x10%)|=143.4

Molécula 0,: Como m = 2m,,, S° aumenta em Rln23/2

S° =143.4+ RIn2°'"? =152.08;

K — mol



Contribuicao Rotacional )
T h

Funcao de Particao: =— 6 =

¢ ¢ 4 o6 " 8xtlk

o vale 2 moléculas homonucleares e 1 para as heteronucleares

Molécula O, a 298 K: | = 1.937x104 kg-m? = ¢, =2.08

Entropia: S°, = Rln( elTJ _ 8.314[(2'718)(298)j —a384— 7
o0, 2(2.08) K —mol
Contribuicao vibracional _
Funcio de Particio: g = 1 g v _hev
uncao de Particao: O P T p

Frequéncia vibracional: 1580.25 cm’

6
S”V:RH ’r ]—ln(l—e%)]:0.035 /

(e_% ~1) mol — K




Contribuicao Eletronica ) ) D
r +g,e r + ... i

=g +ge =g.e
Funcdo de Particdo: Qe =80T & &o

onde ¢, € a energia do estado, D € a energia de dissociacao e g; € degenerecéncia
do nivel, g; = (2J+1). Na molécula de O,, o estado fundamental € um tripleto e
D = 491.89 kJ/mol (os estados excitados estao muito longe)

. 0o _ _ —913J
Entropia:  §° =Rlng, =(8.314)In(3)=9.13 Aw,_ K

Entropia padrao do O,: S =8%+S8° +8°+8% = 205-09(‘%( —mol)

Valor tabelado: 205.14 J/K-mol
Da mesma forma:

c,”=lc,") +lc,) +le,), +lc,7), = (4R + R +0.24R+0=2934

Valor tabelado: 29.355 J/K-mol. (Ref: Physical Chemistry, Alberty + Silbey)
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Fig. 8-12 Variagao com a temperatura do calor especifico molar da molécula de
hidrogénio. Entre 250 ¢ 1.000 K, o valor de C, é 5R/2, como prevé o modelo do
haltere. Em baixas temperaturas, o valor de C,diminui para 3R/2, como se a molé-
cula nao pudesse mais girar. Em altas temperaturas, C, parece tender para 7R/2,
como se a molécula comegasse também a vibrar, mas a molécula se dissocia antes
que um novo patamar seja atingido.
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Figure 5-2. Plot of Cp versus T for NH;(g) at 1 atm over the temperature range 0 K to 900 K.

Note that Cp, = C) + R for an ideal gas. We have neglected the contribution to Cp arising from
nonideality.



6.4 - Alternate Statistical Formulations

AB

AB

AB

Estatistica de Maxwell - Boltzmann

Consideremos um sistema de duas particulas
(A e B) que podem ocupar os niveis de energia
(1, 2 e 3):

-as duas particulas sao distinguiveis

-a particula pode estar em qualquer estado

= ha 32 = 9 estados possiveis



AA

AA

AA

Estatistica de Bose - Einstein

Duas particulas (A e B) e trés niveis de energia

-as duas particulas sao indistinguiveis

-0 estado pode estar ocupado por qualquer
numero de particulas

-ha 3 maneiras de colocar as particulas no
mesmo estado

-ha 3 formas diferentes de colocar as particulas
em diferentes estados

= ha 3 + 3 = 6 estados possiveis para o gas



Estatistica de Fermi - Dirac

Duas particulas (A e B) e trés niveis de energia

-as duas particulas sao indistinguiveis
-apenas uma particula pode ocupar um dado
estado

= ha 3 estados possiveis para o gas



3¢

B-E

F-D

XX

XX

XX

Aplicacao:

Consideremos um sistema de 2
particulas cada uma das quais pode
ocupar qualquer um dos trés estados
quanticos de energia 0, € e 3¢

Funcado de particao:

7= Z gie_ﬁ(”15+”2152+”353)

Typ = le™?° +1e72% + 16_2’3(38) + ze—ﬁ(0+g) + 28_'3(0+38) n 26_'8(8+38)

= 1P +172% +1e72P08) 4 oPE) 4 7PB) 4 pPlevde)

Reif: Statistical and Thermal Physics




Problemas propostos pelo autor

6.3 - Sistema de duas particulas e 4 niveis de energia: numero de
microestados e macroestados

6.4 - Numero de microestados de diferentes sitemas
6.5 - Sistema de 10 particulas e niveis de energia: E, = (n+%2)E,

6.7 - Mudanca de entropia associada a um processo no qual muda o
numero de particulas em cada nivel de energia

6.9 - AU : cristal aquecido reversivelmente de 90 K — 210 K

6.10 - AS gas ideal (273 K,, 1 atm) — (500 K, 3.5 atm) usando a
(a) termodinamica fenomenologica e (b) termodinamica estatistica



