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Este trabalho é dedicado a disciplina de “Eletromagnetismo A (SFI5708)” com o intuito de dis-
correr e aprensentar em formato de monografia sobre um modelo simples e 1util para descrever a
teoria de conducgdo em metais de forma geral, o modelo de Drude.

I. INTRODUCAO

Antes de comegarmos de fato a discutir sobre o modelo,
se faz necessario uma explanacao do contexto em que
Drude estava imergido.

Em 1897, Sir Joseph John Thomson (J.J. Thom-
son) descobriu que raios catédicos eram compostos de
particulas as quais possuiam cargas negativas, o que
antes nao era conhecido. Thomson mostrou por meio
de célculos que o tamanho dessas particulas deveriam
ser muito menor em relacao a um atomo de Hidrogénio
(cerca de 1000 vezes menor) [1].

Alguns anos a frente (1900) a comunidade cientifica en-
frentava (ainda sem saber) o inicio de uma nova fase na
histoéria da fisica, o desenvolvimento da teoria quantica.
Assim, ainda nao se tinha a completa propriedade em su-
posigoes/teorias utilizando como base esse novo artificio.
Em paralelo a esta linha de pesquisa, o estudo do estado
sélido da matéria e a busca por explicacoes dos fendmenos
em materiais, se mostrava promissor.

O fisico alemao Paul Drude propo6s, com os recursos
e conhecimentos de sua época, uma construcao tedrica
para estudar a condugao elétrica e térmica dos metais
[2]. Neste trabalho, serd abordado apenas a parte que
interessa ao curso de Eletromagnetismo A.

II. O MODELO DE DRUDE

Na passagem do século XIX para XX, Drude con-
siderou que quando ha atomos unidos formando um ma-
terial metélico, os elétrons da tltima camada se despren-
dem e se tornam livres, equanto os {ons permanecem fixos
(im6veis). A teoria consistiu em supor um gas de elétrons
e utilizar conceitos provenientes da teoria cinética dos
gases afim de simplificar o modelo. Aqui, os elétrons
sao com esferas rigidas, e idénticas, as quais se movem
entre os fons e eventualmente se chocam com eles. Aos
elétrons livres citados a pouco dé-se o nome de elétrons de
condugao. E possivel ter uma melhor nogao esquemaética
dessas consideragoes na figura 1.

Vamos considerar um &tomo com o ndmero atémico
Z, (i.e. Z, prétons e elétrons) em que possui uma quan-
tidade Z de elétrons na camada de valéncia. Quando o
ion estd formado, existe um nicleo onde a carga elétrica
é +eZ, envolto de uma nuvem dos elétrons mais internos
(aqueles que nao se desprendem), carga —e(Z, —Z), onde
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FIG. 1. (a) Atomo isolado. (b) Esquema de uma configuracao
em um metal genérico.”

& Neil Ashcroft; David Mermin (1976). Solid State Physics.
Saunders College. pp. 67.

e~ 1,60 x 10717 C é o seu valor fundamental.

E possivel ainda calcular a densidade de elétrons (n -
numero de elétrons por unidade de volume) presente nos
metais da seguinte maneira:

= ot (1)

Onde N, é o numero de Avogrado, A é a massa atomica
e pm ¢ a densidade de massa do metal. Por exem-
plo, o Cobre (15225%2p%35%23p%45'3d'° = Z = 1), mate-
rial utilizado com bastante frequéncia no dia a dia para
conducao de elétrons, possui densidade p,, = 8,96 g/cm?
e A =63.546 g/mol, entao:

neow = 8,47 x 10?2 elétrons/cm?®. (2)

A. Consideragoes Principais

Para que seu modelo fosse consistente e em con-
cordancia com a fisica até entdo desenvolvida, Drude fez
algumas suposicoes basicas, que sao:

1. Aproximacgdo de Elétron Livre e Independente

Desconsidera-se, em se tratar de eletromagnetismo, as
interagoes entre elétron-elétron e elétron-ion. Drude con-
siderou que na auséncia de campos externos, os elétrons
se moviam de forma uniforme e retilinea, ou melhor, de



maneira independente de outros elétrons. Mesmo na
aplicacao de campos, a teoria foi contruida de tal forma
a impor que os entes moéveis obedecem a segunda lei de
Newton com o acoplamento de campos externos (eletro-
magnéticos), i.e. desprezando os campos gerados por
elétrons e ions.

2. Colisdes Instantaneas

No modelo de Drude, as interagoes mecanicas en-
tre elétrons e fons sao consideradas instantaneas, assim
como na Teoria Cinética dos Gases. Como estamos con-
siderando um “gés de elétrons”, cada particula individual
é uma esfera dura que muda de velocidade abruptamente
ao se chocar com os entes fixos ({ons).

FIG. 2. Trajetéria de um elétron de condugao espalhado pela
colisao entre os ifons de acordo com Drude.

A figura 2 demosntra de maneira bem rudimentar e
simples a ideia de Drude. Apesar de se saber que a im-
agem estd incorreta (por conta do choque entre elétrons),
ao se tratar de uma anadlise qualitativa, podemos consid-
erar que existe um certo procedimento de espalhamento,
sem que isso seja um empecilho para o que ocorre na
realidade, ser comprometido.

3. Tempo de Relazagdo (T)

Como ja mencionado, Drude utilizou ideias da Teoria
Cinética dos Gases e retratou as colisbes entre elétrons
e ions de forma propabilistica. Ele postulou a existéncia
de um “tempo de relaxagao”, definido como o tempo
médio entre uma colisdo e outra. Cada colisdo sucessiva
poussi uma probabilidade 1/7 de ocorrer, em outras
palavras para cada intervalo de tempo infinitesimal dt,
a probabilidade de um elétron sofrer uma colisao é dt/.

B. Aplicagoes

P. Drude estava motivado a estudar o comportamento
dos metais em resposta a campos externos aplicado nesses

materiais (e.g. campos elétricos). Desta forma, é possivel
fazer um estudo da condutividade.

1.  Condutividade Elétrica DC de um Metal

Em eletromagnetismo basico, comumente nos é ap-
resentado a lei de Ohm por sua forma mais simples:
U = RI, onde essa equacao nos fornece a informacao
que a corrente elétrica I se relaciona com uma queda
de potencial U por meio de um parametro que depende
das dimensoes do material, a resiténcia R. Além do for-
mato, cada material possui uma constante intrinseca a
qual nomeamos de resistividade (p), que definida como:

E=plJ. (3)

Onde J e o vetor da densidade de corrente. Se surpo-
mos que n elétrons/cm3 se movem todos com uma ve-
locidade resultante v = Ziv v;, todos, obviamente, com
carga —e, podemos definir a densidade de corrente da
seguinte maneira:
J=—nev = —Eﬁ. (4)
Me

Especulando que cada elétron se movimenta (sem
aplicagdo de campos externos) com uma velocidade (v;)
com intensidade e diregao distintas, na média elas ten-
dem a se cancelar de forma que a velocidade resultante
seja nula. Assim, densidades de corrente liquidas s ao
inexistentes (como era de se esperar).

Dadas essas informacoes, podemos mostrar a im-
portancia do tempo de relaxagao 7 para obter um re-
sultado que se mega na pratica. Vamos supor primeiro
um exemplo simples em que esse tempo nao é levado em
consideragao. Imagine que um campo elétrico E (con-
stante) seja aplicado em um pedago de metal, digamos o
Cobre. Entao, deve-se resolver a seguinte equacao para
os elétrons:

dp .
b
il (5)

E tem como resultado (para cada componente, i.e. i =
x,y, z e partindo do repouso):

pi(t) = —eE;t. (6)

Finalmente, utilizando a defini¢ao (4):

Ji(t) = ("QZE) t. (7)

Me

O resultado acima, claramente, nao é algo fisico, uma
vez que na pratica a corrente nao cresce indefinidamente
quando t — oo. O que de fato se observa é o estab-
elecimento de uma corrente estacionaria. Drude resolveu
essa questao postulando que as colisoes entre elétrons e
ions no material poderiam ser resolvidas com um tempo



de relaxagdo. Ele entdo, de maneira fenomenoldgica [3],
introduziu o termo —p/7 na equagao (5):

dp’ 1] -
— =—=— —¢eF.
dt T € (8)

A solugao dessa equagao (ja escrevendo para a densi-
dade de corrente), utilizando as mesmas condigoes inici-
ais, para cada componente é:

(1—eY"E,. (9)

Me

Agora sim, esta solucao estda de acordo com o que se
mede em um experimento simples. Para tempos muito
maiores que 7 (e j& vamos ver que esse tempo é bem
curto) a relagdo se torna constante (estaciondria):

neQT =

J= E (10)

Me

Note que, comparando com (3), o conjunto de con-
stantes da equagao acima é o valor do inverso da resis-
tividade, que vamos definir como a condutividade (o):

n€2T

g =

= 0y. (11)
Mme

Como ja mencionado, a resistividade (logo a condu-
tividade) é propriedade do material a ser estudado. Por-
tanto, é possivel calcular o tempo de relaxagao de mate-
riais diversos:

m
T=— (12)

ne2p

Repare que este resultado, assim como o valor da re-
sistividade/condutividade, independe da intensidade do
campo elétrico aplicado, isso nos remete ao fato, fazendo
uma analogia, que a resisténcia de um material nao de-
pende do valor da corrente aplicada.

Elemento|p (107°Q.cm)[7 (10~ %5)
i 12,4 0,61
Cu 2,24 1,9
Ag 2,13 2,8
Au 2,84 2.1

TABLE I. Os valores dessa tabela se referem a temperatura
ambiente (T = 373K).

Na tabela ITB 1 é possivel examinar alguns resultados
para os tempos de relaxagdo de Drude [4]. Repare que,
como ja adiantado, os valores de 7 sao muito pequenos.
Assim, tempos como t = 107%s, por exemplo, j4 é um
valor muito maior que qualquer resultado de 7 apresen-
tado aqui. Logo, o termo exponencial da equacdo (9)
decai rapidamente, tornando a relagao entre J e E, lin-
ear.

Por fim, podemos generalizar a equacgao de espal-
hamento do elétron em meio a rede para uma forca F'
arbitraria. De modo que (8) se torne:

apt) _ plt) | =
——=+ F(1).
dt T ®)

E entao podemos aplicar este resultado em alguns casos
de interesse.

(13)

2. Condutividade Elétrica AC de um Metal

Considere agora que o campo elétrico aplicado se com-
porte de forma estacionéria, da seguinte maneira:

E(t) = Re(E(w)e™™") (14)

A equacdo que precisamos resolver é dada ainda por
(8), entretanto, buscamos solugdes estdveis da forma mais
intuitiva possivel, entao tome o ansatz:

pt) = Re(p(w)e™™") (15)

Substituindo (15) e (14), tanto a parte complexa
quanto a parte real, em (8) obteremos o seguinte resul-
tado:

(~iw)p() = ~—plw) - eB(w), (16)
o) =~ () B an

Da mesma maneira que para o momento linear, pode-
mos supor uma solucao do mesmo tipo para a densidade
de corrente. Logo, fazendo as substituigoes ja realizadas
anteriormente:

Fw) = BTN i P Fw), ()
o(w) = 1_”# (19)

Repare que podemos separar o sigma dependente da
frequéncia de oscilagdo em uma parte real e uma ima-
gindria: o(w) = or(w) + ior(w). Onde:

)
UR(w) = 1+w27_2 (20)
ooWwWT
O’[(W) = 1 +w27_2 (21)

Note que podemos analisar esses resultados para casos
limites e de extrema importancia.

Por exemplo, quando a frequéncia de oscilagao é
diminuida, lentamente, até se anular (i.e. w — 0). repare
que para esse caso o parametro o;(0) se anula, enquanto
or(0) = 09. Logo, recupera-se o caso da condutividade
DC.

Ja quando assumimos o regime de frequéncias altas
(i.e. w > 1), o pardmetro oy se torna muita mais rele-
vante para o valor total da condutividade do que og, o
efeito liquido disso é que o(w > 1) = io;(w > 1). Entao
o0 que se atesta é uma defasagem de 7/2 na resposta da
medicao.



8. Efeito Hall e Magnetorresisténcia

Aqui explicaremos o efeito Hall cldssico (1879) de
maneira sintetizada, afinal esse nao é o tema deste tra-
balho.

Tome um fragmento de metal retangular (por didatici-
dade) orientado como na figura 3. Na dire¢ao z, aplica-
se um campo magnético constante, H = (0,0,H). Ao
mesmo tempo, na dire¢do x, um campo elétrico E =
(E,,0,0), também constante, gera um fluxo de elétrons
pela area do fragmento, J,. O que ocorre é, a forca de
Lorentz, F;, = —(e/c)¥ x H, age nas particulas car-
regadas, desviando-as perperdicularmente (dire¢io y).
Como o fragmento é limitado, cargas negativas se acumu-
lam em uma das bordas e entao surge um campo elétrico
em y, geralmente chamado de campo Hall (efeito Hall).

.

-evXH

FIG. 3. Esquema simbdlico do experimento efeito Hall. *

& Neil Ashcroft; David Mermin (1976). Solid State Physics.
Saunders College. pp. 67.

Quando o equilibrio se estabelece na diregao y, a cor-
rente em x continua a fluir, porém, ocorre um aumento
na resisténcia do fragmento. A esse outro fendémeno,
nomeamos de magnetoresisténcia. E definimos, para
meios quantitativos como:

E,
H)=—/". 22
o) = = (22
Outra grandeza que se define é o coeficiente Hall:
E
Ry = —L. 23
T J.H (23)

A utilidade dessa constante tem um grande peso, pois é
ela quem indica sao os portadores de carga, a julgar pelo
sinal de Ry. Por exemplo, se os portadores possuem car-
gas negativas, o campo Hall possui diregao oposta ao eixo
de coordenadas (assim como na figura 3), logo Ry < 0.
No entanto, em alguns metais, é possivel medir um valor
positivo desse coeficiente, indicando a existéncia de por-
tadores com cargas positivas. Vamos verificar se o0 mod-
elo de Drude reproduz esse resultado. Consire a seguinte
equacao de movimento, onde a for¢a que atua em cada
clétron ¢ F = —¢[E + (1/mec)p x H]:

dp 7 _ e _
dt T € mecp x (24)

Escrevendo de forma mais conveniente em termos das
densidades de correntes:

dj J_’—O'()E_:i e

aJ HxJ=0. 2
dt T meC xJ =0 (25)
Sabe-se que:
J = (Ju,—Jy,0), (26)
E = (E,,—E,,0), (27)
H = (0,0, H). (28)

Antes de apresentar os resultados, uma ultima ob-
servagao. Como, apods o equilibrio das forcas, a densidade
de corrente em x independe do tempo entao a derivada é
nula. E mais a densidade de corrente em y se torna nula,
mas vamos tomar essa condigao apenas no fim.

As solugbes entao para a diregdo « e y, respectivamente
sdo:

eH
ago meCT y+ ( )
H
%@:_;J%+@ (30)

Tomando J, = 0 e rearranjando os termos em (30) e (29):

E, er 1
= = 31
J.H Me0(C nec’ (31)
E, 1
e 32
7. " o (32)
Portanto:
1
Ry = —— 33
H nec’ (33)
1
p(H) =~ (34)
0o

III. CONCLUSOES

Durante o decorrer deste trabalho ficou claro que o
modelo de Drude parte de suposigoes simples para descr-
ever a condugao de eleétrons em um metal. A pergunta
que ainda sobra é: quais sao as consequéncias dessas es-
colhas? Os resultados sao satisfatorios? Essa resposta
pode ser respondida em partes.

Para o célculo de condutividade, o modelo que Drude
construiu descreve bem aquilo que se pode medir, uma
boa forma de comprovar isso é estimando o livre cam-
inho médio [ = 7. O parametro o é a velocidade média
dos elétrons, e pode ser estimada através da equipartigao
cldssica de energia mv/2 = 3kpT /2. Para a temper-
atura ambiente (T = 373K), v é da ordem de 107 cm/s,
uma vez que 7 ~ 10715 — 107 s entdo [ ~ 1 — 10
A. Esse resultado estd demasiado coerente, pois a su-
posicao de Drude se referia a distancias interatomicas
(entre os fons). O problema ¢é que a estimativa de ©
é um calculo classico, todavia, hoje sabemos que isso



npln =~ 1[Rynec

w.r = efr/me
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FIG. 4. Variagdo do ndmero —1/Rpnc em funcdo de
eHT/mec, para o Aluminio (Al). *
@ De Luck, R. (1966) “Zur Temperatur und Feldabhngigkeit der

galvanomagnetischen Eigenschaften von Aluminium und
Indium”

se trata de um problema quantico e v possui um valor
maior do que o calculado aqui. Esse aumento na esti-
mativa pode alterar o livre caminho médio até mil vezes
[4], assim as distancias entre os fons seria muito maior do
que realmente é. Felizmente, experimentos realizados a
baixas temperaturas conseguem reproduzir os resultados
que esse modelo (cldssico) prevé.

J& para o outro caso, o calculo do coeficiente Hall e
da magnetorresisténcia, o modelo apresenta falhas mais
diretas. Através da ideia de Drude, pudemos chegar em
um resultado o qual o fisico E. H. Hall (1879) havia de-
scoberto em suas experiéncias, a resisténcia dos metais

nao dependem do campo magnético aplicado. Atual-
mente, sabe-se que, em experimentos mais sofisticados,
existe essa dependéncia e ela sé pode ser prevista com
uma teoria quantica em sélidos. Recurso esse o qual era
inexistente, ou comegara a nascer.

O resultado para o coeficiente Hall nos fornece a in-
formacao de que esse parametro é sempre negativo e nao
possui dependéncia do campo magnético. Na verdade,
para muitos materiais o modelo descreve corretamente
(e.g. Li, Cu). Aconte que alguns metais como Berilio
(Be) e o Aluminio (Al) possuem esse coeficiente posivito
[3]. Esse erro se d4 justamente por conta da nao depende
do campo magnético, na realidade essa ligacao existe. O
grafico na figura 4 nos mostra a afirmacao acima para o
caso do Aluminio [5].

Finalmente, para concluir, é evidente que alguns resul-
tados do modelo de Drude nao sao satisfatérios se formos
rigorosos na busca de um modelo que descreve completa-
mente o objeto de estudo do ponto de vista microscopico.
Entretanto, Drude em 1900 conseguiu criar um modelo
que para uma abordagem simples, é suficiente.

O pioneiro a se esforcar em resolver as questoes inex-
plicadas por meio do modelo de Drude, foi Sommerfeld.
Nao entraremos em detalhes, mas a primeira corre¢ao
na teoria foi levar em conta o principio de exclusdo de
Pauli (resultado da teoria quantica) e alterar o tipo de
estatistica que o géds de elétrons obedecia. E entao, con-
struir um modelo do inicio levando em conta a Mecanica
Quaéntica.
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