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1 Introducao

O presente projeto tem como foco a investigacdo e andlise da Equacao Mestra de Lindblad, uma
ferramenta essencial que desempenha um papel crucial na descricdo da evolugdo temporal de sistemas
quanticos sujeitos a interagdes com o ambiente, modelando a decoeréncia e a dissipagao.

O objetivo principal € explorar aplica¢des especificas em modelos. 0 Modelo Jaynes-Cummings, que
descreve a interagdo entre um atomo de dois niveis e um modo de campo eletromagnético.o Modelo Spin-Boson,
que aborda a decoeréncia de um qubit em um ambiente dissipativo.

Na fase de resultados, serdao apresentadas e discutidas as solugdes numéricas obtidas para os modelos

Jaynes-Cummings e Spin-Boson, explorando as implicagdes fisicas desses resultados.

2 Metodologia
2.1 Equacao Mestra de Lindblad

A derivagdo mais comum da equagdo mestra de Lindblad é baseada na Teoria Quantica Aberta (1).Um
sistema total pertencente a um espaco de Hilbert 7 (Total) é dividido em nosso sistema de interesse, perten-

cente a um espaco de Hilbert #(Sistema), e 0 ambiente que vive em H g(Ambiente).

d%(tt) = —i[Hr, pr(t)] (1)

Como estamos interessados na dinamica do sistema sem o ambiente, tragcamos sobre os graus de
liberdade do ambiente para obter a matriz de densidade reduzida do sistema p(t) = Trg[pr|. Para separar o
efeito do hamiltoniano total no sistema e no ambiente, dividimo-lo da forma Hr = Hs ® g +1s ® Hg + aH;
H € H,Hg € Hg,sendo o« uma medida da intensidade da interacao sistema-ambiente. Portanto, temos uma
parte atuando no sistema, uma parte atuando no ambiente e o termo de interacdo. Sem perder generalidade, o

termo de interagao pode ser decomposto da seguinte forma:

=Y 805 @)

com S; € B(H) e E; € B(Hg)(B(H) representa o espago dos operadores limitados que atuam no espago de
Hilbert B: H — H).

Na representacao de interacao, as matrizes de densidade evoluem no tempo devido ao hamiltoniano
de interagdo, enquanto os operadores evoluem com o hamiltoniano do sistema e do ambiente. Um operador
arbitrario O € B(Hr) é representado nesta representacgao pelo operador dependente do tempo O(t), e sua

evolugao temporal é dada por:

O(t) _ ei(HJrHE)t@efi(HJrHE)t (3)

Entao a evolugéo temporal ficara da seguinte forma

dpr(t)
dt

= —ia[Hp, pr(t)] (4)

Resolvendo



Usando esta formula, podemos obter a solugao exata, mas ainda temos a complicagcao de calcular uma
integral no espago de Hilbert total. Também é problematico que o estado p Usando esta férmula, podemos
obter a solugéo exata, mas ainda temos a complicagao de calcular uma integral no espaco de Hilbert total.
Também é problematico que o estado p(t) depende da integracdo da matriz de densidade em todo o tempo

anterior. Para evitar isso, podemos introduzir a equagéo[5|e [4] dando assim.

dﬁ;t(t) = —ia[H (t), pr(0)] — o /0 ds[H(t), [H1(s), pr(s)]] (6)
Continuando a aplicagdo do mesmo método,
P = ol (1) pr(0)] - o / ds[H1(1), [Hi(s), pr(1)]] + O(0®) @)
0

Agora, realizamos nossa primeira aproximagao considerando que a forga da interagdo entre o sistema e

0 ambiente é pequena.Portanto, podemos evitar ordens superiores

dpgt“) = —ialH (1), pr(0)] - o / ds[H;(t), [H1(s), pr(0)] ®)

Estamos interessados em encontrar uma equagao de movimento para p, entao, tragamos sobre 0s graus

de liberdade do ambiente:

o) _ gy, [d”“)] = il [H1(0),p1(0)] — 0 [ dsTre [Hi(0), [Hi(s) pr (0] ©)

dt dt 0
Esta ndo é uma equagdo de evolucdo temporal fechada para p(t) pois a derivada temporal ainda

depende da matriz de densidade completa pr(t).Para continuar, sdo necessdarias mais duas suposigoes.
Primeiramente, assumimos que no instante t=0, o sistema e o ambiente tém um estado separavel na forma
pr(0) = p(0) ® pg(0).1sso implica ndo haver correlagdes entre o sistema e 0 ambiente, 0 que pode ocorrer se o
sistema e 0 ambiente ndo interagiram em instantes anteriores ou se as correlagdes entre eles sdo de curta

duracao. Em segundo lugar, assumimos que o estado inicial do ambiente é térmico, ou seja, € descrito por uma
e~ HE/T
Trle-HB/T]’

a expansdo de H; podemos calcular uma expressao para o primeiro termo do lado direito da[9]

matriz de densidade na forma pg(0) = sendo T a temperatura e k, = 1.Usando essas suposi¢cdes e

Tri [Hi(t), pr(0)] = Y _(S:(0)p(0)Tre[E:(t)pr(0)] = p(0)S:(0)Trilpe(0) Ei(1))) (10)

Para calcular o valor explicito desse termo, podemos usar a propriedade de que (E;) = Tr[E;pr(0)] =0
para todos os valores de i. Isso pode parecer uma suposigao forte, mas nao é. Se o Hamiltoniano total
ndo a cumprir, podemos sempre reescrevé-lo como Hr = (H + a)_, (E;) S;) + Hg + aH], como H] =
> Si® (E; — (E;)). Agora, fica claro que (E]) = 0, com E; = E; — (E;), e o Hamiltoniano do sistema € alterado
apenas pela adicdo de um deslocamento de energia que nao afeta a dindmica do sistema. Portanto, podemos
assumir que (E;) = 0 para todos i.Temos que a equagao[10]¢ igual a zero, logo

dfTit) =—a’ / dsTrp [Hy (1), [Hy(s). plt) @ p(0)]] (1)

A equagao de movimento € agora independente para o sistema e local no tempo. Ainda é nao-Markoviana,
por depender da preparacéo do estado inicial do sistema. Podemos obter uma equac¢ao Markoviana percebendo

que o nucleo na integragao € invariante por translagao e que podemos estender o limite superior da integragao



até o infinito sem alterar significativamente o resultado. Fazendo isso e mudando a variavel de integracédo para

s — t — s,obtemos a famosa equagéao de Redfield:

dfT(f) = —a? /OOO dsTrg [Hi(t), [Hi(s = t), p(t) @ pi(0)]] (12)

E conhecido que esta equacdo ndo garante a positividade do mapa e, por vezes, resulta em matrizes de
densidade que ndo sao positivas. Para assegurar a completa positividade, € necessario realizar uma aproxima-
cao adicional, a aproximacao da onda giratéria. Para isso, precisamos utilizar o espectro do superoperador
HA = [H, A}, VA € B(H).Os autovetores desse superoperador formam uma base completa do espago B(#) e

portanto, podemos expandir os operadores sistema-ambiente da equagéo [2| nessa base

Si =3 5iw) (13)

onde os operadores S;(w) satisfazem
[H, Si(w)] = —wS;(w) (14)
Sendo w os autovalores de . E facil também considerar o conjugado hermitiano
[H,5]) = ws] (15)

Para aplicar essa decomposicao, precisamos retornar a representacado de Schrodinger para o termo
do Hamiltoniano de interagdo atuando no espago de Hilbert do sistema. Isso é feito pela expressdo S), =

¢'tHs §, e~itH Jsando a expansao dos autovalores, chegamos a:
= kwe S (w) @ Bh(t) = Y kwe™!'Sf(w) @ Ef(t) (16)

Para combinar essa decomposi¢cao com a equacao de Redfield primeiro expandimos os comutadores.

A equagao resultante é

/ H] H[tfs) ®pE / H] ®pE(O)H](t78)

(17)
/ Hi(t = 5)o(t) © o OHA0) + [ o) @ prO)i(t = 5) 1 (1)

Em seguida, aplicamos a decomposigéo de autovalores em termos de Sy, (w) para H;(t — s) e em termos
de S,i (wo) para HI(t). Apos alguma algebra nao trivial, obtemos:

plt) = 3 (T (w) [Si@)p(t), S w)] + €@ @)[Siw), P S (@) (18)

w,w’ k,l

Aqui, o efeito do ambiente foi absorvido nos fatores T'kl(w). Estes s&o definidos como:
Th(w) = / dsc* Trg[ELEy(t — )pp(0)] (19)
0
Neste ponto, podemos realizar a aproximacgao da onda rotativa. Considerando a dependéncia temporal
na Eq. (51), concluimos que os termos com |w — wg| >> a? oscilardo muito mais rapido do que a escala de

tempo tipica da evolugdo do sistema. Portanto, eles ndo contribuem para a evolugéo do sistema. No regime de

baixo acoplamento (o« — 0), podemos considerar que apenas 0s termos ressonantes, w = wy, contribuem para



a dindmica e eliminamos todos os outros. Aplicando essa aproximacao, a Eq. [18|reduz-se a:

plt) = > (M) [Si@)o(t), Sf(@)] + Tii@)Su(w), p(t)S] () (20)

w,w’ k,l

Para dividir a dindmica em Hamiltoniano e ndo-Hamiltoniano, decomponha agora os operadores I'y,; em

partes hermitianas e ndo-hermitianas, I'y;(w) = %m(w) + 1T

(W) = 5 (Th(w) — Ti(w))
V(W) = T(w) + Ty (w) = [ dse™s Tr {Ei(s)ElﬁE(O)] )

o0

(21)

Por meio dessas definigdes, podemos separar as partes Hermitianas e ndo-Hermitianas da dinamica e
podemos retornar a representacdo de Schrddinger:
. _ 1
pit) = il + Huo 0]+ 3 (sl $1@)p(0)8160) - 5 {81100} 2
w,k,l
A dindmica do Hamiltoniano agora € influenciada por um termo HLs = ) w, k, lwkl(w)S,ﬁ(w)Sl(w). Isso
€ geralmente chamado de Hamiltoniano de deslocamento de Lamb e sua fungdo é renormalizar os niveis de
energia do sistema devido a interagdo com o ambiente.
A Eq. € a primeira versao da Equacédo Mestra Markoviana, mas ainda nédo esta na forma de
Lindblad. Pode ser facilimente demonstrado que a matriz formada pelos coeficientes vkl(w) € positiva, por
serem a transformada de Fourier de uma fungao positiva Tr [E};(S)ElpE(O)] Portanto, essa matriz pode ser

diagonalizada. Isso significa que podemos encontrar um operador unitario (O) tal que

di(w) 0 0
orwot = | 0 B0 (23)
0 0 dN(w)

Agora podemos escrever a equagdo mestra em uma forma diagonal

plt) = —ilH + Hia, o8] + 3 [(La(@)p(t) (@) — S {LH (@) Li(w), p(8)} (24)
w,1 2

Esta é a famosa Equacao Mestra de Lindblad (ou Lindblad-Gorini-Kossakowski-Sudarshan). No caso

mais simples, havera apenas uma frequéncia relevante w, e a equagao pode ser simplificada ainda mais para

pl#t) = —ilH + Huo, p6] + Y (Lin()L] — 5{L{Li, ple)}) 5)

Os operadores L; sdo geralmente chamados de operadores de salto.

2.2 Modelo Jaynes-Cummings

O modelo de Jaynes-Cummings é uma teoria em éptica quantica que descreve a interagdo entre um
atomo de dois niveis e um modo quantizado de uma cavidade 6ptica. Ele investiga fenbmenos como emissao e
absorgao espontanea de fétons na presenca ou auséncia de luz. A hamiltoniana desse modelo é dividido em

trés partes, radiagdo, atomo e interacao, descrita



HT - Hrad + Hat + Hint (26)

a Hamiltoniana do atomo € escrita seguindo a Hamiltoniana de Power & Zienau & Woolley,

Hoy = 2 o (in -7 = 2o 4 huss (iin,s - 7)° 27
at—2—m+e¢<r)+§; NG —%+7+§ s (i - 7) (27)

Otermo >, , hws (txs - )2 no contexto da fisica atdmica representa uma contribuigdo ao "Lamb shift".
Esse termo, dependente apenas do operador posicao, desloca as posi¢cdes dos niveis atbmicos, sendo crucial
para explicar pequenas alteracbes nas energias dos elétrons nos atomos, conhecidas como "Lamb shift". O
efeito Lamb € uma corregao importante que considera as interagdes quanticas do campo eletromagnético com
os elétrons, sendo fundamental para uma descricao precisa dos espectros atdmicos. Mas nesse projeto nao

estamos interrassodos em resolver essa Hamiltoniana, supomos que sabemos os estados do atomo, logo:

Hap = Eo [0) (0] + Ex [1) (1] (28)

para nosso caso Ey = s Fy = —

Hat == &z (29)

Agora devemos descrever a Hamiltoniana da radiagéo, tendo a mesma forma da segunda quantizacao

do campo eletromagnético, ou seja:

1
_ Ao
Hrad = )\Z ms(a)\ysak,s + 5) (30)
Onde a,, s € operador de criagdo do campo eletromagnética e w, sdo os modos do campo. Por

conveniéncia, a energia do campo tera sua como 0 em outro ponto, assim a hamiltoniana ficara seguinte forma:

Hrad = M(&T&) (31)

A Hamiltoniana interagéo entre o campo e o atomo é descrita como:

H;, = —hQpo, cos(wpt) — hoy Zig,\’s(a,\,s - a;s) (32)
A8

Para o sistema que estudaremos a nao teremos dependéncia temporal, ou seja, ndo usaremos a aproxi-
macao de onda giratéria, e faremos a mesma aproximacao que fizemos da energia do campo eletromagnético

para definir seu ponto zero

Hiny = —hé,ig(a —a') (33)

Onde essa constante de acoplamento g entre 0 campo e o atomo tem unidade de frequéncia, chamamos



de frequéncia de rabi. A Hamiltoniana total fica da seguinte forma:

Hr = 6, — hézigla — at) + hw(ata) (34)

2.21 Oscilacao de rabi

As probabilidades de ocupacao dos niveis no sistema Jaynes-Cummings oscilam com a frequéncia
g a constante de acoplamento. Esse fendmeno é denominado oscilagbes de Rabi a vacuo. O significado
fisico dessa observagao € que a emissao espontanea de um féton por um atomo numa cavidade se torna
um processo reversivel, exibindo um comportamento oscilatério ao longo do tempo. Essa caracteristica
contrasta fortemente com a emissao espontanea irreversivel no espaco livre, a qual apresenta uma decadéncia

exponencial com o tempo.

2.3 Modelo Spin-Boson (Decoeréncia pura de um Qubit)
Outro modelo que estudaremos o comportamento, um sistema de dois niveis acoplado a um banho de
osciladores harménicos que serd chamado de campo bosénico. Duas variagées desse modelo, que diferem

entre si pela base usada para descrever o sistema de dois niveis, sdo frequentemente encontradas.
Qo
2

H = +Hp +ho. Y (gxbx + g3bh) (35)

A
Q) é a energia de separacio entre os estados do qubit, bb' sdo os operadores de destruicdo e criagao
respectivamente, além do termo de g, 0 acoplamento do atomo com o campo, temos um termo a mais para

hamiltoniana, a outra variagdo do modelo.

Qo

H= +eoy + Hp +ho. Y (gaba + g3b}) (36)

A
Esse modelo considera que o € € um termo de correcao vindo do campo externo, alterando assim
0s pogos de potencial, portanto, suas novas energias dos estados fundamentais fica EL = F, + ¢ por uma
diferenga de um € onde E, é a antiga energia do estado fundamental, como mostra figura abaixo, apés um

campo externo ser ligado.
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Figura 1: A funcao potencial de pogo duplo U(x) (a) e os potenciais U (x) e Ur(x), (b) e (c), que definem os estados de um
sistema de dois niveis, apds o ser ligado.fonte:(2)

Devemos da a forma para Hamiltoniana do banho, tera a mesma forma da segunda quantizacéo do

campo eletromagnético, porem b,b" sera os operadores de destruicéo e criagéo respectivamente

s 1
Hp = hw,(blbs + 3) (37)

Novamente definido a energia zero do campo

Hp = hwb'b (38)
Nossa hamiltoniana final ficara da seguinte forma

I7— hQlo,

+ €0y + hwb'b + ho > " (gabx + g3b}) (39)
A

3 Resultados

Utilizamos a biblioteca de Qutip(3) em Python para resolver a equa¢do mestra de Lindblad, escolhemos
dois sistemas, o primeiro € o modelo Jaynes-Cumming(interacdo radiacao-matéria) e o Modelo de spin-
boson(decoeréncia pura de um qubit).

Definicao de operadores de criagdo e destruigcao para matriz de pauli que utilizaremos.

o

o_ = (40)
00
oy

o= (41)
10



3.1 Jaynes-Cummings
Tabela abaixo todos os paradmetros e valores utilizados, os operadores de saltos foram 6_,a, com seus
valores sendo respectivamente ,/41,,/72, observamos o acoplamento entre campo e o atomo, nessa primeira

analise como influéncia o valor esperado do estado.

Modelo Jaynes Cummings Modelo Jaynes Cummings
1.0 7 —— Estado |0> 1.0 1 — Estado |0 >
Estado [1=> Estado |1>
0.8 1 0.8 -
0.6 - 0.6 -
o o
-l o
Z 3z
i b
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Tempo Tempo
(a) Valor esperado para os dois niveis quando /72 = 25 (b) Valor esperado para os dois niveis quando /72 = 5

Figura 2: Modelo de Jaynes-Cummings para (0) = |1) como os dois graficos expde como o sistema se comporta para
diferentes valores de /72

Podemos observar a oscilagéo de Rabi se manifesta como uma troca coerente de energia entre o0 &tomo
e 0 campo, resultando em oscilagées periddicas nas probabilidades de ocupagao dos estados do sistema e um

decaimento exponencial, como mostra a figura abaixo.

1.0 o — Atomo 1.0 1 — Atomo
Radiagao Radiagao

0.8 0.8
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Figura 3: Modelo de Jaynes-Cummings efeito da interacao radiagao-matéria, com periodos diferente



s6 consideramos s6 operador de destruicao do a. Quando o campo esté inicialmente em um estado excitado e

Outro sistema que exploramos sé consideramos que s6 tem emissdo espontanea na radiacio, portanto,

interage com um atomo no estado fundamental, ocorre uma troca de energia entre o atomo e o campo.

4.0 — jo>

Numero de fotons
3.5 1
3.0 1

2.5

2.01

Valor esperado

154

1.0+

0.5

0.0

0 10 20 30 40 50 60
Tempo

Figura 4: Modelo de Jaynes-Cummings para ¢ (0) = |0) o nivel de excitagdo campo |5)

3.2 Spin-Boson

de salto ficara da seguinte forma o atomo L; = /710, campo de bosonico L, = ﬁl}, 0s estados iniciais para

Estudaremos no modelo de spin-boson a decoeréncia pura de um qubit, comecar definindo os operadores

fazer as simulagoes foi |¢1) = % e |¢2) = |1), esses estados trara resultados mais interessantes quando

adicionarmos o termo de correc¢éo(e) para um campo externo.

Decoeréncia Pura do Qubit: Modelo Spin-Boson

Decoeréncia Pura do Qubit: Modelo Spin-Boson

1.0
— 1> 1.0
o=
0.8 - 0.8 1
2 b=y
=] =]
L 0.6 7 L 0.6
2 z — >
© ® o=
L et
i @ 0.4
L 0.4+ g0
F >
w w
0.2 0.2
0.0
0.0 +— T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Tempo Tempo
(a) Estado inicial |11) (b) Estado inicial |12)

Figura 5: Decoeréncia de um qubit sem o termo e

Observamos que a decoerécia aparece uniformemente, ao adicionaremos o termo de corre¢éo de campo




externo ¢ # 0, portanto termo eo,, da hamiltoniana interagir.

Decoeréncia Pura do Qubit: Modelo Spin-Boson Decoeréncia Pura do Qubit: Modelo Spin-Boson
0.9
— > 1.0 1 — P>
— Jo> — |o>
0.8 | |
0.8
0.7
8 5
0.6
L L 06
2 g
= 0.5 =
] m
g g 0.4
2 0.4+ g~
'8} w
0.3
0.2 1
0.2
0.0
0.1+ T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Tempo Tempo
(a) Estado inicial |11) (b) Estado inicial |12)

Figura 6: Decoeréncia de um qubit com o termo e

Podemos observar as oscilagdes, nos valores esperados dos estados, a explicagao fisica desse fendmeno

ocorre tunelamento entre os dois pogos.
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