Teoria quantica do laser: o micromaser

Luis Felipe Alves da Silva*

1 Laser e o micromaser

O laser ¢ um dispositivo de amplificacao ondas eletromagnéticas que, por meio do processo
de emissao estimulada, produz luz altamente coerente de (aproximadamente) uma unica
cor. Este dispositivo envolve um campo eletromagnético em ressonancia com 2 niveis |a)
e |b) (lasing levels) de um conjunto dtomos com inversao de populagao, isto &, numero de
atomo no estado mais excitado |a) ¢ maior do que no nivel menos excitado |b). A inversao
de populagao do conjunto de dtomos (denominado meio ativo) nao ocorre no equilibrio e
deve ser alcangada por meios artificiais (processo de bombeio ou pumping).

O funcionamento basico do laser pode
ser entendido olhando para um laser tipico
de He-Ne (Figura 1). A principal fonte
no laser He-Ne sao os elétrons acelerados
por uma descarga elétrica, que colidem com
atomos de He e os excitam para varios esta-
dos. O estado fundamental é o estado sin-
gleto 115 (para-hélio). Muitos atomos de
He acabam no estado excitado 23S (ortohé-
lio), que é um estado metaestavel (longo
tempo de vida) porque a transicao direta,
para o estado fundamental é proibida. Os
lasing levels |a) e |b) do Ne, entre os quais
ocorre a acao do laser, sao 2s e 2p. O nivel
2s fica apenas ligeiramente abaixo do ni-
vel 235 do He, de modo que o processo de
bombeamento para inversao de populacao
(No > Ny) ocorre por colisdes entre dtomos
de He excitados e atomos de Ne no estado
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Figura 1: Laser He-Ne
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fundamental, havendo uma transferéncia ressonante da excitacao de He para Ne — o
pequeno excesso é absorvido pela energia cinética. Os dtomos de He sao responsaveis
pelo processo de bombeio e os atomos de Ne constituem o meio ativo.

A transicao laser 2s — 2p de um atomo Ne gera um fo6ton no regime infravermelha
(1.1um) que, por sua vez, provoca nos outros dtomos Ne excitados uma reagao em cadeia
(amplificagao) de emissao de fotons em fase (coerente) e de mesmo comprimento de onda
(inica cor). A cavidade consiste de um espelho altamente refletor em uma extremidade
contendo os 4tomos de He e Ne e um espelho de saida com transmissao de aproxima-
damente 1%, permitindo a saida da luz laser. Enquanto o estado |a) tem um tempo
de vida longo (1077s), permitindo que a emissdo estimulada supere a emissao esponté-
nea, o estado |b) tem um tempo de vida muito curto (~ 107%), impedindo que o atomo
de Ne reabsorva algum féton da luz laser, o que afetaria a eficiéncia do dispositivo. Um
mecanismo semelhante é responsavel pela linha vermelha amplamente utilizada 632.8nm.

O modelo Jaynes-Cummings foi inicialmente proposto como uma idealizacao do la-
ser [1], sendo responséavel pela emissao estimulada dos lasing levels. O hamiltoniano
de Jaynes-Cummings descreve um tnico dtomo (ou um atomo de cada vez) interagindo
com um modo do campo eletromagnético, enquanto que no laser os dtomos interagem
coletivamente com o campo. No entanto, esse modelo pode descrever precisamente o fun-
cionamento de um sistema laser quando consideramos interacoes sucessivas introduzindo
os atomos um a um na cavidade. Esse dispositivo é conhecido como micromaser, pois
é efetivamente implementado no dominio das micro-ondas. Neste texto, abordaremos a
teoria quantica do laser como uma teoria de micromaser.

Aqui vamos assumir uma generaliza¢ao nao-hermitiana do modelo de Jaynes-Cummings,

th
H = — 0 + hwa'a + hg (aoy + BaTa_) : (1)
onde wy € a frequéncia atomica, w € a frequéncia do modo. A perda de excitacao do atomo
aparece como uma ganho assimétrico da excitagao do campo e vice-versa, caracterizados
pelos parametros reais a e 8. Nao nos preocuparemos com a implementacao experimental
desse hamiltoniano. O modelo hermitiano pode ser recuperado fazendo a = = 1.

2 Evolucao temporal unitaria

2.1 P77 -simetria e pseudo-hermiticidade

Os hamiltonianos nao-hermitianos foram introduzidos na mecanica quantica de forma
heuristica e fenomenoldgica por muito tempo. Por exemplo, um estado e =o' |¢)) com um
tempo de vida finito pode ser descrito adicionando um termo anti-hermitiano —iI" (com
autovalor puramente imaginario) para gerar um decaimento do tipo e Tt: e=/(Ho=i |3y —



e 1t (e‘iH‘]t W)) No entanto, desde o trabalho seminal de C. Bender e S. Boettcher [3],
sabemos que hamiltonianos exibindo simetria P7T (paridade+reversao temporal), como
na Eq.(1), possuem espectros reais de autovalores e uma evolu¢ao temporal unitaria
(conservagao da norma). Os hamiltonianos P7T-simétricos, na verdade, sdo compreen-
didos num cenario mais amplo denominado pseudo-hermiticidade [4]: um hamiltoniano
H ¢é dito pseudo-hermitiano se existir um operador hermitiano (positivo-definido) © tal
que OH = H'O. A pseudo-hermiticidade deve vir acompanhada por uma modificacio
do produto interno do espaco de Hilbert: o produto entre dois estados |¢1) e |¢po) €
(D1]02)g = (@1 O] ¢2) ao invés de (¢1|¢2). Por isso, © é denominado operador métrico.

O hamiltoniano de Jaynes-Cummings generalizado que propomos aqui Eq.(1) é pseudo-
hermitiano com relacao ao operador métrico

O = lcampo & 6ln(§)gza (2)

pois satisfaz a relacdo de pseudo-hermiticidade © H = H'O. Dessa forma, os lasing leves
la) e |b) normalizados em relagao a essa métrica sao

@) = et(3) ( : ) =) ( 0 ) | 3

No limite hermitiano (o« = 8 = 1), a métrica reduz-se ao operador identidade Leampo ®
Tatom € a normalizacao igual a 1.

2.2 Operador de evolucao temporal

E conveniente separar este hamiltoniano em duas partes H = Hy + V com

hw

Hy = - 0: hwa'a (4)
hA
V= 5 0at hg (aao + Ba'o_) (5)
onde A = w — Q é a dessintonia atomo-campo. Dessa forma, como [Hy, V] = 0, a

representacao de interacao do hamiltoniano de JC é dada por V. A partir da representacao
matricial dos operadores de Pauli, podemos escrever o operador de evolucao temporal

A

v ) <—w>”[ 5 aga]”
Ulr) =e _nz_% n! v _nz_% n! BQQaT —% (6)

onde 7 é o tempo de passagem de cada atomo pela cavidade. Podemos calcular V2
facilmente para obter
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onde ¢ = (%)2 + afg?a’a. Dessa forma, a Eq.(6) resulta em

‘A sin + B 2 in 4 B 2
oS (7_ ,—¢+ QgﬂgQ) B 1A (T\/tp Q g) —iozgs (7’\/30 apg )CL
sin(T\/sO-I-Oéﬁgz) ( ) I iAsin(T\/@)
orais cos (T4/¢ 55
O operador densidade dtomo-campo apos a passagem do 1°2 dtomo pela cavidade é

Pac(T) = U(T)pacU (1), que é a solucdo formal da equacdo de Liouville para hamiltoni-
anos pseudo-hermitianos!
L Op(t)

th=o = [H(t), p(t)]. (10)

Vamos supor que o atomo adentrou a cavidade no estado excitado independente do campo
de modo que

iBgal

) = p(0) @ o} (0 = p0) 3 (g () )

onde p(0) (sem indice) é o operador densidade do campo. Os lasing levels |a) e |b) sao nor-
malizados em relagao a nova métrica: (ala)g = (b|b)g = 1. Apos a passagem do atomo,
o operador densidade do sistema dtomo-campo é p,.(7) = U(7)p(0) ® ( (1) 8 ) U~(r).

3 Equacao mestra: o banho de atomos

Como estamos interessados apenas campo da cavidade (que produz o laser), entao pode-
mos tragar os graus de liberdade do 4tomo para obter o operador densidade do campo
apos a passagem do primeiro atomo

P(7) = To ) = T | U0 ()00 12)

!Para mostrar que a equacao de Liouville vale tanto para hamiltoniano hermitianos quanto para pseudo-hermitianos,
devemos definir o operador densidade como p(t) = [1(t)) (x(t)| onde |x(¢)) = © |[¢(t)) é a solucio da Eq. de Schrédinger
para H(t). Dessa forma, usando a relacio de pseudo-Hermiticidade HT© = © H, obtemos

280 — (a2 wwn) wol e+ wio) (ing wol) o

= H(t) [ (1)) (W()| © + [ (1)) (w(t)| H' (1)©
= [H(®), p(1)] -



O trago parcial deve levar em conta a nova métrica Trape.(7) = (a|O pu(7)|a) +
(b|© pac(T)|b). Usando a Eq.(9) para calcular p(7) a partir da equac¢ao acima, obte-
mos

p(1) = |cos (AT) + iASiHQ(;ﬂ—)] p(0) [COS (A1) — iASin;;\T)
+ afg?al sin g\)\T)P(O) sin E\/\T)a 13

onde definimos o operador A = /¢ + afg? para facilitar a notacao. A equacgao acima
pode ser reescrita definindo um superoperador M (7) tal que p(7) = M (7)p(0).

3.1 Inserindo os efeitos da emissao espontanea

Uma situacao mais realistica pode ser alcancada levando em conta a probabilidade do
dtomo adentrar na cavidade no estado |a) e decair por emissao esponténea, descrito por
uma distribui¢ao de probabilidade (normalizada) P(7) = e~ 7", onde 7y é a constante de
decaimento. Dessa forma, a mudanca média no operador densidade do campo é dada por

T

p(r) = [ dr' P)M()p(0) = M()p(0) (14

0

Apoés o segundo dtomo excitado passar, o campo ficard no estado p(27) = M?(7)p(0).
Quando o k-ésimo dtomo passar pela cavidade, num tempo ¢ = k7, o operador densidade
do campo sera

p(t) = M"(7)p(0) (15)
onde M(7) ¢ um superoperador definido na Eq.(14).

3.2 Estatistica de bombeio (Pumping)

E claro que nem todos os atomos estardo excitados. Para levar em conta a estatistica de
injecao dos atomos excitados, vamos supor que, antes de passar pela cavidade, o feixe de
atomos atravessa uma regiao de excitacao de modo que cada dtomo tem a probabilidade p
de ser excitado. Se durante um intervalo de tempo ¢, K = Rt dtomos passam pela regiao
de excitagao (R sendo a taxa de injegao atdmica), entao a probabilidade de k atomos
serem excitados é dado pela distribui¢ao de Bernoulli (passeio aleatorio)

Pl g = () )t -



Neste caso, o numero médio de atomos excitados e sua variancia sao k = pK e Ak?2 =

(1 — p) k. Agora, o operador densidade do campo é reescrito na forma

()= () ) (1= ) M )o00) (10

k=0

Podemos ainda utilizar o teorema binomial para escrever

p(t) = [L+p (M(7) = 1" p(0). (17)

A derivada temporal da equacao acima [ZAK = CZ—IEA’“ In A| resulta em um equagao

dt
mestra generalizada para a cavidade

df;_gt) = In[1+p (M(r) = 1)] p(t), (18)

onde r = Rp é a taxa de injecao média de atomo excitados.

3.3 Inserindo os efeitos dissipativos da cavidade

Para melhorar ainda mais a nossa abordagem, desde o inicio deveriamos ter considerado
uma interacao da cavidade com um reservatorio a temperatura nula. Dessa forma, um
termo adicional surge na equacao acima para descrever os efeitos dissipativos da cavidade

d@—(f) = gln [1+p(M(7) = 1] p(t) + % (2apa’ —a'ap — pa'a) (19)

onde C é o fator de perda. Esta é a equacao mestra generalizada da teoria do micromaser.

4 Laser de Scully-Lamb

A equacao mestra do laser Eq.(19) é complicada e, para trata-la, é usual assumir algum
regime aproximativo. Aqui vamos considerar o caso de bombeio randdmico em que a
probabilidade do atomo ser excitado ¢ muito pequena (p — 0), mas compensada por
uma taxa de bombeio muito grande R — oo de modo que r = Rp seja constante. Neste
regime, que define o chamado laser de Scully-Lamb [5], a distribui¢ao de Bernoulli coincide
com a distribuigao Poissoniana e a equacao mestra (19) reduz-se a

dp(t)

P (M)~ 110+ (2000 — alap — pafa) 20



A partir da definicio do superoperador M(7), Eq. (14), a equagdo mestra pode ser
reescrita como

leSft) = —rp(t) +r / dr' e T M(m)p(t) + % (2apa — a'ap — pala),  (21)

t—00

0

onde trocamos o limite superior da integral por oo, pois a escala de tempo t (depois
que muitos atomos passaram pela cavidade) é muito maior do que a escala de tempo 7
(do integrando) em que um tnico atomo passa. Por fim, da Eq. (13), obtemos a forma
explicita da equacao mestra reescrevendo a equacao acima

dp(t) [ ~sin (M) sin (M)
e rp(t) +r / dr e cos (A1) +iA ) p(t) [cos (A1) —iA o
+ afg*r / dr~ve Tal i E\AT)p(t) i ;AT)a + % (2a,oaT —alap — paTa) . (22)
0

4.1 Estatistica de fétons (solugao ressonante A = 0)

No caso em que o campo é exatamente ressonante com os lasing levels (A = 0), temos A\ =
VaBgV1l+ata. A equagao mestra do laser de Scully-Lamb Eq.(22) pode ser reescrita

em termos dos elementos de matriz py, ,(t) = (m|p(t)| n) do operador densidade p(t),

(0.9]

Dmn = —TDmpn + 7T /dT ~ve 7 cos (\/OéﬁgT\/ 1+ m) coS (\/aﬁgﬂ/ 1+ n) P

0
00

. /dT ve~ T sin (@gT\/ﬁ) sin (\/CTBQT\/E) Pm—1n-1

0

+OV(m+1) (n+ Dpmsins —

m-+n
2

P (23)

As integrais podem ser calculadas usando
oo

O/da: e “cos (ax) cos (bx) = % L n (;_ )y + - (:+ b)2] (24)

O/dx e~ sin (az) sin (bz) = % L - (:_ T (; 6)2] | (25)



de modo que

N A vmnA

Pmn = + Pm—1,n—1
" 1+Nmn% " 1+Nm71,n71% e

m-+n
+ C\/(m + 1) (TL + 1)pm+1,n+1 - C 9 Pm.n,
onde introduzimos o coeficiente de ganho
2rafg?
A Zraby |
v
o coeficiente de saturagao
4 2
=100 4
v
e os fatores adimensionais
m+n+2 1(m—n)B
Nm = ———— + _Q
’ 2 8 A
m+n+2 1 (m—n)B
ernn - "4 _Q
’ 2 16 A

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

Em particular, os elementos diagonais p,, ,, = p,, que representam a probabilidade de

encontrar n fétons no campo, satisfazem a seguinte equagao

(n+1)A nA

A equacao acima para a funcao de dis-

tribuicao de fétons p, pode ser entendida

em termos de um diagrama de fluxo de A e
probabilidade (Figura 2). O fluxo “para DA N e,
dentro” do estado |n) é identificado na L+(m+1)Z " "
equagao (31) com sinal positivo e o fluxo Y )
“para fora” do estado |n) ¢é identificado 1

com 1321‘(11 negativo. Por exemplo, o termo 1rigpn 1 nCpy,
%pn representa a probabilidade da Y -

transicao [n) — |n + 1) devido a emissao
estimulada do banho de dtomos.

(31)



4.2 Solugao estacionaria (balanceamento detalhado)

A condicao de balanceamento detalhado significa que a a reversibilidade microscopica
em que a probabilidade de transicao [n) — |n + 1) é igual a probabilidade de transi¢ao
[n+1) = [n),

Ql

Pn+1 = (32>

1+ (n+1)% P
De mesma forma, podemos igual a probabilidade da transi¢ao |n —1) — |n) com a
probabilidade da transi¢cio |n) — |n — 1) e obter a equagao acima. Esta relagao de
recorréncia define uma solucao estacionaria p,, uma vez que ela foi obtida impondo que o
fluxo positivo seja igual ao fluxo negativo na Eq.(31), isto é, p, = 0. Da equagao acima,
obtemos a func¢ao de distribuicao de fotons

Il

onde py é determinado pela condicao de normalizacao.
(a) Abaixo do limiar A < C: p,, é uma fungao monotonicamente decrescente de n e a
condigao de normalizagao, para kB < A (contribui¢ao pequena dos termos nao-lineares),

resulta em i
A Po A
g n, R E — | = =1—=py=1—-—. 34

QIL

(33)

_|_

EB*
A

Logo, a funcao de distribuicao de fétons torna-se

(-2 )

_ hw
Definindo uma, temperatura efetiva T tal que é = e k8T, p, reduz-se a distribuicao de

Bose-Einstein para a radiacao de um corpo negro
_ _hw _ nhw
e (1 ¢ ) B 5

onde o valor médio de fétons é dado por
_ _hw _ nhw 1
=D = (1= eTT) S one i = 37
n n

Portanto, neste regime abaixo do limiar, o laser se comporta como uma lampada incan-
descente com uma temperatura 7.




(b) Acima do limiar A > C" a equagao (33) pode ser reescrita como

A" 1 1 1 1 A\"y 1
P po(c) <1+§1+—Qf1+—3f 1+—@f> po(BC) Hk+§ (3)

k=1

Vamos reescrever p,, em termos do nimero médio de fotons (n), que é dado por

- A A AN\ 1
<n>—zn:npn—p0;<n+g—g) (@) ngr%
.A2 00 .A2 n—1n—1 1 .A 00
i (ze) Hira-sew
n k=1 B =1
AlA
:Ela—(l—po)]

Quando consideramos o regime bem acima do limiar (LA > C') e com pouco influencia
de efeitos nao-lineares (B < A), obtemos

.A2
N —— 39
() ~ 2 (39)
e, portanto, a funcao de distribuicao de fétons reduz-se a distribuicao de Poisson
n n o—(n)
o (N n) e
Do A 0 < > _ < > . (40>

n! n!

onde

=

= e BC,

2\ 1 —1
AN" 1 | %0 a2
anlﬁpolz:(%) kl_[k+§ ~ Z(n') A
n n =1

A figura 3 mostra a estatistica de fotons do laser em ambos regimes (a) abaixo do limiar
Eq.(36) e (b) acima do limiar Eq.(40). A luz laser deve ser considerada no regime acima
do limiar, pois é neste regime que o sistema tem o mesmo comportamento de um es-
tado coerente. Além disso, como estamos considerando um hamiltoniano nao-hermitiano
Eq.(1), os coeficientes A e B, definidos nas Eqgs.(27) e (28), podem ser calibrados por
graus de liberdade (v e 5) que nao existem no caso hermitiano (o = = 1).

n

10



Figura 2: Distribuigao de f6tons do campo abaixo do limiar (linha continua) e acima do
limiar (linha tracejada)
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