Digressao: densidade espectral 6hmica com frequéncia de corte a la Caldeira & Leggett

Vamos considerar uma particula acoplada com um banho de osciladores harménicos. Entao, teremos

como a hamiltoniana da particula e

como a hamiltoniana dos osciladores harmoénicos. Podemos tentar uma hamiltoniana de interacao bem simples:
Hipy = —x § CsTs,
S

onde ¢, é a constante de acoplamento entre a particula e o modo normal s dos osciladores harmoénicos. HA um problema
na forma da hamiltoniana total que é a soma dessas trés hamiltonianas, segundo Caldeira & Leggett. Aparentemente
o problema é que a hamiltoniana total tem que ser invariante por translacdo se o potencial V (z) for nulo. Mas, se
usarmos H;,; como definimos, entdo isso ndo vai acontecer. O argumento que eles usam é como segue. Vamos considerar
a lagrangeana total:

m., ms . 1
¢ = 53;2 - Vi(z)+ Z (;xSQ _ 2m5w3x5> + chsxs.
S S
Qual é a minima energial potencial desse sistema total, para um valor x fixo? Ora, ignorando as velocidades, teremos:
1
Ver () = Vi(x)+ Z §m5w§x§ —x Z CsTs,
S S

que devemos minimizar para achar os valores de 5 do minimo. Entao, nesse caso, teremos:

Ve () 2
——— = MW Ts — IC
ax s gs S
S
isto é,
Cs
CL’S - m w2 I
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para cada s. Com isso,
1 2 Cs
Vep () = V(x)+2? E §msﬁ—x E Cs—
" msw; = MW

isto é,




Entdo, quando escolhermos V (x) = 0, a energia da particula ainda depende do ponto onde ela esta. Para evitar isto,
escolhemos, ao invés de H;,; como acima, a nova hamiltoniana de interacao:

2
L= — E 2 E _ %
Hlnt - x - CsTs +z - 2msw§’
que vai cancelar esse defeito na hora que calcularmos V. (x) . Temos, portanto, o sistema total descrito pela hamiltoniana:
b 2,2 2 c
H = )+ - CsTs + T —
v (s gmatet) o Do+ Y g

S6 para confirmar, agora o que sobra depois de colocarmos as velocidades iguais a zero é uma energia potencial efetiva
dada por

Vep () = —I—Z mswfx —chsxs+mQZ2m o

Agora ficamos com

ey (x) 2
———= = MsW;Ts — TCq,
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como anteriormente e, com isso,
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Ty = 5
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para a minima energia efetiva. Assim,
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= Vi),

que ndo depende mais de onde a particula estd quando escolhemos V (z) = 0.

Mas o que isso tem a ver com nosso modelo de descoeréncia e com a ideia de que o que é densidade espectral 6hmica
tem uma dependéncia com a frequéncia que é linear na frequéncia para baixas frequéncias? E ai precisamos escrever as
equagoes de movimento tanto para nosso sistema acima como para o modelo de Drude e Lorentz e, também, para um
circuito RLC.

Nosso sistema acima de particula acoplada a um sistema de osciladores harmoénicos

Vamos usar a representacao de Heisenberg e escrever as equagoes de movimento para a particula e, como tudo esta
acoplado, para os graus de liberdade dos osciladores harmoénicos ambientais. Comecemos com a equacao para p :

d
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s [p, H]
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isto é,

d ) c
P = V' (x) + Xs: CsTs — 23:25: St

que seria a forca sobre a particula no caso classico. Para x, a equacao de Heisenberg déa:

zhix = xi—i—V(x)—i—Z P —|—1mw2x2 —chx —1—3:22 c
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ou seja,
d P
Ly, = £
dt m’

que é analoga a velocidade classica. Entao, usando a equagao anterior, temos a equagao de movimento para o operador
posicao da particula:

d? , c2
L e = - ) e 1
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Claramente, para os modos dos osciladores,
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e, também,
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isto &,
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Assim, as equagOes de movimento para as posi¢oes dos osciladores ambientais ficam:

d? Co
ﬁxs —xswf + mm—: (2)



Eliminacao das variaveis ambientais

Vamos resolver formalmente a Eq. (2). Escrevemos:
d d 2,
%—l-zws i—zws e ﬁ—kws.
Entédo, a Eq. (2) pode ser reescrita assim:

isto é,

Seja, portanto,

hs (t) = - — wsTs (T
0 = B2 v, )
Logo, queremos resolver
d s
<dt+iws> he(t) = ;S:c(t).

Um fator integrante para esta equagdo é exp (iwst) €, com isso,

exp (iwst) (d + iw3> he (£) 55 exp (iwst) z (1),
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ou seja,
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exp (iwst) hs (t) = hs(0) + ms / dt" exp (iwst" )z (t).
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Logo,
c t
hs (t) = exp(—iwst) hs (0) + m—s exp (—iwst) / dt’ exp (iwst") x (t').
s 0



Usando Eq. (4), vem:
ps (0)

hs (t) = exp(—iwst) o iws exp (—iwst) 24 (0)
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+55 exp (—iwst) / dt’ exp (iwst") x (t').
0
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Agora, da Eq. (3) vemos que queremos que resolver

(;t—iws> zs(t) = hs(t).

De forma anéloga ao que acabamos de fazer, mas usando o fator integrante exp (—iwst) , obtemos:

t
s (1) = exp (iwst) zs (0) + exp (iwst) / dt"” exp (—iwst") hs (t").
0

Usando a solugdo para hs (t) que obtivemos, a solugdo para x (t) fica:

zs (t) = exp (iwst) zs (0)
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isto é,
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ou ainda,
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Portanto,
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Podemos escrever a dupla integral acima como
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Entao,
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e, assim,
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ps (0)
Mg
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= x,(0)cos (wst) + sen (wst)

isto é,

zs(t) = 5(0)cos (wst) + %Sen (wst)

t
+ / dt'sen (wst — wgt’) = ().

msWs Jo
Podemos agora substituir esta solugdo na Eq. (1) e obter:
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msw
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t
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Podemos ainda usar integragao por partes e escrever:
t t d
/ dt'sen (wst —wst') x (') = dt’ z () 7 cos (wst — wst”)
0
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Logo,
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ou seja,

d2 / Cs Ps (O)
Mmoot +Vi(x) = ZS:CS { {xs (0) — msng (O)} cos (wst) + mben (wst)}
t 2
_ ’ Cs _ / i ’
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_ Cs ps (0)
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e
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v () = . zs: " cos (wst)
Portanto,
L + /tdt’ (t—t’)i t+V'(x) = &(t) (5)
Mot m ; v ke x) = :

O modelo de Drude & Lorentz

O modelo de Drude-Lorentz para a matéria é uma simplificagao. Supomos um ntcleo fixo e um elétron preso harmonica-
mente ao nicleo. O modelo de Drude trata de um gas de elétrons na banda de condugao, enquanto que o de Lorentz trata o
caso de elétrons harmonicamente ligados aos seus respectivos atomos. Como a presente formulagdo pode descrever ambos
os casos, ¢ chamada de modelo de Drude-Lorentz. Além disso, também supomos que o elétron sofra uma forca de fric¢ao
proporcional & sua velocidade. De acordo com a Segunda Lei de Newton, na presenga de um campo eletromagnético a
derivada temporal do momentum linear do elétron é igual & forca de Lorentz, somada & forca harménica que prende o
elétron ao nucleo e a forca dissipativa proporcional & velocidade do elétron. Assim, a equacgdo de movimento do elétron,
considerando um movimento nao relativistico, é dada por

d? d d
L= —eE—E—pr—mwd—;

2
i cdt e

onde a carga eletronica é dada por —e < 0, v é uma constante positiva e wy é a frequéncia natural de oscilacao do elétron
em torno do nicleo, de acordo com o presente modelo. Aqui, vamos desprezar a forga magnética por considerarmos o
valor absoluto da velocidade do elétron muito menor do que o moédulo da velocidade da luz. Em outras palavras, se
compararmos as magnitudes das forcas magnética e elétrica, teremos

|edr » B| 1 |dr| B
|eE| c|dt] |E|
e, como para uma onda plana, por exemplo,
L« J¢;
€ = — ,
VIIE



segue que, No VACUO,

e = —-kxpg,
pois
V-3 k-3
=0
e, portanto,
e = ‘RXﬂ)
= |k[18
= |8l
Com isso,
B
E|
e concluimos que
e dr
¢dr x B 1 |dr
cdt
ledat ~ 71, 2|22 1
|eE| c|dt <

para um elétron nao relativistico.
Agora suponhamos que uma onda plana monocromatica incida sobre o d4tomo. A onda pode ser representada por seu
campo elétrico complexo como

E = Egcos(k:-r—wt).
Para frequéncias 6pticas, da ordem de 10'°Hz, e para r ~ 1A,

15
kr = gr ~ 2T 10
c 3 x 108

x 10710 <« 1.
Logo,
E = Egcos(wt)

é uma boa aproximagao para frequéncias 6pticas. Com essa aproximagao e ignorando qualquer efeito transiente, um ansatz
para a equagao

d?r r 9
m— = —eE—my— —mwjr,
dt? Tt 0
isto é,
dr + mwg E
m—— +m mwir = —ckE,
dt? Tt 0

que lembra bem nossa equagdo acima, a Eq. (5).



Um circuito RLC

Agora consideremos um circuito RLC como na figura abaixo.

—MMMH%”OOOOGL

C E = &Eycoswt

A ideia aqui é encontrarmos a equagao diferencial para este circuito que da, por exemplo, a carga no capacitor C como
funcao do tempo. Nesse caso, usando as leis de Kirchhoff, vemos que, com o sentido da corrente escolhido como positivo
se for horéario, temos:

B Q) Al _
E(t)— RI(t) el Lidt = 0.
Mas, usando
. dQ()
segue que
d? 1 Rd 1
@Q t) = Zg (t) — f@@ (t) — EQ (t),
ou seja,
d? d 9
L@Q( )*L’YRLdtQ(t) + LwicQ ) = (),
onde definimos
YRL = 17

wre = —.
VvVLC

Mas esta é essencialmente a mesma equagao que tinhamos acima para a posicao do elétron e, claro, parecida com nossa

Eq. (5).

Conexao entre c; € g

Como vimos no comeco do curso, podemos usar

msWws

bs 2h

Ts+1

1
\/Qmshwsps
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e, portanto,

bt MsWs . 1
= Ts— 1 D
# 2h 77 2mghw,
onde estamos sé escolhendo ¢ do comego do curso como sendo um parametro mg para cada modo s6 para termos uma
analogia com um sistema de osciladores harmonicos, cada um com uma massa mg. Assim,

2
by + bl = ./%%

h
— T
s 2msWs (b‘? + bq) ’

e, com isso,

Consideremos o modelo cuja hamiltoniana é dada por

1
H = Hy+h) w, (bgbs + 2)

+ho Y (gabs + g3bl) .

S

onde agora estamos incluindo novamente a energia infinita do vacuo bosonico. Aqui ainda é um pouco cedo para colocarmos
0, ou outra matrizes de Pauli na histéria, mas vemos que o acoplamento se da através de um termo que tem um operador da
particula, 0., e aqui no nosso contexto teriamos x, multiplicado por algo que é proporcional a x4 se fizermos a simplificacao
escolhendo as constantes de acoplamento como sendo reais, ou seja,

gs = gS'

Assim, no modelo acima:

1
H = Hy+ hzgjws (bibs + 2)
+ho. Y gs (bs + b))
s
= Hy+h) w (b*b + 1)
. s sVs 2
+o, Z gsV 2mshwsxs.
Nossa conexao tem que ser algo assim:
—x Z CsTs > 0, Z gsV 2mshwsxs.
Seja a densidade espectral dada por
2
J(W) = Z|gs| 5("')_‘*}5)'

Vemos entdo que J (w) satisfaz a propriedade:

| s = St
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Nosso coeficiente de friccao
Vimos acima que
2

v (1) e 3 5 cos (wat) -

m Msw?

Entao, escrevemos:

1 o0

02
~(t) — | dw lz s 5@%)] cos (wt)

m J, msw?

/oC>O “ lz mrfiw? G ws)] cos (wt) .

S

Para termos nossa equagdo de movimento coincidindo com aquela do modelo de Drude & Lorentz ou com a do circuito
RLC, precisamos impor

[ Ba@) = wihew
o 7 ar” = gt

com 7 independente do tempo. O que queremos, portanto, é que

y(t) = A(t).

Ai, se usarmos a representacao da delta tal que

d(z) = lim {19(x6/2)9(x+5/2)]

e—=0|¢e

t t
/dt’*y(t—t’) = A/ ar' s (t —t)
0 0
K /AR H 1 ! !
= )\/0 dt Eh_r}r(l)L@(t—t—5/2)0(1&—t +6/2):|

t
1
= Alim [ dt g9 (t—t' —¢/2)

e—0 0
t
= Alim dt’ =
e—0 t—e/2 3
_ 2
2
e, portanto,
t d t d
dt' vyt —t)—z{t) = N[ d'6(t—t)—a(
[arne—e)Gaw) = 3 [ ase—t) o)
Ad
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Com isso, escolhemos, portanto,
() = 276().

Como vimos acima, queremos também que

v(t) = /Ooodw [Z % § (w— ws) | cos (wt).

mmgw?
Logo, impondo que

J(w) = Z % 6 (w—ws),

mmsw?

S

queremos
/ dw J (w) cos (wt) = 2700 (¢).
0

Notando que

/ dw cos (wt) = = / dw exp (iwt) + = / dw exp (—iwt)
0 2 Jo 2 Jo

1 [~ 1 [
_,/ dw exp (—iwt) + 5/ dw exp (—iwt)
0 0

2
1 [t

= 5[@ dw exp (—iwt)

= mi(t),
vemos que escolhendo

Tw = 2
teremos
/00 dw J (w) cos (wt) = 2% oodw cos (wt)
i = 270 ((;)7

como desejado. Logo,
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