E aqui aparece a primeira ordem da constante de acoplamento. Queremos, como anteriormente, desprezar termos de
. 2
ordem superior a gk x|” . Mas,

{GLNH (t)} = |:GL)\7Hat (t) + Hmt] .

A ideia aqui é que queremos, depois que encontrarmos UT (t) GL/\U (t), substituir o resultado na equagdo para by x (t) e
desprezar ordens superiores a |gk z|, j& que precisamos de combinagdes de um operador de criagdo multiplicado por um
de aniquilacao para que o valor do traco junto com a matriz densidade dos fétons seja ndo nulo. Ainda estamos fazendo a
aproximacao de segunda ordem nas constantes de acoplamento, pois queremos algo equivalente & nossa equagao mestra.

Logo, no comutador [GL wH (t)} queremos manter apenas primeira ordem em GL » ou Gy . Sendo assim, podemos
escrever, para essa finalidade,

{GL,,\,H(t)} ~ {GLAvHat (t)}

= [Glar],

ja que todos os outros termos em Hg, () comutam com GL - Lembremos que
GL)\ = grrexp(—ik-Rewr)
e
exp (—itk-Rey) = /dgr’/dgp’f (r',p’)exp (—ik - r').

Logo,

¢

bk’)\ (t) = exp (—iwk,)\t) ag,x + / dt’ exp [—iwk,)\ (t - t/)]
0
Xgi,x/dsr’/d?’P’UT (") f (", p") U (t) exp (—ik - x') 001 ('),

isto é,

t
bk,)\ (t) = exp (7Z‘wk7)\t) Ak, N\ -+ glt)\ / dt, exp [77;(,01(,) (t — t,)}
0

X /d?’r’ / d3p'F (v',p',t') exp (—ik - ') 001 (¢) .

Se o ty é proximo o bastante de t1, segue que

to — 1
F(rapatQ) ~ F(I‘—p 2M 1apatl>

~ F(r7p7tl)7

supondo que o atomo se desloca muito mais lentamente do que o operador by » (t) varia. Entéo,
t
bea ()~ exp (—iwiet) aica + gix / dt' exp [ i (¢ — )
0

X /d?’r’/d3p’F (r',p',t) exp (—ik - ') 001 (¢),



ou seja,
bia (1) =~ exp (—iwiat) axx + gix / d3r / d3p'F (v',p’,t) exp (—ik - 1)

t
y / dt' exp [—ionr (t — )] 001 (£') .
0

Também sabemos que

%001 (t) = %UT (t) [o01 (0), H ()] U (¢).
Mas,
001 (0),H ()] = [001(0),Ha (t) + Hindl

~ [001 (0)  Hay (t)] )
porque nao vamos considerar outro termo proporcional a constante de acoplamento. Logo,

T
[001(0),H ()] ~ [001(0),hwao11(0)] + |o01(0), —ﬁ%alo (0) exp (—iwrt) | .

A frequéncia de Rabi, em geral, € muito menor do que wy; e, portanto, podemos aproximar, dentro da escala em que os
campos variam,

[001(0),H (t)] =~ hwatloo1(0),011(0)]
hwatam (O) .

Sendo assim, vem

0 1
50'01 (t) ~ %UT (t) hwatam (0) U (t)
= —iwatam (t)
e, portanto,
oo1 (t') =~ exp|—iwg (' —t)] o1 (1).
Logo,
bia (1) =~ exp (—iwiat) axx + gix / d3r’ / d3p'F (v',p’,t) exp (—ik - 1)
t
y / 4t exp [—iconr (t — )] exp [—itwar (' — )] 001 (£)
0
isto é,

b (t) =~ exp(—iwkat) ax s+ giy [ d°r / d*p'F (x',p’,t) 001 (t) exp (—ik - ')

X /0 dt" exp [i (war — wie \) (E—1)].



O que acabamos de fazer é também chamado de aproximaciod e Weiskopf & Wigner. E equivalente & nossa equacdo
mestra de Born & Markov. Agora usamos o resultado que ja utilizamos anteriormente:

t .
) i
/ dt’ exp[i (wat —wi ) (E—1)] ~ P———— 4+ 70 (War — Wi, \) -
0 Wat — Wk,

Ja sabemos que a parte principal vai resultar no Lamb shift que j& levamos em conta por hipétese e, assim, utilizar este
termo s6 vai causar o shift de novo, que ndo queremos. Logo, utilizamos, ao invés,

t
/ dt' exp i (wat —wi)) (E—1)] =~ 7m0 (wat — wi,2) -
0
Portanto,
b, (t) ~ exp (—iwk,)\t) ax,\ + g{iyré (Wat — ka)
X /d3r’/d3p’F (r',p’,t) 001 (t) exp (—ik - 1').
O que temos a fazer agora é escrever as equagdes de movimento para os operadores de Heisenberg e a do operador
de Wigner, eliminando os operadores de f6tons usando a equagao acima que acabamos de obter. Feito isto, teremos um
conjunto de equagoes Opticas de Bloch para a dindmica interna e uma equacdo de movimento para o centro de massa.

Essas equagoes estarao acopladas, formando um sistema dinamico.
Comecemos com a dindmica interna:

0 1
5;0mn t) = ﬁUT (t) [omn (0), H ()] U (1)
Calculemos
[0mn (0), H (1)] = [0mn (0), hwator: (0)]
Q, : Qf .
+ |omn (0), —h—zpam (0) exp (iwrt) — h—zpalo (0) exp (—zth)l

+ [ Omn (0) s —hz {in7A010 (0) A\ — iGL7A001 (0) GLA}
k,A

Temos, entdo, o comutador para cada um dos operadores de Heisenberg especificos:
[000 (0),H (t)] = [o00(0), hwaro11 (0)]

+

Qop . le .
g00 (0) 5 —hTJol (O) exp (ZOJLt) — hTJlo (0) exp (—’Lth)

+ |00 (0), —ﬁz {Z'Gk)\O'lo (0) ax,n — iGL)\UOI (0) aLA}

kA
QO;D . Q};p .
= —h7001 (0) exp (iwrt) + h7010 (0) exp (—iwrt)
+ihz Gx,2010 (0) ax x + th GL,\”Ol (0) CLL/\.
k,\ kA



Vamos usar a notagao

Qop (1) =
€
Gk (t) =
Entao,
%UOO 0 = z’QOZ ® or (8) exp (iwpt) — i
+o10 (t ZGk,\ ) biex (

Notemos que aqui, para cada instante ¢, podemos escrever

[010 (t) Giea (F) 5 bic (1)]

[b;r‘v\ (t) ’GTk,)\ (t) oo1 (t)} —

Também podemos reescrever:

bk,)\ (t) ~~

XUT /d3 //d3plf

= exp(

5o ()

J10 (t) exp (—ith)

() + Db\ (1) Gl () o0n (1) -
k,\

UT (t) [010 (0) G, axe 2] U (2)
0

Ut () [aL/\, Gl oo (0)} U (t)
0.

exp (—iwi At) ke x + G AT0 (War — Wi 2)
)oo1 (0)exp (—ik - ¥') U (t)

—iwi At) axx + G AT (War — wie ) UT () 001 (0) exp (—ik - Reay) U (t)

= exp (—iwikat) axx + g AT (War — wie,x) 001 (1) exp [—ik - Roas (1)],

de forma mais compacta. Claramente,

bia(t) =~ exp (iwkat) af 5 + giamd (War — wi) o0 (£) exp [ik - Reay (1)) -

Como by » (t) e bL/\ (t) envolvem, respectivamente, os operadores ak,x € aL)\, segue que quando tomarmos o traco sobre os
fotons, € melhor escrevermos tudo usando ordenamento normal para os operadores de campo, pois ai estaremos selecionando
a ordem tal que os termos envolvendo apenas um ax ) ou aL , serdo nulos. Por isso escrevemos, na equagio para dog (t) 0t,

o operador by » (t) & direita do operador Gk (t) 010 (t) e o operador bL/\ (t) & esquerda do operador GL/\ (t) 001 (t), ou

seja, usamos o ordenamento normal.
Para 041 (t) , obtemos, ja em ordem normal,

o1 (0), H (5] = h-s

h—2001 (0) exp (iwpt) —

Qf
h%am (0) exp (—iwpt)

—iﬁz Gk7>\0'10 (0) ak,\ — Zﬁz aL)\GL)\O’m (0) .

k,\

k,\



Logo,

%011 0 = —ilel 10 (£) exp (—iwpt)

—0'10 ZGk,\ bk)\ )—ZbL)\ (t)GL)\ (t)O'Ol (t)
k,A

oo1 (t) exp (iwpt) + i

Ql, (t)
2

[\

Também temos:

(010 (0), H ()] = [010(0), hwaro11 (0)]
Qo . af .
+ |o10(0), —ﬁ7p001 (0) exp (iwrt) — ﬁTpalo (0) exp (—zth)]

+ [0'10 (0) 5 —hz {in,)\UIO (0) Ak, \ — Z'GL)\O'OI (0) (IL7>\}]
kA

= —Twgato10 (0) — hQ;p [o11 (0) — 000 (0)] exp (iwrt)

+ihz aL,AGLA [011 (0) — 000 (0)] .

K\
Assim,
0 . Qop (T )
57010 (t) = idwgioro(t) + z% [o11 () — oo (t)] exp (iwLt)
+D B (DG (0) [0 (8) — 700 (1))
kA
e, claramente,
0 . Qop (t .
5001 (t) = —iwgo01 (t) — z% [o11 () — oo (t)] exp (—iwLt)

+[o11 () — 000 ( ZGkA ) bicx (¢

Usando a aproximacao de Weiskopf & Wigner nas equagoes de movimento dos operadores
de Heisenberg

Ja usando
bL)\ (t) =~ exp (iwkt) aL)\ + g A0 (war — w2 ) 010 (t) exp [ik - R (t)]
e, portanto,
b (1) =~ exp (—iwiat) axx + g AT (War — Wi, x) 001 (1) exp [~k - Roas (1)],
obtemos:

9 Qo (t . b, (t
ﬁaoo (t) =~ i g( )001 (t) exp (iwpt) — g( )

o10 (t) exp (—iwrt)




“+010 (t) Z Gk,)\ (t) exp (—iwky)\t) ax, )
k,A

+010 (t) Z gi:’/\ﬂ'é (wat - wk)\) Gk,)\ (t) 001 (t) exp [—lk . RCM (t)]

K,\
+ Z exp (iwk \t) aL)\GLA (t) oo1 ()
K,
+010 (1) Y g (war — wien) exp [ik - Roar (8] Gy () 001 ().
K,\

Para ja simplificar as contas, vamos tomar como estado inicial dos fétons
p = |vac) (vac|,

como dissemos. Vamos justificar isto numericamente. Pensemos que o laboratorio estd a 27°C (é, o ar condicionado esté
com problemas...), ou seja, T' = 300 K. Neste caso,

kT

T~ 6 x 10'? Hz,

mas acontece que
Ve ~ 10 Hz

e vemos que a nossa hipétese de temperatura nula leva a um erro da ordem de alguns décimos de um por cento. Se o
experimento for feito com frequéncias mais altas e em um ambiente mais frio, a aproximacao fica ainda melhor.

Quando tomarmos o trago sobre os f6tons da equacao acima, porque temos o operador ay € aL , has posi¢oes dadas
pelo ordenamento normal, o resultado do valor esperado sera nulo. Entao, de agora em diante, j4 vamos ignorar esses
termos nas equagoes de movimento. Logo, escrevemos

d Qop (¢ . b, (t .
57000 (t) =~ i ;< )001 (t) exp (iwpt) — i p )010 (t) exp (—iwrt)
+o10 (1) Z gf;kﬂﬁ (War — wi2) Gix (8) 001 (t) exp [—ik - Reas (B)]
kA

+010 (1) Y geamd (war — wien) exp [ik - Roar (8)] GL, (8) 001 (1)

k,\
isto &,
9 Qop (¢ . RUMC .
5000 (t) ~ i ;( )001 (t) exp (iwpt) — 1 g( )010 (t) exp (—iwpt)
+ D gk AT (War — wien) Gien () 011 (t) exp [—ik - Ry (1))
k,\
+ > A (War — wie,x) exp [ik - Reay (8] Gy () 011 (1) -
kA
Mas,
Gk)\ (t) = gk,/\ exp [Zk . Rc]y[ (t)]



GLa(®) = girexpl-ik-Row (£)].
Assim,
B Qop (t . O, (1) .
§000 (t) =~ i g( )001 (t) exp (iwpt) — i ; o10 (t) exp (—iwrt)
+ Z 70 (wat - wk)\) ‘gk)\|2 exp [Zk . RC]V] (t)] exp [7’Lk . RCM (t)] 011 (t)
k,\
+> 76 (wat — wica) gl exp [ik « Reay (1)] exp [—ik « Rons (8)] o1y (8)
k,\
ou seja,
9 Qop (t . Qf, (¢ ‘
aaoo t) =~ i ;( )001 (t) exp (iwpt) —i g( )010 (t) exp (—iwpt)
+ 227((5 (wat — wk)\) |gk,)\‘2 011 (t) .
k,\
Similarmente,
9 Qop (t . b, (¢t ‘
§011 t) = —i g( )001 (t) exp (iwpt) + i p( )010 (t) exp (—iwpt)
—010 (t) Z Gk,)\ (t) exp (—iwk)\t) ax,
k,\
—010 (£) Y Grex (£) i AT (Wat — wien) 001 (t) exp [~ik « Roar (1))
k,\
= 2o exp (iwint) af \Glx (8) oo (1)
k,\
= 1A (War — wiex) 010 () exp [ik - Rear (8)] G, (8) 001 (1)
k,\
isto é,
0 Qo (L . (¢ .
Erigt! (t) ~ —i g )001 (t) exp (iwpt) + 14 g( o1 (t) exp (—iwrt)

—o10 (t) Z G, (1) g A6 (Wat — Wi, n) 001 (t) exp [—ik - Row (1))
oA

= " g (War — wie,x) 010 (t) exp [ik - Reas (8)] GL , () 001 (1)
k,\
Qop (1) af, ()

= —i—g oo (t) exp (iwpt) + i 5

—010 () > 1w |* 76 (War — wie,x) 001 (t)
"5

— Z |gk7)\‘2 7T5 (wat — wk7)\) g10 (t) 001 (t) s
k,A

o10 (t) exp (—iwrt)



ou seja,

Qb (t
%an ) ~ —i Q; 1) o (0 exp (ioont) + 122D 510 () exp (i)
= gl 276 (war — wie ) 011 (2)-
k,\
Também,
0 ) Qo (¢ )
aalo (t) = iwgoio(t) + z% [o11 (t) — 000 (t)] exp (iwLt)
+ > oxp (iwieat) af \ Gl (1) [o11 (8) = 000 (¢)]
kA
+ ng,)ﬂrd (Wat — w2 ) 010 (¢) exp [ik - Reag (B)] GL/\ (t) [o11 () — 000 (2)],
kA
isto é,
0 . Qop (t .
%0—10 (t) X WWaet010 (t) +1 ;( ) [0’11 (t) — 000 (t)] exXp (’Lth)
" g1 (war — wie,x) exp [ik « Reay ()] G (1) 010 (8)
kA
ou seja,
0 . Qo (t .
&010 (t) =~ idwgoio (t) + ZPT() [o11 () — oo (t)] exp (iwLt)
= 1gial® 76 (war — wien) 010 (£)
kA
e, obviamente,
d Qi (#)

oo1 (1) &~ —iwgoor (t) —1 [o11 (t) — 000 (t)] exp (—iwrt)

at
- Z |9kl 70 (Wae — wic n) 001 (£) -
I

Para a dindmica interna, no entanto, queremos achar o valor esperado de cada elemento de matriz densidade, irrespec-
tivamente do estado do centro de massa. Assim, queremos calcular

prom (1) / dr (r,m| pug (£) 1, )

/d3r/43r1/43r2 (r|r1) <r2|r>/d3p exp |:Zp(r1h—r2):|

<t {0 (520 ) @ ) (n] 91| U ) (o © 90 ) |



isto é,
prun (1) = / d*r / &pTe (U (1) [f (x,p) @ [n) (m] ® 1s] U (1) (poas © p @ pi)}

= [ [ @y U @)1 (p) 0w 01U 0 (prs @ 9@ )}

ou seja,

P (1) = / dr / PTr {[F (5,0, 1) Gum ()] (0crs © p® p)}

como deve ser mesmo.

Entao, nossas equagoes acima para os operadores de Heisenberg nio sio suficientes ainda para termos os elementos da
matriz densidade reduzida da dinamica interna do atomo. Vamos, portanto, considerar as equacoes de movimento para
os produtos UT (¢) f (r,p) omnU (t) . Sendo assim,

SO0 Fp) ol (1) = U (1) [F (1,2) o H (D] U (1)
= U O (0p) H () ol (1)
U (0) £ (0,) o H (O] U (1)
isto é,
UMW F () ol (1) = U (0)[F (1,8), Kl onlU (1)
+ U @) [ (1,9),V (Reas, 0] ol (1)
+F (r,p,t) %amn (t),
onde
V(Rem,t) = Hg(t) — K+ Hipe
Q Of
= hwatou (0) - h%d(ﬂ (0) exp (ith) - h%o’lo (0) exp (—ith)
—hz {in,AUIO (0) ak X — iaL)\GL)\J(n (0)} .
kA

Ja sabemos que, ap6s uma generalizacao para trés dimensoes, a aproximagao semi-classica em que tratamos o movimento
atomico como classico é traduzida por

[f (xr;p),V (Rom, 1)) ~ ih[VV (r,i)]- Vpf(r,p).

Também sabemos que

P = [rwp). Y]

2M
i Vf(r,p).
M 9



Vemos, portanto, que

U (@) [ (r,p) Klowal (1) = U1 (0) 29 £ (,0) 00l (1)
=~ VIFEp) o (1]
%UT O [f (£,;0), V (Rear, )] omal (8) = U (1) [VV (r,1)] - Vo f(r,p)omal (1)
= [VV(r,0)] - Vp [F (r,p) omn (1)].
Logo,
S F @) o (O] = 2V F (5, p) o (1)
+[VV (r,t)] - Vp [F (r,P) Omn (1)]
+F (r,p,t) %amn (t).
Como
pmn /d3 /d3pT1" I' , P, t Unm( )] (pCM ®,0®PB)}7
segue que
pnm /d3 /d?’pTrH (r,p,t) 80mn(t)] (PCM@P@pB)}v
pois

[ [ @t {[ 2V 1F @) o 0] (pors 995 pm) ) =

[ R [V @) omn ) e @ p©pm)} = 0

[ [t {9V (0] Vo [ (.8) 0 () (s @ p @ )} =

[ @9V @) [ 0TI {IF (p) o (0] (e 9 0 o)} = 0.
supondo que

Tr{[F (r,p) Omn ()] (pcms @ p@ p5)} = 0,

para distancias e momenta muito grandes. Usando

0 Q,p (t , o (t ,
aaoo t) =~ i g( )001 (t) exp (iwpt) — p( )010 (t) exp (—iwrt)
+ Z 278 (War — wi,2) |9k,>\\2 o11 (1),
K\

10



é facil ver que, assim,

0 Qp(ra (t . O (ro (t .
&Poo (t) = zwpw (t) exp (iwpt) — z#pm (t) exp (—iwpt)
+ Z 276 (war — wien) gkl P11 (2),
K\

supondo, é claro, que temos uma pacote de ondas atémico muito localizado e que, portanto,

Tr {[Q0p () F (r, ;1) o ()] (poms @ p © p)}

Qp (rer (1) Te{[F (x,;p,t) omn ()] (pom @ p@ pB)} = Qp (rer () prm (1) -
Analogamente, de
b (t
%011 (t) ~  —1 QO; (t) go1 (t) exp (ith) +1 op ( )010 (t) exp (—ith)
= gl 276 (war — wie ) 011 (£
K\
segue que
0 Qp (re (t . Q% (v (t )
priatl (t) =~ —zwmo (t) exp (iwpt) + z#pm (t) exp (—iwrt)
= lgial* 270 (war — wie ) p11 (1)
)
e de
0 . Qop (1 ,
5010 (t) =~ dwgoio (t) + z% [o11 () — oo (t)] exp (iwrt)
= gl 70 (war — wier) 710 (1)
K\
segue que
o] ‘ Ay (v (¢ .
Do) = warpn (0 + L (1) g ()] exp (s )
- Z |91<,,\|2 0 (Wat — Wi, 1) po1 (t) -
K.\
E evidente também que
0 . Q7 (re (t .
2 o0t~ —iwapo () ~ i CH O o (1) — g (1)) exp (i
= " lgrenl® 76 (wWat — wier) p10 (t) -

k,\

Agora podemos ver que, fazendo o limite do continuo,

Vd3k 2mw 9
|2 76 (wat — wien) = / VaE2M% 1 - diof? 76 (wat — )
kZ; XA: (2@3 %

11



k2dk w I 8 .
/ WEW(S (wat — w)/o d(pk/o d&k sen@k ; |Ek,)\ . d10|2

widw 1 8
= / 5(wat —w)§ |d10|2

(2r)? he3"
2&12 2
= 3 (ol
onde usamos
2 T R 5 ] )
d(pk d@k sen@k Z |6k,A . le‘ = ? |d10| .
0 0 X
Vamos definir agora
20.}3 2
I = at |d .
Shes |0l
O mais comum ¢é definirmos, ao invés,
v = 2
4(.4)2t 2
= —%|dy|”.
3hes |10l

Para podermos ter também a trajetoria r.; (¢) que aparece nas equacoes de movimento para a dindmica interna atémica

cl )
procedemos como segue. Consideremos que a distribui¢do inicial é muito localizada e que vai permanecer localizada.
Calculemos

0 1
Il — st
5 Rom () U (t) [Rea, H (8)] U (t)
1
= EUT (t) [Renm, KU (t).
Usando novamente
[/ (ep).K] = —ihyr-V](rp).
obtemos
L) = —/d?’?“ /d3pr£-VTr[F(r p.t) (pem ® p® pi)]
dt C M b) b) )
onde
[ [ @prnsiF om0 (ow @ po o)) = a0

e, como estd evidente, Tr [F (r,p,t) (pom ® p ® pp)] € a nossa funcdo de Wigner generalizada para matriz densidade e
nao ket inicial. Entao, efetivamente, ja podemos usar

Tr [F (I',p,t) (pCM ®P®PB)] - 07

12



para distancias e momenta muito grandes, como ja usamos acima. Logo,
p
[ [ @ VTP pit) (pen @ 09 pu)] =

_/dST /d3pTr [F (r,p,t) (pom © p @ pB)] %

e, assim,
/d3r /d3pr£ - VTr[F(r,p,t) (pem @ p®pp)] = _ Pa (t)
M By -

Portanto,

d _ Peai (t)

e ® = T
isto é,

d
pa(t) = M&I‘cz (t).

Entédo, tomando o valor esperado da equagdo de movimento para F (r,p,t), depois multiplicando por p e finalmente
integrando sobre todo o espago de fases, obtemos:

0

P () = [VQr (re (t))] pro (t) exp (iwrt)

h
2
h . )
+5 [V (ra ()] por (2) exp (—iwzt),
que é a forca que o laser vai fazer sobre o dtomo.
Quando queremos apenas a forca de pressao de radiacdo, escrevemos

Qp(ra (t)) = Qoexp[—iky -ra (1),

com {0y constante na regiao em que o atomo se move. Quando queremos que também haja forca dipolar elétrica agindo,
usamos também uma dependéncia espacial para g, isto é, Qy = Qg [ry (¢)]. Os desaceleradores e armadilhas 6pticos
utilizam essas forgas para desacelerar e localizar espacialmente a amostra atomica, além de campos magnetostaticos
externos para poder modificar a frequéncia de ressonancia do dtomo através do efeito Zeeman.
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