Equacao mestra com translacao

Nossa hamiltoniana total até agora é baseada nas equacoes

Hy(t) = —h% {exp [i (wr — wat) 1] ]0) (1] + exp [~ (wr — wae) ] [1) (0]} (1)
Hi(t) = ~hY {igix|1) (0] axex exp [~ (wien — war) t]
kA
~igie 10) (1 af,y exp i (i — wa) 8]} (2)

com a nossa hamiltoniana de interacao entre radiacao e matéria dada por
HfM(t) = Hp(t)+Hi(t). (3)

Desde o comeco foi feita a suposi¢ido de que o dtomo esta com seu centro de massa fixo na origem. Agora, porém, vamos
deixar o centro de massa se mover livremente, sofrendo o efeito de troca de momentum com o campo eletromagnético,
tanto o do laser como o do vicuo. Para isso, ndo é dificil ver que a posi¢ao do elétron agora é descrita através de um vetor
posicao relativo r como antes, mas que parte de Rgjs, que é o operador do centro de massa do atomo. Entao, quando
tinhamos, no comeco, antes de fazer a aproximacao de dipolo elétrico, os fatores exp (ik - r) , na verdade temos agora que
trocé-los pelos que se obtém quando fazemos a substituicao

r — r+Reouy.

Entao esses fatores agora ficam exp (ik - r+ ik - Ropy) = exp (ik - r)exp (ik - Rons), jA que os operadores r e Reoyy
comutam. Quando entdo fazemos a aproximacao de dipolo elétrico, fazemos efetivamente

exp(ik-r) =~ 1

e,portanto, onde tinhamos exp (ik - r + ik - Ry ), agora teremos apenas exp (ik - Reoas) . Logo, a Eq. (2) acima, quando
consideramos o movimento translacional do a&tomo, muda para

Hi(t) — —hY {igix 1) (0] axxexp [ik - Reas — i (wiex — war) 1]
k,\

—igi» [0) (1] a]. , exp [~k - Rear +i (@ior — war) t]} .
Ja o laser, 14 na aula 9, tinhamos a transformacgao unitaria para o modo do laser:
UL(t) = exp [a* exp (iwrt) ap, — aexp (—iwrt) aTL] , (4)

Mas o laser pode variar espacialmente e, nesse caso, o que podemos usar ¢ uma dependéncia da amplitude do valor
esperado do numero de fotons como sendo uma func¢ao de Reps. Entéo, trocamos a Eq. (4) por

Ur(t) — exp {a* (Rear) exp (iwpt) ap — o (Rear) exp (—iwpt) al } .
A dnica consequéncia desta troca é que agora a frequéncia de Rabi na Eq. (1) passa a ser uma funcao de Ry e escremos

Hp(t) — —ﬁ% {Qr (Rem) exp i (wr, — wae) t]|0) (1] + QF (Roar) exp [—i (wr, — wae) ] [1) (0]} .



A nova versdo da Eq. (3) agora inclui o centro de massa do atomo:

HM (8) — —ﬁ {0 (Ronr) exp [i (wr, — wat) £]|0) (1] + QF (Roar) exp [—i (wr — war) ] [1) (0]}

fhz {igien |1) (0] axe.x exp [ik - Reas — i (wiex — Wat) 1]
kA

—ige 5 10) (1] af. , exp [~ik - Reas + i (wion — war) t]} . (5)

Para o movimento total do a&tomo e seus graus de liberdade interno, vamos precisar somar a esta hamiltoniana a energia
cinética do centro de massa e obtemos

P2
Hp' () = S5 HHM @),

onde Poys é o operador momentum do centro de massa do atomo. A generalizacio da equacao
1 e .
W(z,p) = %/ dap’ |p—p'/2) (p+p'/2|exp (izp'/h), (6)

que define o operador de Wigner para uma s6 coordenada espacial, é dada, em trés dimensdes espaciais, por

_ 1 1 1 p-s
f,p) = W/de3sr—25><r+256xp( > )

Onde estamos aqui, implicitamente, supondo que r e p referem-se aos auto-valores dos operadores Ry e Py, respec-
tivamente. Agora é facil demonstrar que
P2
CM /d3//d3 /p rp/).

Também nao ¢é dificil obter o resultado seguinte:

() = <hg @ [ @y ) £ 0000 10) tlexplion — v
_pl / & / B/ (1) £ () [1) (0] exp [~ (i, — wae) ]
—hZ{zgkﬂl) O\akA/dB '/d?’p’f r',p)explik-r —i(wk ) — wat) ]
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—igx » 10) (1] aL/\/d?’r'/df’p'f (r',p')exp[—ik - ¥’ + i (Wi \ — Wat) t]} }

Vamos definir agora os operadores

— /dS//dSIP ’p/)7




Qop = / dsrl/ d*p'Qr (v') f (', p')

Gk = gk)\/d?’r’/di”p’f (r',p')exp (ik - r’)

GL’A = gl’;/\/d?’r’/d:gp’f (r',p')exp (—ik-1').
Notemos que

[10) (O], £ (', p")] I
= [, f ' p)]
(11

= 0,

mas, no entanto, K, €,,, G » e GL » hdo comutam entre si. Podemos agora escrever
;

Q, .
HFM t) = _hTP |0) (1] exp [i (wr, — waz) t]
Qf
—h 2p [1) (0] exp [—i (wr, — wat) ]
—hz {in)\ ‘1> <0| ax,\ exp [—i (wk)\ — wat) ﬂ
KA

_iGL,)\ 0) (1 a1T<,>\ exp [i (Wi, x — Wat) t]} .

Como muda nossa equacdao mestra neste caso? Nas aulas 13 e 16 comecamos com a equacdao de Liouville & von
Neumann para a matriz densidade na representacao de interacao, isto é,

o () = [ @)1 0)
= [He(t),pr O]+ [H1(t),pr (1)

Mas agora nao é sé isso: precisamos generalizar nossas defini¢oes, redefinindo

Hp(t) — —h% [0) (1] exp [¢ (wr — wat) t]

Qf
—h 2p [1) (0] exp [—i (wr, — wae) t] ,

H;(t) — —ﬁz {iGx x |1) (0] ak x exp [— (wk,x — Wat) T]
K

—iGlox [0) (1] afoy exp [i (wien = war) 1]}



HM(¢) = Hp(t)+ H ()

Lo (t) = [K+HM(8),pr(0)]

dt
= [Hs(t)+ H;(t),pr(t)],
onde

Hg(t) = K+ Hp(t)

s6 atua no sistema atomico, incluindo seu centro de massa. O truque de trocar —%TrB {[H (t), pr ()]} por —ﬁl—zTrB {fg dt' [Hy (t), [F
foi propriamente justificado na aula 16. Porém, continuar usando esse formalismo ndo é muito conveniente quando quere-
mos incluir também a translagdo, pois para isso teremos que fazer mais mudancas para adaptar o que desenvolvemos até
agora.

Ao invés de continuar usando a representacdo de intera¢do, vamos usar a representacdo de Heisenberg e ja considerar
as auto-energias do atomo como as observéaveis, tendo ja discutido a teoria de renormalizacdo necessaria. Desse modo,
podemos, no momento oportuno, desprezar o termo imaginario que diverge e que iria corrigir a energia atémica, mas que,
como ja estamos supondo renormalizada, entao esse termo nao deve ser levado em conta. Os operadores que consideraremos
sdo os chamados operadores de Heisenberg e que descrevem os graus de liberdade internos do atomo. Além desses
operadores, também vamos considerar o operador de Wigner que descreve o movimento translacional do centro de massa
atomico. Para simplificar a anélise, vamos considerar que o estado do campo quéntico é o vacuo eletromagnético e,
portanto, ao invés de tomarmos o traco sobre os fotons, basta que tomemos o valor esperado no vacuo de todos os
operadores. Mas, antes de prosseguir, vamos discutir um resultado que ainda nao mencionamos e que estabelece os limites
para os valores da fun¢dod e Wigner.

Digressao: limites da fungao de Wigner

A desigualdade de Cauchy & Schwarz é que, para dois estados quaisquer, |¢) e |p), sempre vale a desigualdade:

el)* < {ele) (W)

Prova:

Para ver que isso é verdade, basta considerar o ket

1) = (ele) ) = (@le) @) -

Quando calculamos (£|€) obtemos

(€16) [(ele) (W] = (le) (ell [{ele) [¥) — (l) )]
= (elp) (Wl [ele) ) — @le) [o)] — Wle) (el Kele) [¥) — @le) [9)]
= (elp) [{ple) (V1Y) — @lp) Wle)] — (Dle) [(ele) (plP) — (Dle) (ple)]
= (ple)® (Wlv) — (ple) (Yle)? — (o) (Wlo) (el) + @) (ele)
= (ole)® (W) — (ele) (®lo) (o).



Mas como
€e = o,
segue que
(plo)? (W) — (wle) (Ble) (pl) = 0,

isto 6,

(Wlo) (el) < (olp) (Ply). W

O operador de Wigner, como vimos, ¢ definido como
r— ;s> <r n %s exp (—i%) .

1
r, = — ds
f(r,p) @nh)? /V )
A funcdo de Wigner é dada como o valor esperado no estado normalizado |¢) , digamos. Entéo,
w(r,p) = (@[f(r,p)|¢)
1

= G /Vw ds (Pl — 5/2) (r + 5/2]3) exp (_ip;) .

Sejam

56 = g e —s/2)

X() = g /2 exp (P2

Notemos que estas duas fungoes estao normalizadas, pois

o) = = [ dswlr—s/2) ¢ —s/2[)
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Pela desigualdade de Cauchy & Schrwarz, entdo, segue que

Hebl? < {ele) (X,

isto é,
2
[ esne] <

VOO

ou seja,
1 1 pP-s 2
3.+ _ b _.p-s
'/de S5373 (¢h|r — s/2) 5373 (r +s/2|¢Y) exp( i~ ) < 1,
ou ainda,
! / d®s (1h|r — s/2) (r +8/2[) e ( ip.s) < 2
- - Xp | —t—— <
2rh) Jv. P (27h)°
Assim, vemos que
23
w (r, <
jw (r, p)| @nh)?

e, como a fungao de Wigner é real, como jé& vimos, segue que

2 ’ < (r,p) < 2 ’

h ~X w k) p ~X h .
De volta com a equagao mestra
A formulacao comega com a equagdo de Schrédinger para o sistema total:

. d
i W () = [Hae () + Hp + Hind) |9 (1),

na representacao de Schrédinger, se quisermos usar as convengoes. O Gnico ponto a ressaltar aqui é que nds vamos usar o
campo cléssico como dependente do tempo, pois j& vamos comecar na representacao de dipolo elétrico de Power e Zienau.
Neste caso,

Q, . Qf .
Hu (t) = K+ hwgror1 (0) — FLTpam (0) exp (iwrt) — FLTPUM) (0) exp (—iwrt),
Hp = hZUJk,)\aL)\ak,A
K\
e
Hiypy = —ﬁz {in,AO’lo (0) ax,\ — iGL,\Um (0) GL,\} )

k,\



onde definimos os operadores de Heisenberg como

oo0 (0) = 10)(0[,
oo1 (0) = 10) (1],
o10(0) = [1)(0]
e
011 (0) = |1> <1|
Definimos o operador evolucao usando a hamiltoniana total:
U@ = 1
= loen ®Llu ®1p
e
. d
ih—U(t) = [Ha(t)+ Hp+ Hin] U (1)

Entao, sabemos que
W (1) = U@)[¥(0).

Relacao com a abordagem em termos da matriz densidade

Vamos ver como podemos passar dos resultados usando a representacao de Heisenberg para os da matriz densidade.
Primeiro vamos ver como fica a relagdo com a matriz densidade na representacdo de Schrédinger, mas ja feita a transfor-
magao unitaria de Power & Zienau na aproximacgao de dipolo elétrico, como anteriormente.

Vamos comecgar um uma matriz densidade inicial do 4tomo, geral, que vamos escrever como

1

Zprs ) (sl

1
p =
r=0 s=0

onde vemos que

prs = (rlpls).

S6 que agora, diferentemente do que fizemos anteriormente, temos também a matriz densidade do centro de massa atomico,
dada por

poM = /d?’r/d3r' pcu (v, e')|r) ('],
onde

peu (r.x') = (r|ponm|r').



Como anteriormente, o operador densidade inicial do campo eletromagnético é pp e, portanto, o operador densidade total
em t = 0 é dado por

prot (0) = pom @ p @ pp.

Sendo o operador evolucdo, como vimos acima, dado por

ih%U (t) = [Hat(t)+ Hp+ Hint) U (1),

com
U©0) = I
= loym @1y @1,

no tempo ¢ > 0 obtemos:

piot (t) = U () pror (0)UT (1)
= U(t)pCM®,0®pBUT(t).

Como fizemos anteriormente, vamos parar agora de usar ® e notar apenas que os operadores que correspondem a
graus de liberdade distintos, comutam quando calculados no mesmo instante de tempo (ja pensando sempre no contexto
da representacio de Heisenberg). Vamos sempre tomar o trago sobre os fétons. Ai, para obtermos o operador densidade
reduzido dos graus de liberdade internos do d&tomo, tomamos também o trago sobre o centro de massa. Assim,

pint (t) = Treamr {Trs [pror (t)]} -

De nosso interesse também ¢é o operador densidade reduzido do centro de massa, de forma que nesse caso tomamos o traco
sobre os graus de liberdade internos do atomo:

PCM (t) = Trim {TI"B [Ptot (t)]} .

Nosso atomo de dois niveis e dois estados pode ser escrito, em ¢t = 0, como

pint (0) = p
= poo |0) (O] + po1 [0) (1] + p10 [1) (O] + p11 [1) (1]
= pooooo (0) + po1oo1 (0) + p10o10 (0) + p11011 (0).

Vamos considerar que o estado do centro de massa em ¢ = 0 seja localizado e puro, dado por

pev = |[Youm) (Yoml.

Como ja observamos anteriormente, como s6 estamos considerando o campo eletromagnético quantizado do vacuo, no
laboratorio, mesmo & temperatura ambiente, para excitar ou estimular a emissdo na frequéncia atomica, a temperatura
ambiente é muito baixa e podemos, sem realmente qualquer problema, supor

pp = |vac) (vac|.



