Vamos agora resumir os tragos que temos na equacao mestra:
Trp {AT () A(¥) pp (00} = Trp {AW)AT () ps (0)} - T (' — 1)

Gt —t)—-TJ ' -1
= G't—-th-TJ @t-t),

Trp {AT () pp (0)A()} = Tep{A)A"(t)ps(0)}
= g* (t - t/) )
Trp {A(t") pp (0) AT (1)} = Trp{pp(0) AT (1) A(t)}

= g t-t)-J (-1,

Top {pn (0) A() AT ()} = Tep {A' () pp (0) A(t))
= g* (t - t/) s

Tep {A (1) p5 () AT (1)} = Tep {pn (0) AT (t) A (1)}
= GU—t) T (t—1),

Trp {AT (1) pp (00 A1)} = Trp{ps(0)A(t) AT (1)}
= G(t—t)
e
Trg{pp (0) AT (YA®)} = GE—t)—-T@t-1).
Portanto,

Trp {[10) (11 A" (£), [11) (Ol A (), p5 (0) prs D]} = [G" (¢ — ) = T* (¢t —t')]10) (0] prs (1)
—G" (t =) 10) (1] prs () 1) (O]
—[g" (t—=t") =T (t = )] [1) (0] prs (£)[0) (1]
+G" (t=1') prs (t) [1) (1],

Trp {[|1) (01 A (#), [|0) (L] AT (), p5 (0) prs (O)]]} = G (¢ —t)[1) (1] prs (¢)
=[Gt —t) =T @ —=1)]11) (0l prs (£)[0) (1]
=G (t—=1)10) (1] prs (t) [1) (O]
+1G(E—t) =T (t—1)]p1s (£)0) (0]



e, assim,

Tep {[H; (t),[Hr ('), p5(0)p1s W]} = [G"—t)—T" (t 1)
+G@E—t) =Tt —-t)]p
=G (t =) [0) (1] prs (t)
=G (t—1")10) (1] p1s (1) |
-G t-t)-T (-t
—G-t)-Tt-1)
+G" (t —t') prs () |1) (1]
+G (t 1) 1) (1] prs (1) -

110) {0[ p1s ()
p1s (t)0) (0]

1) (0]

) (0]

] 11) (0] prs () |0) (1]

1) (0] prs (t) |0) (1]

|
1
)

Integrando, obtemos:

/ dt' Tep {[H; (t) . [Hr (t') . p5 (0) prs ()]} = B2 (iZr + T 0) (0] prs (£)

112 (—iZ7 +T7) prs (£)0) (0]

—21% (Tp 4 ) 0) (1] prs (£) 1) (0]
—2h2T7 (1) (0] prs (t)0) (1

+12 (iZ7 4 Dr + 2 + To) prs () [1) (1]
+h? (—iZr + Tr —iZ0 + To) |1) (1] p1s (t).

Usando comutadores e anti-comutadores, podemos simplificar essa equagao assim:

/O dt' Tep {[H (t), [H; ('), p5 (0) prs (]} = i [E7[0) (0] = (Er +Z0) [1) (1], p1s (¢)]

+1* {T'7|0) (0] + (T + To) 1) (1], prs (£)}
—2h* (T7 4 T0) [0) (1] pzs (2) [1) (0|
—20%T'r [1) (0] prs () [0) (1]

Nossa equagao mestra agora fica

d

a 1) (1| + Hyg (t), prs (t)]

)|
) (1], prs (1)}
1) (0]

1
sPrs(t) = — [hEr|0) (0] = h(Sr + =
- {FT 0) (0] + (I'r + I'o) |1
+2(T'r +To) 0) (1] prs (t) |
+2I'7 [1) (0] prs (2) [0) (1] .
Precisamos agora entender o que o termo iZr |0) (0| — & (E7 + Zp) |1) (1] causa na pratica. A primeira coisa a notar,
mas que s6 vai ficar explicita quando passarmos para o limite do continuo, é que Zr é finito para temperatura finita,
enquanto que Zg diverge. No entanto, w,; é a chamada frequéncia “nua” do dtomo, quando desligamos a intera¢do com o
vacuo eletromagnético. Mas ndo podemos, na pratica, fazer isso. O fato é que quando tivermos wy; — Eg, ai supomos que

isso é finito e igual & frequéncia “vestida” que, de fato, observamos. Para vermos isso, vamos voltar para a representacao
de Schrodinger, lembrando que temos:

.Hu, H H ‘Ha
H;(t) = exp (z{t) exp (tht) H;,; exp (—tht> exp (—z htt> ,




Har = Eo[0) (0] + Ex [1) (1], (1)

de acordo com a aula 8. E bom tomar Fy = 0 e Fy = hw,, para simplificar a escolha do zero na escala de energia atomica.
S6 para recordar, na aula 7 tinhamos usado

rad Zhw ((1)\ sa)\e ;) )

mas que, como sempre, comecamos a medir a energia a partir do ponto zero do vicuo eletromagnético e definimos,
inspirados pelo espirito da aula 14,

Hp = E hwkaLkakg\,
k,\

como pouco mais acima, ja trocando nosso indice generalizado s das primeiras aulas para o especifico indice k mais recente.

Vamos, portanto, definir
H H
Hip(t) = exp <ihBt> Hny exp <ihBt) ,

para simplificar a notacdo e escrever
Hy(t) = UL()His ()Us (1),

onde compactamos ainda mais a notacao definindo

H
Us(t) = exp (—i att) .
h
Correspondentemente, seja

UL (1) pra (6) Us ().

p1 (t)

Com isso, podemos escrever agora

Trp {[H; (t) . [H1 (t), p5 (0) prs (£)]]}

Teg { [UL () His (6 Us (8), [UL () Hus () Us (¢, o5 ) UL (8) o1 () Us ()] ]}

Novamente, dentro do integrando teremos termos envolvendo Ug (t') U; (t) que oscila rapidamente quando ¢’ for muito
diferente de t. Com isso, portanto, vamos, somente dentro do integrando, usar Ug (t') ~ Ug (t) e, nesse caso,

Q

Tep {[Hy (t),[Hy (), 5 (0) prs (D]} (UL @) His (0 Us @), [UL (4) His (8) Us (8), 0 (0 UL (1) prs () Us ()] |}
= T {{UL (1) Hip () Us (1)UL (2) [His (1) o5 (0) prs () Us (0)] }
= Top {UL () [H1p () [H1n () 3 (0) prs (] Us ()}

= UL(t)Trp{[Hrp (t),[His (t'),p5 (0) prs (]|} Us (t) -



Logo, a equacao mestra 14 do comeco,

%msm ~ ;[HL<t>,ms<t>]—,;ﬂB{ /0 dt' [HI<t>,[H1<t’>7p3<0)ms(t>]]}, 2)

pode ser escrita como

Q

% [H2(8), Teg [UL (1) prs () Us (1))

vt | "t Tags {[Hys (8), (Hrs () pis 0) prs (013 Us (1)

%Tr B [U; (t) prs (t) Us (’5)}

= = [V Us 0 B 0 UL 0 Us (6,05 () T lors (0] Us (0]

_%Ug (t)/o dt' Trg {[Hip (t), [Hrs (t'), p5 (0) pr5 (t)]]} Us (t)

= UL [Us () HL (U5 (1), T [prs (0] Us (1)
*%Ug (t)/o dt' Tep {[Hip (), [Hip ('), p5 (0) pr5 ()]} Us (1) .
Mas, da Eq. 3),
Hy () =~ foxp i (wn — war) 110) (1] + exp [ (g, — war) 1]1) 0]} 3)
vemos que
Us (0 Hy (UL (1) = ~hS2E {exp (iwnt) 10) (1] + exp (~iws ) 1) (0]}
= HLB (t)
Também,
Dy [0 ¢ - ! oI
e 0L @ Us (0] = 1100 (U0 o pr 0105 0} + T {0 0| o1 0] Us 0}
— LULO o Ton o O] Us (0 + UL 0) | o [orm (0] U (0.
Portanto,
UL 0){§ Hat o [orm (0] + 5o oan 01} Us ).~ 08 @) [0 0 H (00U (), T o 0] Us 1)
—%Ué (t)/o dt' Trp {[Hyp (t),[Hip (t'), p5 (0) p1 (t)]]} Us (1),
que da

%TYB lp1B (t)] =~ % [Hot + Hrp (t), Trp [prs ()]]
i / dt' Tep {[Hrp (1), [Hrs ('), p5 (0) prs (D))} -
0
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Como vimos acima na Eq. (1),

Hoe = Eol0) (0] + Ey |1) (1.
Assim,
STnlorn (O]~ < (B l0) 01+ By [1) (1 + Hrp () To [orm (0]

1 t
~i 4T {1 (0. 115 (8 .05 (0) i (O]}
Mas nés vimos acima que

/Ot dt' Trp {[Hrs (1), [Hip ('), p5 (0) pre W)]]} = Us(t) /Ot dt' Trp {[H (), [H1 (t'), p (0) prs ()]} UL (1)
= ih?Us () [E7[0) (0] = (Er + o) [1) (1], prs (D] UL ()

+12Us () {T'r |0) (0] + (Tr + To) [1) (1], prs (£)} UL (2)
—2h (D + o) Us (£)10) (1] prs (¢) [1) (0| UL (2)
—202rUs (£) [1) (0] prs (£) 0) (1] U (£).

Temos s6 que notar que

Us (t) Trs [pr (8)] US (¢)

= Us(t) Trp [UL (1) prs (1) Us (0] UL (1)

= Trplprs (1)],

Us (1) p1s () UL (t)

Us (t)10) (0| UL (t) =10} (0]
e
Us (t) 1) (1| UL () = [1)(1].
Logo,
/O dt' Trp {[Hip (t). [Hrs ('), p5 (0) prs )]} = i [Er]0) (0] — (B¢ + Zo) 1) (1], Trg [pr5 (1)]]
+h2{T'7|0) (0| + (T + To) |1) (1], Trg [pr5 ()]}
—21 (D7 + o) |0) (1| Trp [pr (£)] [1) (0]
—2h°T'r 1) (0| Trs [pr (1)][0) (1] .
Entao,

%TYB lprs (t)] =~ % [Eo10) (O] + E1 [1) (1] + Hip (1), Trp [pr5 (1)]]
—1[Z7|0) (0] — (Er + Zo) [1) (1|, Tr5 [pr5 (t)]]
—{T'70) (0] + (T'r + o) [1) (1], Trp [pr5 ()]}
+2 (7 + L) [0) (1| Trg [prs (¢)] 1) (O]

+207 1) (0] Trg [pr5 (1)] 0) (1]
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Portanto,

%TI‘B [pIB (t)] ~ % [(EO + ﬁET) |O> <0| + (El - hET — hE()) ‘1> <1| + HLB (t) 7TI‘B [/)IB (t)“
—{T'710) (O] + (I'r 4+ To) [1) (1], Trp [p15 ()]}
+2 (T +T0) [0) (1] Trp [pr5 (1)] 1) (O]

+2T7 [1) (0] Tr [pr5 ()] ]0) (1].
Com nossa escolha do zero de energia atomica acima, também temos

%TYB lprs (t)] =~ % [AZ7|0) (0] + 7 (wat — Er — Eo) [1) (1] + Hrp (1), Trp [p15 (1)]]
—{Lr[0) (0] + (T + To) [1) (1], Trp [pr5 ()]}
+2(I'r + L) [0) (1] Trg [pr5 (¢)] 1) (O]

+2I'7 [1) (0] Trg [p15 ()] |0) (1] .

Agora temos uma inconsisténcia. Inicialmente, s6 para o atomo, desacoplado do vacuo, usamos wg;. Esse valor aparece na
expressao de I'r e I'g. Como o que apareceu nessa equagio é wg — 27 — 2o, com Z¢ divergente, entdo, para que a energia
vestida do estado excitado seja finita, wg, que era a frequéncia nua, deve ser infinita para cancelar Zg e deixar a energia
vestida finita. Mas, no entanto, se supusermos isso, I't e I'g sdo infinitos. Como sair desse dilema?

O problema nao estd em =p, pois, para temperaturas finitas, esse shift ndao é divergente. O problema vem de =,
que diverge no limite superior da integral em w, como veremos explicitamente no limite do continuo. Ingenuamente, no
comeco nés usamos wy; pensando que era a frequéncia observéavel de transicio do atomo. Mas, no entanto, nao era. E
como quando temos uma bola dentro d’dgua. A inércia da bola fora d’agua é medida por sua massa inercial. Mas, dentro
d’agua, porque para mover a bola temos que mover também a dgua, a inércia efetiva ou massa inercial efetiva da bola é
maior do que a massa inercial da bola fora d’agua. Mas, de forma anéloga, a bola no ar também nao esta livre da inércia
envolvida em mover o ar também quando movemos a bola. Logo, a menos que estejamos no vacuo (onde ainda hé pressao
de radiagdo), estamos sempre pensando na massa da bola de forma efetiva.

No caso do nosso dtomo, como ji comecamos tratando a situacao com o acoplamento com o campo do vacuo eletro-
magnético, em nossa wq; ja estd incluido o shift =g, que esta aparecendo de novo, mas espuriamente. Entao, nao incluimos
esse shift mais, simplesmente eliminando isso do nosso resultado acima.

Tendo dito tudo isso, agora pegamos nosso resultado,

%PIS (t) =~ % [hE7 [0) (O] = R (Er +Z0) [1) (1| + HL (1) , p1s (1)]
—{T710) (O] + (I'r + To) 1) (1], prs (¢)}
+2(I'r +T0) 0) (1] prs (¢) [1) (O]

+207 [1) (0] prs (2) [0) (1],

tomamos =g = 0 e redefinimos as energias do niveis atoémicos incorporando = somado & energia do estado fundamental
e Zr subtraida do estado excitado. Perto de w,; esses valores sao despreziveis e nao precisamos mudar nada em I'g e I'p.
Logo, sem perda de generalidade, nossas equagoes Opticas de Bloch agora ficam:

Sors(t) m o HL (1), prs (0)
—{L'7(0) (O] + (T'r + Lo) [1) (1], prs (t)}
+2(I'r +T0) [0) (1] prs (£) [1) (O]

+207 [1) (0] prs (£) 0) (1]



Tipicamente, no entanto, I'y é desprezado perante os demais termos e ficamos com a aproximacao:

Sors () & L), prs (0] = To (1) (1 prs ()
+280 [0) (1] prs (1) 1) 0.

Isso pode ser feito, pois w,: € muito grande e a luz em um laboratoério, incluindo ondas de calor, as infra-vermelhas, tém
frequéncias muito menores do que 10'° Hz, j& que (ny) é desprezivel nesse valor para a radiagio dentro de um laboratério
em equilibrio com paredes a 300 K. Caso essa maneira de jogar fora o termo infinito pode ser vista como muito pouco
sensata, abaixo tem uma tentativa mais a luz do que se faz hoje em dia.

Tentativa de renormalizar a frequéncia de transicao atémica

Nos queremos renormalizar a teoria de forma que sé apareca a frequéncia observével, w,;. Para isso, a primeira coisa a
fazer é regularizar o shift divergente, colocando um cutoff:

Z |gk>\|

Wi — UJO
onde w, € uma frequéncia finita méxima, a frequéncia de corte (cutoff frequency) e, ao invés de usar a frequéncia observavel,
wat, cOm a qual iniciamos, vamos comegar a teoria agora novamente, mas com uma outra frequéncia, wg = wg (we). O
que vimos em nossos célculos foi que se comegamos com a energia do estado excitado igual a fiwg, terminamos com uma

equagio mestra que tem, ao invés de hwy como a energia do estado excitado, Awg — A=Y
Como logo veremos, no limite do continuo faremos

Z / Vddk

Entao,

Vd3k 2rw
Sl - z/ o 17 1B ol
A
d3 k w
Z/ 7 [k dyol”.

Vamos entao simplificar a notagdo notando que

L[
/d?’k = /dQ,ﬁg/ w?dw
Qe ¢ Jo

dQy,
PRA— /76 d
S | s el

A

e definindo

Logo,

Y el = ¥ [ W
k,\ 0



Assim,

We 3
KER = X{@/ e
0

W — Wwo
e
E; = hwy—h=E
— hUJO_)\QL@/wC w?’dw
0 W — Wo '
O resultado dessa integral é
“e wid 1
@/ o ~We (6w§ + Jwow, + 2w3) + 2w3 tanh ™! <1 — 20')0) ,
0 W—Wwp 6 We

para wg # 0 e wy < we.
A ideia é manter o cutoff fixo e comecar a teoria escolhendo

We 3
El—l—)\zy/ w?dw
0

W — Wwo

hewg

w3dw

= mat+A29/
0

w—wy
Como sempre vamos manter segunda ordem em A\, podemos aproximar:
We 3
w’dw
hwy ~  hwe +A°P /
0

W — Wat

No final, repetindo o que fizemos acima, obteremos uma energia do estado excitado com um shift, de forma analoga ao
que obtivemos antes:

We Sd We 3d
B} = Mat+A29/ ﬁ—v@/ e —
0 W— Wat 0 w—wat—fngo

wW—Wgat

Como vamos sempre manter segunda ordem na constante de acoplamento, que é proporcional a A, no final teremos

We Sd We Sd
B~ hwatﬂzgz/ g,p@/ _widw

0 W — Wgat 0 W — Wat
= hwah

como deveria ser.
Porém, alguém pode pensar que agora teremos 'y diferente. Relembrando a expressao que tinhamos:

To = 7> |k
kA

Podemos agora usar o truque acima para passar para o continuo e o resultado fica:

%6 (wp — wo) -

gy = 7r)\2/ w3dws (w — wp)
0
= 722w
/\2 We 3d 3
~ TN [wat+@/ ww] |
h 0 W — Wat



Mantendo até segunda ordem em A, ficamos com
~ 2 3
Ay =~ wAwy,,

sem mudanga alguma. Notemos que aqui fizemos uma versao bem ingénua do que teria que ser mais detalhado para poder,
por exemplo, tratar o chamado Lamb shift propriamente dito. No entanto, embora ingénua, esta abordagem mostra como
podemos considerar a maneira de introduzir as quantidades observadas no laboratorio de forma independente do cutoff
utilizado. E, claro, fizemos tudo até a segunda ordem de perturbagdo apenas, como a prépria equagao mestra.

A equacao de Lindblad

Até agora temos:

Do) = 1 [Hat (1) (1)

+T |Ap(t) AT — % {ATA,p(0)}],

que ja esta na forma de Lindblad, onde

{ATA,p(t)} = AtAp(t)+p(t)ATA
é o anti-comutador e definimos
AT = 1) (0]
e
A = |0)(1

From Newton’s second law to Liouville’s equation and back in an intuitive
way

Let us start by looking at a classical particle and its Newtonian dynamics. Furthermore, let us assume that the force that
acts on the particle, of mass m, is conservative. In one dimension, to simplify the analysis, we have

0
F = —=V(2),
5,V (?)
where F' is the force along the z-axis and V (z) is the potential energy whose spatial derivative gives the force. Newton’s
second law gives
dp 0
— = ——V(2). 4
dt 0z (2) )
In the phase space we can choose a region Z given a, say, compact set of initial conditions, that is, at ¢ = 0. If we let each
one of the points in #Z evolve during a time ¢ > 0, we are going to have the same volume of phase space as we had in %,



according to Liouville’s theorem. In this case of a single spacial dimension, we actually mean area of phase space, instead
of volume, but the word volume is the standard for all dimensions, even if we have more than three spatial dimensions
(for more than one particle comprising the system).

Now, after a time interval ¢ > 0 has elapsed, let us choose a particular phase-space volume dzdp about the point (z, p)
and let p. (z,p,t) dzdp be the probability of finding the particle inside the volume element dzdp. If, instead, we think of
pel (2,p,t) as the density of N non-interacting particles at the point (z,p) at time ¢, we see that they left, at time ¢ = 0,
the region # from the neighborhood of the point (z.; (0),pe (0)), where z. and p.; are the functions of time describing
the trajectory described by Eq. (4) that, at time ¢, ends up at the phase-space point (z,p). By Liouville’s theorem, if we
have dzdppe (2, p,t) particles in the region of volume dzdp about the point (z,p) at time ¢ > 0, these are the particles
that came from the region of phase-space volume value also given by dzdp, but centered about the point (z. (0), pe (0))
at t = 0. Therefore, the number of particles about the two different points of phase space is the same, that is,

% [ddepd (ZCl (t) y Pel (t) ,t)] =0

and, since dzdp is the same along the whole trajectory of all the N particles, we can write:

d
— Pec e (t s Pe t at = 07
et (2 () b (1))
or, equivalently,
dZCl 0 dpcl 0 0
e c;c;t c c;c;t . Pe C?C?t = 0.
i azclpl(zzpl ) + a 8pclpl(zzpl )+atpz(21pl )
Since
dzcl
c - 5 5
Dei mdt (5)
using Eq. (4) we obtain
8 Pel 8 6‘/(201) 8
. Pe cacat — 5. Pe cacat_i c C7C7t = 0.
atPl(Zzpz )+mazdﬂz(21pl ) o apclpl(zzpl )

Therefore, for any point (z, p) of phase space at time ¢, the dynamics of the probability distribution function is written as

0 p 0 _ 0V(x) o
6tpcl (Z,p, t) + m 8chl (vaa t) - 9z appcl (Zapa t) ) (6)

which is the classical Liouville equation.
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