Equacoes Opticas de Bloch

Agora vamos usar a equacao acima no caso de nosso dtomo de dois niveis com um laser, incluindo emissdo espontanea.
Na aula 11 tinhamos a hamiltoniana de interacao entre a radiagao e a matéria:

HFY (1) = ~h*k fexp [i(wr — wae) 1] 10) (1] +exp [ (wr, — war) 1] 1) O]}
—h Y {igiex [1) (0] axe.x exp [—i (wiex — war) 1]
k,A
~igie 10) (1] af,y exp i (wror — war) 1]} (1)

Vamos considerar dois termos dessa hamiltoniana:

Hp(t) = —h% {exp [i (wr, — wat) ] |0) (1] 4+ exp [—i (wr, — wat) £] 1) (O] } (2)
Hi(t) = —h> {igix|1) (0] axex exp [—i (wien — war) T]
k,\
~igie 10} (1] af, exp [i (wier — war) 1]} 3)
e agora
HEM () = Hp(t)+ Hy (t).

Vamos recordar a equacgao de Liouville:

o (t) = [HI (1), pr (1),

No caso com o laser acima, podemos, ao invés, escrever

s (1) = [Hy ().ps (0] + [Hy (0.1 (0). g

A interacdo com o laser é forte, ao contrario da interacdo com o vacuo. Para poder usar a equagdo mestra que deduzimos
nas aulas anteriores no caso da Eq. (4), vamos fazer uma nova transformagao unitaria. Seja o operador Uy, (t) dado por

nSUL@®) = HL(OUL(),
com
UL(0) = 1.
Entao, definimos
pro(t) = UL pr()UL(1).



Portanto,

S prn () = —UL(0) Hy (1) pr (1) Us (1) + U (6)pr (8) H (6 U (1) + U} (1 [hjtp <t>] UL (1)

= UL~ 20 0]+ 050 (0} U2 1)

= UL {=[Hy (t), pr (0] + [HL (8), pr (0] + [H (2), pr (O]} UL (1)

= UL H (1),p1 (O] UL (8).
Mas,

UL () [Hr (1), pr 00 () = (UL (4) Hi ()) UL (1), UL (0) 1 (1) U (1))

= (UL H UL ) pr )]
Definamos, entéo,
Hip(t) = Ul (t)H()Up(t).

A equagdo mestra nessa nova representacao é dada por

o (1) = [Hr (6),prs (0]

Como Hj (t) é proporcional a |gk x|, segue que Hjy, (t) também é e, assim, usamos a equacdo mestra que deduzimos
anteriormente, obtendo:

Gons® = —gTon { [ a0 (Hue 0,110 () 0 pros 0]

onde agora o operador densidade reduzido do &tomo é dado por
pirs (t) = Trplpir (1))
Consideremos o integrando acima:
[Hyn (6),[His () 5 (0) pros O] = (UL (6) Hr ) UL (8), [UL () Hy () UL () o (0) Te [UF () pr () U (9)]]] -

Quando o laser estd bem proximo a ressonancia atomica, wy — wyy € uma frequéncia de magnitude pequena. Além disso,
as frequéncias de Rabi que usamos no laboratério para atomos alcalinos, como o sédio e o rubidio, por exemplo, sao da
ordem de 10 MHz. Ja os fotons virtuais podem ter frequéncias que tais que (wk,x — wqt) pode ser da ordem de wg € isso
corresponde a 10'® Hz. Sendo assim, o integrando acima vai anular a integral em tempos curtos comparados com 1/, e,
dessa forma, dentro do integrando e somente dentro do integrando, podemos aproximar:

Up(t) =~ Up(t).

Com isso, vemos que o comutador acima se reduz a

[Hys (8), (i ()5 (0) pres O] ~ (UL (6) Hr (9 UL (8), [UL () Hy (1) UL (8) 3 (0) T [UF (8) pr (U (1))



= |[vlwH [U (1) Hy (V) UL (1) pi (0) U, () Trg [pr ()] U (1)
= |vlwH UL [Hy ()5 (0) Tep [or ()] U (1)]
- |viwH UL @ HE ()05 (0) prs (] U (1)

= Ul()[ ()7[HI( )05 (0) prs UL (t) -

Logo, a equacao mestra acima simplifica e agora pode ser escrita como

%pms t) =~ —hiTrB { /0 dt' UL () [Hy (t), [Hi (t'), p (0) prs ()] Us (t)}
- *ﬁU (t) Trp {/O dt' [Hr (t),[H; ('), p5 (0) prs (t)]]}UL (t).
Mas,
jtPILS t) = %’ITB [prr ()]
= %TTB [UL( )p1 () U] (t)}
= Trp {jt [UL( )pr (8) U (t)]}.
Como vimos acima,
m%m W) = Ul {— [Hy, (1) pr (1)) +mjtp,( )} UL (1)
e, assim,
jt ve e yuim] = vlw {; [Hy (1), pr ()] + jtp,( )}UL (t).

Com isso, a equagao acima agora fica

wea { [ o 0] 0]} =~ @ma{ [ 000,100 pn 0 prs 0} 02 0,

que é equivalente a

i d K
UL 0o {3 [ () pr 0]+ r 0} U ) = 0L 00T { [t 112 ). 182 9) m (0) s O} U 0.
0
Cancelando os operadores unitarios, obtemos a equagio mestra que da origem as equagoes 6pticas de Bloch:
d 1 1 L ,
ZP1s (t) =~ - [H (t),p1s (t)] = ﬁTrB dt' [Hy (t),[Hr ('), pB (0) prs (D] ¢ (5)
0

onde notamos que

Trp{[HL (t),pr ()]} = [Ho (), Trp[pr (1))
= [Hp(t),p1s(t)].



A dificuldade de deduzir as equagoes Opticas de Bloch esta na integral, que da origem ao chamado termo lindbladiano.
Notemos que teremos que calcular o trago e fazer a integral, independentemente da ordem. Vamos recordar a aula 11 e
escrever:

A(t) = = ihgiexp[—i (wk — war) t] axcx,
DY
AT (t) = Z ihgk,x exp [i (Wi — wat) 1] ‘IL,A
o
Hr(t) = [1)(0[A(t)+0) (1] AT (¢),

ja usando gk » € R. Assim, escrevemos agora:

[Hy (t), [H1 (), p5 (0) prs (1)] [11) (0] A (£) + [0) (1] AT (2) , [I1) (O] A (') + [0) (1] AT (') , o5 (0) prs (1)]]
= [ ([A®),[I1) Ol A ), p5 (0) prs ()]

[10) (1] AT (2),,[11) (O] A (') , pE (0) prs (1)]]

[

[

1) (01 A(2), [|0) (1] AT (t') , p (0) prs (1)]]
10) (1] AT (1), [10) (1] AT (¥') , ps (0) prs (B)]] -

Quando tomarmos o traco sobre os fotons, s6 os termos que preservam o numero de fétons é que contribuirdo. Com isso,
podemos escrever agora que

Tep {[H; (), [Hr (t'),p5 (0) prs O]} = Teg {{|0) (1 AT (1), [I1) (O] A (t'), p pzs 1]}
+Trp {[[1) 01 A (2), [l0) (1] AT (¢ ) 0) prs ()]} -

S6 precisamos olhar o que da um dos termos, ji que o segundo é seu conjugado hermitiano. Sendo assim, escrevemos:

Trp {[|0) (L AT (8) . [[1) (O] A (), p5 (0) prs (D]} = Tr {]0) (1| AT (8) [|1) (O A(¥') , 3 (0) prs ()] }
~Trp {[|1) (0] A(t'), 1 (0) prs ()] 0) (1] AT (£) }
= Trp {]0) (1] AT (£) 1) (O A (¢') pis (0) prs (1) }
—Trp {[0) (1 AT (t) pg (0) prs (1) [1) (O] A ()}
—Trp {|1) (0| A(t') p5 (0) prs (1) [0) (L] AT (1)}
+Tr {pr (0) prs (£) [1) (0] A (') [0) (1] AT (£) }
= Trp {AT (1) A(t') pp (0)} |0) (0] prs (1)
~Trg {A" (t) p5 (0) A (t' 110) (1] prs (t
~Trp {A')p5 (0) A t}|1 (0] prs (t
+Trp {pp (0) A (') AT (t)} prs (t) 1) (1

+
+
+

)[1) (0]
)10) 1]
-

—~

S6 para conferir, calculemos também:

Trp {[I1) (0] A (1), [10) (L AT (¢'), 5 (0) prs (1)]]} = Trp {|1) (0] A(2) [[0) (L] AT (t'), p5 (0) prs (1)] }



—Trp {[|0) (1] AT (), i (0) prs (£)] |1) (O] A (£)}
= TrB{|1><0|A()|0><1|AT() 5(0) prs (t)}

)10) (1]
t)[1) (0]
of,

s
~Trp {AT (1) ( ()} 10) (1| prs
+Trg {pp (0) AT (') A(t)} prs (t)

—Trp {[1) (0] A (£) p5 (0) prs (t) [0) (1] AT (') }
—Trp {|0) (1] AT (¢') p (0) prs (t) [1) (O] A (£) }
+Trp {pp (0) prs (t )|0> (L[ AT (#) 1) (0] A (1)}
= Trp {A() AT () ps }|1 (1 prs (t
~Trp {A(t) pp (0) AT (') } 1) (0] prs (¢
0)

)
(
(
(

como esperado.
S6 precisamos calcular um desses tragos, pois do resultado obteremos os demais. Para vermos isso, notemos que

[A(t), AT ()] = Z ihgk,x exp [—i (wg — wae) t] ax z, Z ihgw x exp [i (W — wat) '] al,’)\,
5y K\
= ng,A Z g x X i (whr — war) t' — i (Wk — Wat) 1] {ak,haL’/\/}
Y K/

h22|gk>\\ exp [—i (W, — war) (t—1)] .

Logo,
ARAT(E) = ATE)VA®R) + B lgial” exp =i (W — wae) (= )]
kA
e, portanto,
Trp [ps (0) A() AT (#)] = Tep [pr (0) AT (1) A(8)] + Trp (o5 ( h22|gkx| exp [~ (w — war) (t — t')]

Trp [pp (0) AT () A()] + 52D |gial” exp [—i (wi — war) (t—1)].
k,\

Os demais sao apenas variagoes desses dois tragos com a troca de entre ¢ e t'. Também notemos que

Trp [p5 (0) A(t) AT ()] R*Trp | pp ( ng xexp [~ (wg — Wat) t] Z g x €xp [i (Wi — war) '] ak,AaL/),\/

K, \

= Y gl exp [—i (wp — war) (= )] Trp [PB (0) ak,wb} :

Com isso, vamos definir a fungao
G(r) = Trp[pp(0)A(r) AT (0)]
= R Z |gk,,\|2 exp [—i (wgp — wqt) 7] Trp [pB (0) ak7>\aL>\] .



Seja

T = B |geal*exp[—i (wr — war) 7]
k)
Na aula 14 vimos que
1 Hp )
0) = —exp|——%=],
ps (0) 7 Xp ( kT
onde
HB = Zhwka;r(,/\akyk
k)
e
H
Z = Trp {exp (k'B];)]
Portanto,
Trp [pB (0) ak7,\aL/\} = 1+Trp {pB (0) aLy/\ak)\}
= 1+ <nk,>\> )

onde (nk ) é o valor esperado do operador nimero do modo (k, A) do vacuo eletromagnético,
_ . f
Nk = Qg )\0k,\
no estado térmico pp (0). Em outras palavras, (nk ) é a ocupacdo esperada do modo (k, \) & temperatura 7. Assim,

G(r) = B lgial® exp[—i (wk — war) 7] (macx) + T (7). -

k,\

Agora vem a dificuldade de fazer a integral no tempo. Vamos considerar uma dessas integrais, por exemplo:

L = /O dt’ exp i (w — wqt) (E—1)],

tomando, para simplificar a notagao, wy = w, pois logo tomaremos o limite do continuo e a soma sobre k se torna uma
integral. Agora temos que investigar como lidar com o problema de que ha um ponto na integragdo sobre w em que
w = wgs. Neste ponto, a integral no tempo da ¢, mas sé neste valor da integral sobre w. Quando w # wy, ai temos

/ dt expli(w—wa) (t—1)] = expli(w—wa)t] / dt’ exp [—i (w — war) t']
0 0

il —exp i (W — wae) t]

)
W — Wat

que oscila rapidamente para tempos longos comparados com 1/wg¢, que é da ordem de 10715 =1,



Uma estratégia é usarmos

t

/ dt’ expli(w—wa) (t—t")] = t_1>i+moo dt’ exp [i (w — wat) (t — 1))
0 0

t

= li li dt a t— t/
77*1>I(I)1+ t~}+moo 0 xp Lt [ (w Wat + ”]) ( )]

= lim lim {exp [i (W — wae +1in) ]

n—0t t—+o00

/Odt exp [~ (W — wat +in) t ]}

n—0+t t——4o0

= lim lim {exp [i (W — wat +in) t]

DL (0w i) 1
—i (W — wat + M)

o 1 —exp [i (w — wat +in) 1]
= lim lim - -
n—0+ t—+00 —i (W — wat + 1)
. 7
= lim —mMm—
n—0+ (W — wae + 17)
- 1
= —¢ lim ———
=0+ Wap — W — 17
= —i {—:@ +imd (w — wat)}
W — Wat
= P + 76 (W — wat) -
W — Wat

Assim,

L = /0 dt" exp [i (w — wae) (t — 1))

P

Q

+ 7 (W — wat) -
W — Wat

Usando esse resultado podemos escrever:

t
/ at' J (t—t)
0

Q

h2Z|gk>\| [

= zﬁzﬁz 9l —|—7Th22|gk,\| 0 (W — wat) -

Wg — Wat KA

———— + 7m0 (Wi — wat):l

WE — Wat

Também,

dt’ exp [—i (wk — war) (E — )] (nie2) + / ar' g (t =t

0

t
/ argt—t) =
0




Q

n
= —ilrP Z % + 702> |gieal? (i) 6 (Wi — war)

kA
ZFLQ'@Z |gk)\| WE — w )
Wk — Wat at
Al (i) + 1)
N Z\g | (( ﬁQZngx\ (niea)
KA Wk = Wat
Sejam agora:
Iy = % (M) 0 Wk — Wat)

=, — gzzwkﬂ <nkA>

WE — W
kA k at

Iy = WZ |9k,,\|2 0 (W — wat)

kA
€
- |
5 = <
0 Z k*wat
Entao,
t
/dt’j(t—t’) ~ —ih*Zy + Ty
0
e

t
/ dt'G(t—t) ~ —ih®Sp + KT —ih*Zo + h*Ty.
0

+1)6 (Wi — wat) -



