Digression: information, entropy, and Boltzmann factor (classical view)

Informagao de um evento i é — Inp;, onde p; é a probabilidade de ocorréncia do evento i. A entropia do sistema de eventos
i é o valor esperado de um evento arbitrario, isto é,

S = - Z pi lnp;.
i
Escrevamos um funcional de entropia com os vinculos de que o valor esperado da energia seja
E = ZpiEi
i

e que

Seja o funcional .Z dado por
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onde 8 e A sdo multiplicadores de Lagrange. Agora extremizamos .Z com relagdo aos p;’s :
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e, portanto,
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isto é,
hlpk. = —1- ﬂEk - A
Exponenciando, obtemos:
pr = exp(—1—Nexp(—S8Fk).



Como

segue que
Zexp (=1 —=XNexp(—BE;) = 1,
isto é,
exp (=1 — ) Zexp (-BE;) = 1,
ou seja,
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e, portanto,
pr = exp(—1—A)exp(—fEk)
__exp(=fEy)
> i exp (—BE;)
Seja, entao,
Z = Zexp (—=BE;).
Logo,
1
P = exp (—BEy) .

Para definirmos a temperatura 7', podemos usar a definicao termodinamica, afinal, o conceito de temperatura veio de
l4. Mantendo o volume fixo e ndo deixando o ntiimero de particulas mudar, podemos fazer algo no sistema e variar sua
energia interna, isto é, mudar o valor esperado da energia de F para FE + dE. Fazendo isso de forma reversivel, por ser
a entropia uma variavel de estado, o estado em que hé essa variacao de energia esperada com relacao ao estado anterior
tera, entao, um incremento de entropia dado por

dE
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Porque escolhemos S sem dimenséo, agora precisamos colocar uma constante kg (chamada de constante de Boltzmann)
para levar em conta a diferenca entre a dimensao de temperatura e a de energia. Quando a probabilidade é conservada e
a energia esperada é como acima, segue que
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Como as energias de cada estado i estao fixas, a Gnica varidvel comum para S e para E é 5. Entdo, se mudarmos F,
termos que mudar 5. Com isso, podemos escrever

dE = —d
a5 B.
E, analogamente,
oS
s = %dﬁ.
Logo,
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Notando que
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calculamos
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Mas, da Eq. (1), vemos que este resultado deve ser igual a (1/kgT) OE /983, implicando, portanto, a igualdade
1
b = kT’



Assim,

O operador densidade do ambiente do campo eletromagnético que é o nosso reservatorio térmico com temperatura T,
¢é dado por

pp(0) = Zpi |E3) (Ei] -

Entao, usando a distribuigao canonica para {p;} e denotando a hamiltoniana do banho como Hp, obtemos

L;
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onde, no caso que estamos considerando,



