Hamiltoniana de Jaynes & Cummings e a aproximacao de onda girante

O proéximo topido é sobre emissao espontanena. No entanto, antes dessa discussao, é iportante notarmos alguns aspectos
que simplificam nossa hamiltoniana de interacdo. Nossa interagao, Eq. (??), também pode ser reescrita com uma notagao
diferente, mas que explicita o vetor de onda, assim:

Hipt (t) = —hQpo,cos (wit) —hoy Y (igk,Aak,/\ - igiiAaL,,\)
oA

)

= —hQpoycos(wrt) —h (igk,xawak,x - igﬁv\agga;)\) .
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Vamos agora olhar a conservacao de energia no caso dos termos envolvendo os operadores de aniquilacao e criacao de
fétons. Suponha que o estado do atomo seja o excitado. Entao, temos:

osaf, (I1) ®vac)) = 0, |1) ® a , |vac)
[0) @ [1x ) -

Este esta conservando a energia. Mas se o atomo estiver no seu estado fundamental, teremos:

azaf 5 (10) ® [vac)) = 04|0) @ af, |vac)
= [1) @ [lia) -
Agora, consideremos o seguinte:
ozak (|1) ® [vac)) = o,]1) @ ak, |vac)
= 0.
E, analogamente,
ozax (|0) @ vac)) = 04 |0) ® a. |vac)
= 0.

No entanto, quando ja temos um féton com momentum £k e polarizacdo A, temos:

oraxx (I1) @1k x) = 02]1) @ axx|lkn)
|0) @ |vac)
e
ozax ) (10) @ [k n) = 02]0) ® axx [1xk,x)
= |1)® |vac).

Este estado tem mais energia do que o inicial. Logo, nao podemos manter um termo destes e esperar que contribua para
o resultado medido no laboratério. Na teoria exata, esse termo nao vai contribuir. Entao, para ja adiantar, nés vamos
trocar este termo da seguinte forma:

JmaL,\ - |O><1‘GL,A7



que conserva energia. Analogamente, também trocamos o outro termo da interacao, de forma correspondente, assim:
ozakx = 1) (0] axx,

que também vai sempre conservar energia no final.

Vamos considerar s6 as contribui¢oes para H,: (t) que envolvem com os operadores de fotons. Vamos chamar estes
termos da hamiltoniana de interacdo, que nao dependem do tempo, de H,. Temos, portanto, usando nossas aproximagoes
acima, a chamada interacao de Jaynes & Cummings:

Hy = =0y (igea 1) (0 ax — g 0) (1] af ) (1)
k,\

que agora vamos passar para a representacdo de interagdo. Tudo o que temos a fazer é usar a Eq. (2) da aula passada,

H;(t) = exp (;Hﬁ) H;py (t) exp <;H0t) , (2)
com
Hy = Hat+ Hyad,
mas usando
Hi (t) — Hy

para o caso presente. Assim, é facil vermos que

exp (;H@) |1) (0] exp (—;H0t> = exp <;Hatt) |1) (0] exp <—;Hatt>

exp (iwqt) |1) (0]

7 7 . 1 . 1
exp ﬁHot ak, ) €Xp —ﬁHot = exp (zwkﬂak#\ah)\t) ak, ) €Xp (—zkaakAak,At)

= exp (7iwk,At) ak)\.

Portanto, a parte quantica da interacao, na representacao de interagao, fica

H}I (t) = —hz {igk)\ |1> <0‘ ax,\ €xXp [—i (wk7,\ — wat) t]
Y
~igie 10} (1] o xp [i (wien — war) 1]} 3)

Para lidarmos com o termo envolvendo o campo classico dependente do tempo, podemos proceder de uma forma
um pouco diferente. Vamos chamar este termo de Hj,ser () € pensar em um atomo que ndo esteja sujeito ao campo
eletromagnético quantico. Assim, temos uma situagdo bem simples de evolu¢io de Schrédinger, isto é,

() = [Bol0) (0] + Bx [1) (1] + Hely (0] 16 (1), ()



com
Hi, (t) = —hQpoycos (wit),

que é um problema de dois niveis (ou estados, na verdade), similar ao que aparece nos livros de graduagio. Vamos colocar
a energia Fy = 0 e batizar 1 = hwy;. Na representagdo de interagao, podemos usar a transformagao

W1 () = exp (iwart 1) (1)) [¢ (2)) -

Mas,
. = zwa
exp (iwgt 1) (1]) = Z |1 apn
n=0
= zwa
- & ) = ap”
n=1
Zwatt
= T+ 1) 1|Z
o0 - n
(fwgit)
= Tu — 1) 1] [Tar —
at | >< | at nz:;) nl
= Ta — 1) (1] + |1) (1] exp (iwqst) ,
ou seja,
exp (iwat [1) (1)) = |0) (0] + [1) (1] exp (iwart) - (5)
Entao,

[r(8)) = 10){0[¢ (2)) + [1) (1[4 (2)) exp (iwart) .

Podemos usar agora a Eq. (5) na Eq. (2) e obtemos

exp <hH0t) HE, (t) exp (—;HM)
= —hQy cos (wrt

x [10) (O] + 1) (1

x [|0) (0] +[1) (1
= —hQy cos(wrt
x [10) (1] + 1)
x [10) (O] + 1)

Hi' (t)

(iwatt)] o

exp
€xp (_iwatt)}

0] exp (iwqzt)]

/\/\\-//\/\\_/

1] exp (—twaet)],
isto é,

HS () = —hQy cos (wpt)exp (—iwast) |0) (1]
—hYp, cos (wrt) exp (iwqet) |1) (0]



Na representacdo de interagdo, portanto, a Eq. (4) fica

HE (1) [9r (1))
= —hQy cos (wrt) exp (—iwqet) |0) (1|2 (1))
—hQp cos (wrt) exp (iwqet) |1) (O|r () .

in s (1)

Logo, esta equacao pode ser reescrita mas como um sistema de duas equagoes acopladas. Para isso, basta tomarmos as
componentes de [¢7 (¢)) ao longo dos estados atoémicos, isto é,

d ) .
- (O]pr (1)) = i cos (wrt) exp (—iwast) (1|27 (2))
Q .
= ZTL exp [i (wr — wat) t] (131 (1))
Qr .
+27 exp [—1 (wr + war) t] (1[1 (1))
— 1]y (1)) = i cos (wrt) exp (iwqet) 0|y ()
Ry .
= 27L exp [i (wr + wat) t] (O[2r (1))
Q .
+27L exp [—i (wr — war) t] (O[)r (1)) .
Vamos supor que o estado inicial seja o &tomo no estado excitado e o campo no vacuo. O estado do campo néo vai ser

mudado aqui porque a hamiltoniana nao tem operadores do campo. Assim, em primeira aproximagao, podemos dizer que,
para tempos bem proximos de ¢t = 0, estas duas equacgoes ficam

D0 () = i expli or — war) ] vac)
—H’% exp [—i (wr, + wat) t] [vac)
e
Do @) = i expli(wr +war) ] x 0

Q
+i7L exp [—i (wr, — wae) t] x 0
= 0.

Integrando a primeira destas duas equagoes, obtemos

Q

Ohrn = m exp [i (wr, — war) t] [vac)
QL .
S o) exp [—i (wr, + wat) t] |[vac) .



Se o laser é sintonizado com uma frequéncia da ordem da frequéncia atoémica, para promover transi¢oes do atomo, pelo
menos dentro de uma largura natural de linha de cerca de 10 MHz para o sédio, por exemplo, e cerca de 6 MHz para o
rubidio, por exemplo, entao vemos que o primeiro termo é muito maior do que o segundo, em magnitude, ja que

lwr + wat| > |wr — wael -

Visualmente, poderiamos pensar no nimero complexo exp [i (w, — wgt) t] girando no plano complexo com uma frequéncia
muito mais baixa do que o nimero complexo exp [i (wr, + wqe) ], conforme o tempo passa. Ai, se fizermos uma média desse
movimento de rotacdo em vizinhancas do tempo dentro de uma janela de tamanho &t, veremos que o vetor posicao do
niimero complexo mais veloz ter4d média muito menor em magnitude do que a média do vetor posicao do niimero complexo
mais lento. Esta é a razdo do termo “onda girante” para a aproximagao que faremos aqui.

Entao, se continuarmos o processo iterativo acima com ordens superiores da frequéncia de Rabi €1y, teremos, em
cada nova itera¢do, um novo termo com um novo fator Qr/(wy — wee) € também um novo termo com um novo fator
Qr/ (wr +wat) - A maior contribuigido sera dos termos que envolvem apenas o maior destes fatores, sendo entdao uma
excelente aproximagao simplesmente desprezar, de inicio, os termos proporcionais a exp [+i (wr, + wee) t] . Ou melhor, ja
podemos eliminar estes termos na propria hamiltoniana Hfl (t), ou seja,

Hi' (1) = ~h*kexpli (wr — wa)11]0) {1

—h% exp [—i (wr, — wae) t] 1) (0] . (6)

Em resumo, utilizando a aproximacao que obtivemos para a parte quantica da interacdo, na representacao de interagao,
Eq. (8), e a aproximacao que acabamos de obter, Eq. (6), obtemos a nova hamiltoniana de interagdo, na representagao
de interagao, isto é,

Hi(t) = —h% {exp [i (wr — war) 1] 0) (1] + exp [—i (wr — war) ] 1) (O]}
—hz {igk,)\ |1> <0| ax,\ €xXp [—i (wk7>\ — wat) t]
kA

—igi 2 10) (1]l , exp [i (wior — war) t}} .

Emissao espontanea

Vamos colocar a = 0 agora, isto é, vamos desligar o laser, mas vamos colocar o d&tomo no estado inicial excitado, |1}, em
t = 0, e vamos calcular a probabilidade de ainda encontra-lo no estado excitado no instante ¢ > 0. Usando nossa notagao
desenvolvida acima, estamos procurando pela popula¢do &; (t) . Para isso precisamos da amplitude (fétons|®q (t)) e, antes,
do estado ndo normalizado |®; (¢)). A forma mais pratica de encontrar o que estamos procurando é usar o propagador
U; (t) aplicado ao estado inicial global,

W7 (0)) = |1)®|vac). (7)

Af basta que fagamos o produto escalar por (1| e teremos |®; (¢)) . Como estou agora usando o material que eu ja havia
escrito em outra ocasiao, vamos modificar um pouco a notacao e escrever a hamiltoniana de interagao assim:

, (E1— E .
Hi(t) = - Zzhgk,)\ exp [z(lho)t} [1) (0] ® exp (—iwgt) ax,x
kA
FEi—FE ;
+ Z thgk » exp [—i(lho)t] |0) (1] ® exp (iwyt) aLA,

k,\



ja usando o fato que

*
9k x = Gk

)

que pode ser visto na aula 9, e onde, para simplificar a notacao, agora usamos

E, — FE
wy = 7( ! 3 O)
Wat-
Assim,
H[ (t) I Zihgk)‘ exp [Z (wo - wk) t] ‘1> <0| & (€5739Y
k,A
+ Z ihgi,» exp [—i (wo — wg) t]10) (1] ® GLA'
k,\
Compactando ainda mais a notacdo, definamos também:
Alt) = - Z ihgi x exp [i (wo — wg) t] ax
k,\
e
ATt = Z thgi x exp [—i (wo — wg) t] aL/\.
k,\
Portanto, agora escrevemos:
Hi(t) = [1)(0|@At)+[0) (1] AT (). (8)

O significado desta hamiltoniana é que, primeiramente, o 4&tomo estd na origem, digamos. Entao, A (¢) destroi um foton
em cima do atomo, caso o atomo esteja no estado fundamental e o operador |1) (0] tira o atomo do estado fundamental
e, com a energia do féton que A (t) destruiu, coloca o dtomo no estado excitado. Isso tudo acontece no tempo ¢ e, como
dissemos, o atomo comeca no estado fundamental. Se o vacuo estiver vazio, entdo nada acontece, pois o operador A (t)
simplesmente aniquila o vicuo (vazio). Ja quando o atomo estd no estado excitado, o operador |0) (1| coloca o atomo
no estado fundamental e ai, com a energia que é liberada desse decaimento, o operador AT (¢) cria um féton em cima do
atomo e o vacuo fica com um féton a mais do que antes, tudo isso ocorrendo no instante ¢. O fato de que temos somas
sobre k e A, ou seja, sobre os modos possiveis de fétons, significa que os operadores A (t) e Af () estdo ou destruindo
ou criando um féton na origem e, portanto, criando um féton localizado no espago, deixa completamente indeterminado
seu momentum linear (dado, como vimos, por #k) e seu momentum angular (que esté associado com a polarizagio, cuja
contra-parte no formalismo é o indice ).

Agora tudo o que temos a fazer é considerar a Eq. (9) novamente,

Ur(t) = ;}(i;)n/o dtl/oldtg--~/0nil dtn Hy (t1) Hy (ts) ... Hy () | 9)

mas agora usando a Eq. (8) para Hj (t). Na verdade, fica tudo mais facil se aplicarmos Uy (t) ao estado inicial em que o
atomo esté excitado e o vacuo esta vazio (com o perddo da disting¢do implicita entre o que eu eu chamo de vacuo e o que



eu chamo de vazio; vacuo aqui quer dizer o estado do resto do universo exceto o a&tomo, que pode ja ter fo6tons e, portanto,
ndo estar vazio). Assim, vamos aplicar, por exemplo, H (t,) ao estado inicial do sistema todo descrito pela Eq. (7):

Hy(tn) |9(0)) = Hi(tn)|1) @ |vac)
= [I1) (0l @ A(ta) +10) (1] ® AT (£,)] 1) ® [vac)
10 ® AT (t,,) [vac) .

Agora nés podemos aplicar a este estado o proximo fator da direita para a esquerda na expressdo do integrando da Eq.
(9), isto é, Hy (t,—1), j& que vamos, depois, fazer todas as integragoes temporais:
Hp (th—1) Hr (82) [¥(0)) = Hy (ta—1)[0) ® AT (¢,) vac)
[11) (0] ® A (tn—1) +10) (1] ® AT (t,-1)] [0) ® AT () |vac)
= 1)@ A(tn_1) AT (t,) |vac) .

Ja da para adivinhar que, apos todos os n fatores de H (tx) aplicados no estado inicial, teremos o seguinte:

Hy(t1) Hy (t2) ... Hy (tn—1) Hy (t) ¥ (0))

_ {|1> @ A(t) AT (ta) ... A(tn_1) AT (t,) |vac), se n é par, e

|0) @ AT (t1) A (t2) AT (t3) ... A(t,_1) AT (t,) [vac), sen é impar. (10

Vejamos que quando substituirmos a Eq. (10) na Eq. (9) aplicada ao estado inicial da Eq. (7) teremos duas integrais:

o0 1 t t1
Z(m)"/o dt1/0 dty ...

n=0

/Ot dt Hy (tr) Hy (t2) ... Hy (t,) ¥ (0))

[e%} 1 t t1
1) ® ﬁ/dtl/ dtz ...
T;)(ihf 0 0

t2n71
. / dtgn A (tl) AT (tg) LA (tgnfl) AT (tgn) |VaC>
0

0 1 t t1
L)@ 771/ dtl/ dts ...
;)(mf 1 Jo 0

tan
. / dtonn AT (11) A (t2) AT (t5) .. A (ta) At (tans1) [vac) .
0

Ur (£)[¥(0))



