O operador de dipolo elétrico para nosso 4&tomo de dois estados

Para nosso atomo, temos a relacdo de completeza dada por

Y IRy (k| =10y {0 + 1) (1]
k=0

= ]Iat .

O operador de dipolo elétrico é dado por

Entao,

d = I,dl,
(10) O] + [1) (1) d (|0) (O] + [1) (1)
10) (0] |0) (O] +10) (O] d |1) (1]
+[1) (11 d[0) (O] + [1) (1] d |1) (1]

O ponto a ser notado aqui é que os estados atémicos sao, por exemplo, para o sédio e o potassio, orbitais do tipo s para
|0) e p para |1) . Entdo, por esses estados terem cada um sua paridade definida, sendo o orbital s par e o orbital p impar,
segue que

(0/djo) = 0

(1fd1) = o,
ja que d = gr e r é um operador vetorial e, portanto, impar. Seja, entao,
diy, = (1/d|0)

e, escolhendo adequadamente as fases globais dos estados |0) e |1), que nao vao alterar quaisquer observaveis, podemos
escolher djy como sendo um vetor real. Assim,

d = dio(|0) (1] +[1)(0]).
Podemos representar o operador |0) (1] + |1) (0] por um operador de Pauli e, assim, vamos usar

d = d100:6~

A nova hamiltoniana de interagao

Agora podemos escrevera hamiltoniana de interagao, na representacao de Power & Zienau & Woolley, como

Hint (t) = —d- [E (0) + ECl (t)]
= —0y[dio-E(0) +dio-Eqy(1)].



Assim,

dyo - E(0)
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onde

2mwg
s = A\ €rs-d
gx, % €)X, 10

sao as constantes de acoplamento entre o 4&tomo e os modos do vacuo eletromagnético. Também temos

[ 2mhw
dig-Eq(t) = i WV L ér, - dyp [aexp (—iwpt) — a” exp (iwpt)]

Q Q3
= h [L exp (—iwrt) + 2L exp (ith)} )

2

. 27wy,
QL = TVvLGL'dloa

é chamada frequéncia de Rabi. Para simplificar a notagdo e sem perda de generalidade, podemos escolher iav € R e ai
Q € R e definir

onde

2mhw
E = 2 WV La,
de forma que o campo elétrico classico fica bem mais simples:
& . & .
E u(t) = é& {2 exp (—iwpt) + 3 exp (zth)}

= é&r&cos(wrt).

Com essas defini¢oes, a hamitoniana de interagdo pode ser escrita como

H;: (t) = —hQpo,cos(wrt) — o, Zig,\s (a,\s - af\s) ) (1)
A,

Revisao da representacao de interacao
Nossa equagao de Schrodinger agora fica:

L d

thoy V(X)) = Hol¥ (1) + Hine (6) [ (1)), (2)
onde fizemos

HO = Hat"'Hrad-



Vamos considerar uma mudanca de variavel:
i
#r0) = e (Hot) ¥ (0).
Se derivarmos com relagao ao tempo, podemos usar a derivada do produto:
d d i
~ | = — —H v
G100 = 5 [ew (Gr0t) 1w 0)]
d i
= | e ﬁHot [P (t))
i d
Mas,
d i i i
% exp (hH0t> = ﬁHO exp (hH0t> ,

como qualquer exponencial. Com isso, temos:

% U (t)) = %Hoexp (;H@) [P (¢))
oo (L) [ L1910
isto 6,
L) = Ly W (1)
+exp (;Hot) [jt I (t)>} .
Usando também a Eq. (2), vem:
SO = oW (1)
wexp (3 Hat) 4 (o 19 () + Hi ()19 (0)],
isto 6,
G0 = LH I 0) + e ( §Hot) oo ()



Agora, como a exponencial envolvendo Hy é uma soma de poténcias de Hy, segue que essa exponencial comuta com Hy
e, portanto,

D e ) = ;Ho|w1<t>>+;Hoexp(;Hot) (1)

exp (;HOt) Hint (1) (1)),

ou seja,
Dy, @) = LHy () + L H vy (1)
dt I — h 0 I Zh 0 I
1 7
+E exp <hH0t> Hin (8) [0 (1)) .
Mas,
L Hy Uy (8) + S H [0y (1)) = — - Ho [Ur () + — Ho |Ty (1))
h 0 I ’LFL 0 I — Zh 0 I Zh 0 I
implicando que
Digr @) = Lexp (LHot) Ho (6)9 (1))
di I = iheXp 7 0 int s
isto é,
. d 1
zh£|\111(t)> = exp (hHOt) Hine () |0 (1)) . (3)

Veja que o inverso do operador exponencial de alguma coisa é o operador exponencial do negativo dessa coisa, isto é,

exp <_;H0t> exp (;H0t> = lut ®Lrad,

ja que Hy opera no espaco de Hilbert que é o produto tensorial do espaco de Hilbert do &tomo pelo espaco de Hilbert dos
fotons. Sendo assim, dada nossa defini¢ao do estado |¥; (¢)) , podemos escrever agora que

exp (;Hﬁ) exp (;Hot) [P (¢))
= lut ®lLraa |\IJ (t)>
= (),

exp (;H0t> [Ty ()

ou seja,



Usando este resultado na Eq. (3), vem:

m% U; (1)) = exp (;Hot) Hint (£) exp <2H0t> Ty (1))

Vamos definir a nova hamiltoniana, na representacao de interago, assim:

Hi(t) = exp (;Hot) Hint () exp <;H0t) , (4)

de forma que temos agora uma nova equagao de Schédinger para resolver:

. d
'Lh%‘wl (t)) = Hr(t)|¥;(t)).

Esta nova equacdo tem a vantagem de que sua hamiltoniana é proporcional & hamiltoniana de intera¢do, H;y. (t), que, por
sua vez, é proporcional as constantes de acoplamente que, por sua vez, sao relativamente pequenas. Com isso podemos
usar a chamada teoria de perturbagao e resolver o problema com série perturbativa com termos cada vez menores por
serem poténcias superiores das constantes de acoplamento.

Revisao de teoria de perturbacao dependente do tempo

Nos ndo podemos pegar nossa equagdo de Schrodinger agora e exponenciar a hamiltoniana Hy (t), pois este operador, por
ser dependente do tempo, nao comuta com ele mesmo em tempos diferentes. Esse é uma dificuldade técnica bastante chata.
Para emissao espontanea, no entanto, podemos contornar essa complicacao. Para isso, vamos integrar nossa equagao de
Schrédinger acima formalmente:

ty d 1 ty
dt; — [¥r (¢t = — dt1 Hr (t1) Wy (1)) .
[ gy = G [ )
O primeiro membro é facil:
ty d &
dty -~ W1 (t)) = [P (@)
ta 131 “

= (Vs (tp)) — W5 (ta)) -
Logo, agora nossa equagao integrada fica:

) = ()4 [ o)1 0), 9

Em particular, quando escolhemos t, = 0 e t;, = t;, obtemos:

i) = 1O+ [t H (6 9 12).

onde trocamos o nome da variavel de integragdo para evitar confusdo. Podemos colocar esta equacdo no lugar de |U; (¢1))
que aparece na integral da Eq. (5) e ai obtemos:

Wr(te)) = [¥r(ta))

+% /tabdtl Hy (t1) {|\I/[ (O)>+%/Oldt2 Hiy (t2) | Uy (t2)) |,



isto é,

i) = 1)+ [ 01 0)

1 ty t1
+(zh)2/ dtl/o dty Hy (t1)H] (t2)|\I/[ (t2)>.

ta

Escolhemos t, = 0 e t;, = t nesta equagao, obtemos:

e 0) = e+ [ 0w 0)

4 /odh/o dby Hy (t1) Hy (t2) [V (t2)) .

(ih)?

O que voce acha que acontece agora quando continuarmos iterando esta equagdo, isto &, vamos pegar a Eq. (3) e fazer
to =0 e t, = tog, etc.? Ora, obviamente vamos ter uma série infinita de termos assim:

wi0) = o)+ [ ) e )

1
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1 t t1 to
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isto é,

1 t
0 0) = [l oLt 5 [ (0)
ih Jo

1
(ih)*

1 t t1 to
+,—3/ dtl/ dtg/ dts Hy () Hy () Hy ()
(ih)” Jo 0 0
1 t t1
it —— dt dts ...
" *wwﬂlﬂ :

/07 dty, Hy (t2) Hi (ta) .. Hy () + | 107 (0). (6)

t ty
N / dty / dty Hy (t1) Hy (t2)
0 0

Por serem as constantes de acoplamento pequenas, esta série infinita converge. Agora, qual é o valor dela?



Para responder esta questao, vamos definir o operador formal seguinte:

U (t) = ;)(z;)"/o dtl/o1dt2.../0n71dth1(t1)
xHy (t3) ... Hy (tn) (7)

onde, para tornar a notacdo compacta, entendemos que o termo para n = 0 &, por defini¢ao, I, ® [.4. Queremos calcular
U; (t), também chamado de propagador. E muito importante notar aqui que, na soma que temos na Eq. (7), quando
n = 0, por defini¢do, o resultado deste particular termo da soma é, segundo a Eq. (6), I,; ® L,44.

Sistemas quanticos abertos e o operador densidade

A questao agora é saber sobre a evolugdo do atomo sendo atuado pelo laser, ignorando os graus de liberdade do vacuo
eletromagnético. Em outras palavras, qual seria a descricao do estado atomico, que é nosso sistema de interesse. Como
nao tem jeito de isolar o &dtomo do vacuo eletromagnético, isto é, hd sempre a perturbacdo da flutuagao do campo
eletromagnético de ponto zero do vicuo que tem todos seus modos acoplados com o estado excitado atémico e, portanto,
o atomo pode sofrer emissdo espontinea. Se s6 queremos considerar como nosso sistema o 4tomo, mesmo com o inevitavel
acoplamento com o vicuo, temos o 4tomo como um sistema quintico aberto.

Em geral, o estado do sistema todo, incluindo o 4tomo e os fétons, é dado por

W7 () = 10)®[Po (1)) + 1) ®|P1(2)),
(Ro (1) [P0 () + (1 () @1 (1)) = 1,

ja que temos o produto tensorial entre os espacos de Hilbert do 4tomo e o dos fétons. Sempre podemos escrever o estado
assim, pois {|0),|1)} é a base completa para nosso modelo atémico. Em esséncia, queremos, por exemplo, saber qual a
probabilidade de medirmos o &tomo no estado |0), mas irrespectivamente do estado dos fétons, que ndo nos interessa.
Entéo, o estado acima vai fornecer, para cada estado dos fotons, |f6tons) , a probabilidade

c@O,ﬂ'nons (t)

|((0] @ {£6tons]) [T (¢))[*
| (f6tons| g (¢))]

Como nao nos interessa o estado dos fétons, somamos todas probabilidades de obtermos o estado fundamental do &tomo
e entao

P (1)

Z yo,fc’»tons (t)

fétons

> (0] ® (6toms|) [ W7 (¢))*

fétons

> |(f6tons|@g (£))[*.

fétons

De forma analoga,

321 (t) = Z yl,fétons (t)

fétons



_ Z |({1] ® (f6tons|) ¥ (t)>|2

fétons

— Z |(f6tons|®; (£))]* .

fétons

O projetor associado ao estado |Uy (¢)) é dado por

(W7 (@) (Tr ()] = [0)(0[@ [P (2)) (Do ()] + |0) (1] @ [®o () (1 (¢)]
+11) (0] @ [®1 (1)) (Do (B)] + [1) (1] @ [@1 (£)) (1 (¢)] -

Se fizermos o valor esperado deste projetor no estado de fétons, teremos

(f6tons| Wy (£)) (U (t) [fotons) = [0) (O] |(fStons|®q ()|
+ |0y (1] {(fétons|Pq (t)) (Py (¢) |fétons)
+[1) (0] (f6tons| @y (£)) (g () |fStons)
+ (1) (1] [{f6tons| @y (£))]*.

Somando sobre os estados de fotons da

3 (f6tons|; (1)) (U (1) [fotons) = [0) (0] 3 |{fétons| @, (1))

fétons fétons

+10) (1] Z (fétons|Pg (t)) (Pq (t) [fétons)

fétons

+ 1) (0] Z (fétons|®y (1)) (Do (t) [fétons)

fétons

+I1) (1 D [(EStons| @y (1)),

fétons
isto é,

Z (f6tons| ¥y (1)) (g (¢) |[fétons) = |0) (0] Py (1)
fétons
+10) (1] Go,1 ()
+1) (0] €10 (t)
+) A2 (1),

onde definimos

Cgo 1 (t) = Z <fétons\<1>o (t)> <(I>1 (t) |fétons>

)

fétons

= Cgl*,o (t) :

Como {|fétons)} forma uma base dos estados dos fétons, o que temos acima é o chamado trago parcial do projetor
[T (t)) (Ug (t)| sobre os modos do campo eletromagnético. Este projetor total, |¥; (¢)) (U (¢)], é o chamado operador
densidade,

pr(t) = [¥r (b)) (¥r ()],



na representacao de interagao. O trago parcial deste operador d4 ainda um outro operador densidade, chamado de operador
densidade reduzido do atomo, neste caso, ou seja,

Trfétons [,0[ (t)]
= Z (fétons| py (t) |[fétons)

fétons

Z (f6tons| ¥y (1)) (g (¢) |[fétons) .

fétons

Pat (t)

Quando representamos o operador densidade reduzido do &tomo como uma matriz, obtemos o que é chamado de matriz
densidade, isto é,

Po(t) G ()
pur () = (%‘,01 O P )

As probabilidades ficam na diagonal principal, de forma que o traco total desta matriz é a unidade. Ja os elementos
fora da diagonal principal sdo chamados de coeréncias. As probabilidades também sao chamadas de populagoes de cada
um dos estados atoémicos, neste contexto da matriz densidade. Uma propriedade importante é que esta matriz densidade
reduzida, como é o caso em sistemas abertos, nao é um projetor como a matriz densidade total, nao reduzida. Foi von
Neumann quem inventou a matriz densidade.



