Interacao da radiacao com a matéria

A hamiltoniana atémica e sua interacao com o campo de radiacao

A matéria que vamos tratar é, na verdade, a de um atomo hidrogendide. Para simplificar inicialmente, vamos considerar
um atomo de hidrogénio propriamente dito, mas vamos tomé-lo fixo na origem, isto é, com o préton imével e escolheremos
a origem sobre este préton. Entao teremos um campo eletrostatico que o elétron vé e este, sim, vai interagir com o campo
de radiacdo. E isto que faremos como primeira aproximacio aqui, ja que o elétron, tendo muito menor inércia por ser cerca
de 1840 vezes mais leve que o proton, responde ao campo de radiacdo muito mais rapidamente do que o préton. Quando
tratarmos a funcao de Wigner podemos considerar o movimento do 4tomo como um todo por troca de momentum com o
campo de radiagdo por absor¢ao e emissao de fétons.

Entdo, para o 4&tomo de hidrogénio, teremos o potencial ¢,, que vai dar uma energia de intera¢ao adicional ao elétron
e, assim, a matéria, que é o a&tomo, terd uma hamiltoniana livre dada por
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Hye = o + qop. (1)
Lembremos sempre que
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e
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no sistema CGS de unidades, onde ¢ = —e é a carga do elétron e e > 0 é a carga do proton.

A hamiltoniana da radiacao interagindo com a matéria

Nossa hamiltoniana basica para inspirar todos os modelos deste curso é, portanto, a soma de trés outras hamiltonianas:
a do atomo, Eq. , a do campo de radiacao,

1
Hrad = st (a;’sa/\,s + 2) )
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e a de interagao entre o campo de radiagao e o atomo (através do acoplamento do elétron com o campo eletromagnético),
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Portanto, escrevemos
H = "2+q¢p+zms<a§ ak.s+1)—qp'A+ e (2)
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onde estamos adotando a representacao discreta do campo de radiacao e, assim, utilizaremos nesta hamiltoniana o campo
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Aproximacao de dipolo elétrico

Quando calculamos a interagao entre o elétron ligado ao potencial do préton fixo na origem e o campo de radiagao,
efetivamente calculamos os campos no ponto r representando o operador posicdo do elétron. Ai, todas as quantidades
observaveis serao obtidas através de valores esperados de operadores do sistema envolvendo o d4tomo e os campos em
estados do sistema composto do campo eletromagnético e do &tomo. Vamos supor, para podermos tornar nossa discussao
mais concreta, que a luz que interage com o &tomo estd no espectro visivel ou perto dele. Também, para os estados
mais préximos do fundamental do atomo, vamos entender que os orbitais, ou seja, as fungoes de onda atémicas, terao
valores nao despreziveis apenas para distancias da ordem de um rario de Bohr medidas a partir da origem, isto é, do
préton, considerado pontual e fixo na origem (ou a origem escolhida no préton). Com isso, efetivamente, os modos de luz
presente na regiao do 4tomo serao tais que seu comprimento de onda serd préoximo da regiao que nossos olhos evoluiram
para detectar, isto é, entre 380 e 700 nm. A série de Balmer do hidrogénio tem algumas linhas nessa regiao, mas atomos
hidrogenoides como o sédio e rubidio tém também linhas visiveis. Se tomarmos, por exemplo, 500 nm como ordem de
grandeza, estaremos usando

As &~ 500x 1077 cm.

Mas isto corresponde a uma frequéncia, no vacuo, dada por

- C
Vg = )\75
3 x 10%m/s
5x 1075 cm
= 6x10" Hz

10*° Hz,

Q

que é a ordem de grandeza tipicamente mencionada quando nos referimos as frequéncias na faixa do espectro eletromag-
nético na regiao visivel. J& o exponente nas expressoes dos campos depende tem magnitude ksag, j& que vamos utilizar
como ordem de grandeza de distancias nao despreziveis em orbitais atémicos um raio de Bohr, ag. Como

segue que estaremos usando
2T

5% 107% cm
1.26 x 10°cm ™!,

&
X

Q

Como ag ~ 0.53 x 1078 cm, segue que

ksag ~ 1.26 x10° x 0.53 x 1078
~ 0.7x1073
~ 103« 1.
Afinal,
exp (tksag) =~ 1+ iksag
1+ 0.001.



Vamos, portanto, usar, em nossas féormulas para campos, sempre A (0), ao invés de A (r) . Logo, na aproximacao chamada
de aproximacao de dipolo elétrico, teremos
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A(0) = ZZ Ve éxns (GA,S + a)\’s) ) (3)
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Agora, é claro: por que esta aproximacado é chamada de aproximacao de dipolo elétrico? Para responder, precisamos
mudar de representacao.

A representacao de Power & Zienau & Woolley

A mecanica quantica, como viu Wigner, é invariante por mudanca de ponto de vista. Uma troca de ponto de vista, na
mecinica quintica é vista como uma transformagdo unitaria ou anti-unitaria. Recentemente, ha outras formas ainda mais
gerais, mas neste estagio em que estamos vamos s6 considerar o que é tradicdo. Aqui ndo vamos demonstrar esse teorema,
de Wigner, que é dificil. Mas é certeza que qualquer curso tradicional de mecéinica quantica em nivel de pés-graduagao
vai cobrir essa demonstracao. Temos liberdade de usar, por exemplo, a representacao de Schréodinger, que é a que temos
usado até agora, ou a de Heisenberg, ou ainda a de interagdo. Tudo o que temos a fazer é considerar o estado quantico
transformado por um operador unitario e ai, a partir disso, transformamos todas as equagoes. Especificamente, aqui,
vamos considerar o estado do sistema composto, |® (t)), digamos, na representacdo de Schrodinger, sendo transformado
por

W) = Upzw(r)[2(@1), (4)
onde Upzw (r) é a transformacao unitaria de Power & Zienau & Woolley, definida por
Upzw (r) = exp [—i%r -A(0)]. (5)

O que precisamos agora é escrever a equagao de Schrodinger para o estado | (¢)) . Se antes de fazer a transformacao
temos

. d
th= 12(1) = HI2(1), (6)
o que fazemos é escrever agora a derivada temporal do ket |¥ (t)), isto é,
WO = i Upzw ()] (1)
dt A

= UPZW(r)ih%M)(t»
= Upzw (r)H|P(t)),

onde usamos as Egs. e @ e o fato de que Upzw (r) ndo depende do tempo, como mostra a Eq. . Mas, sendo
Upzw (r) uma transformacao unitria, podemos inverter a Eq. e obter

. d
iho W (t) = Hpzw ¥ (?)),
onde a hamiltoniana na nova representacao é definida como

Hpzw = Upzw (r)HUITJZW (r). (7)



Para podermos obter esta nova hamiltoniana, vamos ver como cada operador que aparece em H se transforma. Come-
cemos pelos operadores de aniquilagao:
T
Upzw (r) ax sUp gy (r)

= exp [—i%r -A (0)} ay,s €Xp [z%r -A (0)} .

E evidente que, de todos os termos que figuram nos argumentos das exponenciais acima apenas os do modo (), s) é que
vao modificar ay s, os demais comutando e, portanto, sendo cancelados. Logo,

ax,s

ax,s = exp [—iu,\,S °r (a)\’s + a;,s)} ax,s exXp [iu)\,s T (aA,S + a;s)} ,

onde, para simplificar a notacdo, definimos o vetor
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X exp (iuA,s . rair\ s) exp (iuy s - rays)
agora precisamos calcular
w(B) = exp (—iﬁa;s) ay,s €Xp (iﬂaiws) )

Mas é facil, pois

%w(ﬁ) = jexp (—iﬁalys) [a)\,s,ai’s} exp (iﬁa;’s)
= i
Mas, entao,
w(B) = w(0)+if
= axs+if.
Logo,
exp (—zﬂaivs) ay,s €xp (iﬁal’s> = ays+ip.
Fazendo agora
B = us-r,
podemos entao ver que
Qxr,s = Gxs+iUys T
e, obviamente,
EL;’S = ai’s — Uy, T.

Com isso, vemos que o operador Upzw (r) apenas translada os operadores de aniquila¢do e criagao.
O préximo operador critico que temos que calcular é o p transformado, isto é,

P Upzw (1) pU;,ZW (r)
q

= exp [—i%r -A (0)} p exp [zﬁr -A (0)} .
E evidente que o que queremos saber &, por exemplo,

P = exp(—ifx)p,exp (ifx),

onde estamos temporariamente usando

_ g



E mais facil ver a a¢do desse operador em uma fun¢do de onda, digamos, v (). Assim,
P () = exp (i) T2 foxp (ita) p ()
— exp(-ig) © |igexp i60) v (o) + exp (i) 50 (o)
— oxp(-ige) | exp i60) ¥ o) + exp (i60) 0 o)
- @+ i),
Em outras palavras, & evidente agora que
P = pP+IA(0).

Vemos, portanto, que, novamente, o operador Upzw (r) acaba transladando o operador p também. Esse tipo de operador
é chamado um operador de transla¢do por causa disso. Agora é facil calcularmos a hamiltoniana transformada, pois r vai
ficar invariante por essa transformacao unitaria.

A hamiltoniana de Power & Zienau & Woolley

A partir da Eq. , usando o calibre de Coulomb e fazendo a aproximagao de dipolo elétrico, podemos escrever também

H = o [P EA(O)} +q¢p (r) + /\Zm’s (aA,sa/\,s + 2) :

Claramente ¢, (r) é invariante pela transformacdo unitéria associada a Upzw (r) . Entretanto,
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Upzw (r) A (0) U};ZW (r) = Z Z Vo Ehs (a;ws +iuys T+ aiys — Uy - r)
A=1 s s
= A(0),
que é bem interessante. Logo,
p’ 1
Hpzw = o +q¢p (r) + ; huwg [(a];\’s — iy r) (axs +iuns- 1) + 2} .
Mas,
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Portanto,
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Hpzw = 571 +qdp (1) + Y hwg (s -1)?
A,s

s
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—1 E hwsuy s -1 (aA,S — aiys) .
A,s

2 . . e .
O termo ), , fws (uys - 1)” s6 depende do operador posicdo e, portanto, desloca as posigdes dos niveis atomicos, con-
tribuindo ao que é conhecido como “Lamb shift” de cada nivel eletronico. Assim, a hamiltoniana s6 do a&tomo, nos definimos

como

2

. 2
Hy = %+q¢p<r)+;ms(um.r>, (9)

usando a mesma notacdo que anteriormente, na auséncia de Lamb shifts, mas que como nao vamos mais voltar aquela
representacdo, nao ha por que ficar usando uma notacao diferente agora. Afinal, todos os pontos de vista que diferem
entre si apenas por transformacoes unitarias sao equivalentes fisicamente.

A hamiltoniana do campo de radiacgao, fica como antes,

1
Hyga = Zhws (a:r\’sa,\,s + 2) .
A8

Resta sabermos como vamos entender a nova hamiltoniana de interacao,

Hyy = —i E hwsuy s+ 1 (a)HS — air\vs)
A,s

. [2mhws
_Zqz Vv €E\s T (a)\,s - a;ys) )
A8

onde ja substituimos a Eq. . Mas se olharmos para nosso campo elétrico quantizado na versao discreta, temos

& . [ 2mhw, . )
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e, assim,
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Logo, nossa nova hamiltoniana de interacao pode ser escrita em termos deste operador campo elétrico como

. 2mhws
Hipy = —qr - ZZ vV SG)\,S (aAﬂs - a;,s)

A,8
= —qr-E(0).

Como o operador dipolo elétrico de nosso dtomo é escrito como
d = gr,
a hamiltoniana de interacao agora fica
H;,, = —-d-E(0).

Esta interagao é exatamente aquela entre um dipolo em uma regiao onde hé presente um campo elétrico externo. Por isso
a aproximacao que fizemos acima é chamada de aproximacao de dipolo elétrico, ja que, caso ndo tivéssemos usado

exp (ks -r) ~ 1
nas expressoes dos campos, nao teria sido possivel fazer esta transformacdo unitaria para obter a interacdo H;,; =

—d - E(0). que acabamos de escrever.

Atomo de dois niveis (e estados) de energia

Neste curso nao estaremos lidando com as entranhas atomicas, pois nao é um curso de fisica atéomica. Para nossos
objetivos, vamos supor que ja temos todos os auto-estados de energia calculados para a hamiltoniana atéomica, Eq. @
Logo, vamos escrevé-la como

Hy = ZEn In) (n|,

onde a soma vai ser infinita e simboliza a parte discreta como também a parte continua do espectro atomico. (E! Na
eventual chance impar de que ninguém tenha mencionado isso antes a vocé, um atomo tem também um espectro continuo,
quando o elétron estd dissociado do nucleo.)
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