Quantizacao do campo eletromagnético

Quantizacao candnica

A equacdo que temos para as varidveis dindmicas discretas que estamos usando
¢é a do oscilador harmonico:

d2

SEQM = Q).

Na quantizacdo que foi proposta por Dirac o que precisamos é de varidveis
canoénicas. Entdo vamos recordar o minimo para poder definir essas variaveis.
Na equagao acima noés deixamos a variavel sem os indices para facilitar a notagao,
ja que cada particular varidvel discreta sé se acopla com ela mesma em cada
uma das equagoes dindmicas para os coeficientes do potencial vetorial.

A ideia é encontrarmos uma lagrangeana que dé nossa equagao de movimento
acima. Seja, entdo, .Z a lagrangeana. Esta é uma funcao

< = Z(g,9),
onde

dq
dt’

Ai, para cada ¢ teremos 0 momentum conjugado:
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O proéximo passo é obter a hamiltoniana, que é definida como
H = qp—- %,

onde ¢ é um fator constante real que vamos fixar no final quando vamos querer
ter consisténcia dimensional. Notemos que agora tanto ¢ como £ devem ser
escritas em termos de ¢ e p, de forma que teremos que inverter a funcao obtida
acima de p que vai ser uma funcio, em geral, de ¢ e ¢, jA que é uma derivada
da lagrangeana e esta, por sua vez, é uma funcao de ¢ e ¢. Temos que resolver
¢ como uma funcao de ¢ e p.

A quantizagdo canodnica que o Dirac desenvolveu é agora pegar essas var-
iaveis conjugadas, ¢ e p, e, ao invés de usar os parénteses de Poisson, usamos o
comutador

lg,p] = 1, (1)

considerando agora ¢ e p como operadores e ndo mais como fungoes reais do
tempo. Esse postulado, no entanto, supoe que as dimensoes de ¢ e p sejam tais
que ¢p tenha dimensao de energia vezes tempo. Esses operadores, na versao de
Schrédinger (Schrodinger’s picture), ndo dependem do tempo.



Como fazemos isso em nosso caso particular acima? E simples. A equacio
de movimento acima tem que ser obtida da lagrangeana pela equacao de Euler

& Lagrange:
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A equacdo de movimento é também escrita como
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segue que, somando as Eqs. (B) com (5)) e (@) com (6], obtemos, respectivamente,
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Logo, agora fica evidente que podemos escolher
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e a equagdo de movimento ¢ imediatamente obtida usando a Eq. (2). Note

que nossa equagao é a de um oscilador harmoénico de massa igual & unidade. O
momentum candnico é, entao,

A
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A inversdo agora aqui é trivial:
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A lagrangeana fica entdo, em termos de ¢ e p,
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e a hamiltoniana da

H = gp—-ZL

2
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= T 2Cp+2cwq,

ou seja,

I RN DU
H = 2§p+2gwq.

Por que fazer tudo isso se ja poderiamos ter escrito esta tltima equagao de cara?
S6 para recordar todos os passos que um problema mais complicado teria que
seguir.

Agora, neste ponto, passamos a considerar p e ¢ como operadores indepen-
dentes do tempo satisfazendo a Eq. e a hamiltoniana, que vamos agora
denotar como H, passa a ser o gerador das translacoes temporais no espacgo de
Hilbert dos estados do sistema.

H4, porém, um detalhe técnico para aplicar isto que acabamos de fazer
para o que tinhamos feito antes: o que escolheremos como @ (t) em termos dos
coeficientes C  (t) da expansdo discreta do potencial vetorial?

Em mecéanica quantica, temos que ter como posi¢ao e momentum operadores
hermitianos. No entanto, os coefientes C) 5 (t) ndo sdo, necessariamente, reais e,



portanto, ndo podemos tomar @ (t) como sendo algum desses coeficientes. Mas,
podemos, sim, tomar, por exemplo,

s (1) = Qx5 () = 0Cxs () +77C3 (1),

garantindo sua realidade e onde 1 é qualquer niimero complexo que podemos

escolher depois, de acordo com nossa conveniéncia. Poderiamos ter escolhido

um fator 1, s para cada modo (A, s), mas, como veremos, todos serdo escolhidos

iguais no final e, assim, para facilitar a notagao, vamos escolher todos os 7’s

idénticos. Notemos também que essa combinagao linear nao altera a equagao
diferencial inicial acima, para Qx s (t), isto &,
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d2 Q)\,S (t) = TWs QNS (t) ’

é valida e nossa quantizacao acima continua inalterada.
Lembrando que, antes da quantizacao,

Chs(t) = cxsexp(—iwst),
segue que
C’)\,s (t) = —iwseysexp(—iwst)
= —iwsCy;(t),
de forma que
Pas (t) = —CiwnCi s (1) + Ciwsn™C3 4 (1) -

Com isso, podemos resolver para os coeficientes em termos das varidveis canoni-
cas

dx,s (t) = 770/\,8 (t) + 77*0;,5 (t)
e
Pa,s (T * v
2o -3, 0.
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Logo, ap6s a quantizagdo, teremos o potencial vetorial na versdo de Schrodinger
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Do que vamos chamar esses operadores envolvendo combinagoes de posi¢ao
e momentum generalizados? Vejamos o que o comutador entre eles dé&, isto é,
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Com isso, em analogia ao que ja sabemos desde a graduacdo a respeito dos
operadores de aniquilacdo e criacdo, vamos agora chamar de ay s e ai . esses

dois operators, ou seja,

_[Cws .1
ayxs = 2% qX,s + l\/mpk,s
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Entao, como destas definicoes também temos
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vemos que o potencial vetorial agora fica
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Nossa tentagao agora é usar a hamiltoniana quintica H e obter o usual
resultado para um conjunto de osciladores harmonicos desacoplados. E funciona,

pois
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onde usamos o usual comutador
i _
|:a/)\,saa/)\/’5/ = 5)\7/\’5575'-

Portanto,

1
H = Zhws <a’§,sa)\,5 + 2) ) (7)
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na forma que é usual em livros-texto.

Resta agora fixarmos as unidades encontrando os fatores ¢ e . Entao, antes
de fazermos isso, vamos recordar o teorema de Poynting em uma breve digressao
sobre conservacao de energia em eletromagnetismo.

Resta agora fixarmos as unidades encontrando os fatores ¢ e n. Entao, antes
de fazermos isso, vamos recordar o teorema de Poynting em uma breve digressao
sobre conservacao de energia em eletromagnetismo.

Digressao: conservagao de energia em eletromagnetismo

Daqui em diante vamos usar o sistema CGS de unidades. Tinhamos, anterior-
mente, usado o MKS de unidades, no qual as equagoes de Maxwell sdo escritas
como

V-E = gﬁ (Lei de Gauss),
0
V.B = 0 (auséncia de monopolos magnéticos),

B
—%—t (Lei da Inducdo de Faraday),

OE
1od + ,uosoa (Lei de Ampére & Maxwell).

V X E

V X B



O truque bésico para mudar é fazer as seguintes mudangas:

N 1
€ R
0 47
R 47
Mo 2
e
B
B —» —.
c

E, claro, aqui neste curso, vamos estar no vacuo, nao dentro da matéria, e nossos
campos 880 0s microscopicos, ndo os macroscopicos. Para ver como fica quando
temos matéria, teremos pelo menos um exercicio envolvendo um meio material
linear, homogéneo e isotropico.

Em mecanica classica aprendemos a utilizar o conceito de leis de conservagao
para obter primeiras integrais das equagdes de movimento. Para cada lei de con-
servacao, podemos eliminar uma equagdo de movimento. Assim, em mecanica,
as leis de conservagao sao muito importantes para diminuir o nimero de equagoes
que precisamos resolver. Nem sempre podemos encontrar um nimero de leis de
conservagao igual ao de equagoes de movimento; nesse caso, o sistema dinamico
é dito ndo integravel. E em eletromagnetismo? As equagoes de Maxwell junta-
mente com a forca de Lorentz também formam um sistema dinamico, embora
muito complicado, mas que pode se tornar mais tratavel se tivermos leis de
conservacdo. Poderiamos ter também a energia conservada? A seguir teremos
a elucidagao dessa questao através da demonstracao do teorema de Poynting.

As equagoes de Maxwell sdo constituidas pela Lei de Gauss, no sistema CGS
de unidades,

V.-E = Adnmp,

pelo fato de que nao ha monopolos magnéticos,

V:-B = 0,
pela Lei de Indugao de Faraday,
1
VXE = _19B
c Ot
e pela Lei de Ampére-Maxwell,
4 10E
vxB - Ty 108
c c Ot

A forga de Lorentz para uma carga puntiforme g é dada por

F = ¢BE+1vxB,
C



onde v é o vetor velocidade da particula carregada. Essa forga vale também
para o caso nao estatico e, portanto, podemos considera-la para determinar o
balanco energético entre uma distribui¢ao de matéria carregada e os campos E
e B. Se a matéria é caracterizada pelas densidades p e J, entdo a forca sobre
um elemento de volume d3r de matéria é dada por

dF = d°r (pE+ Py x B)
c
e, como
J = pv,

segue que
1
dF = dr (pE+J xB).
C

Neste ponto é importante enfatizarmos que v, no caso continuo, é o campo de
velocidades da matéria, isto €, no ponto r e instante ¢, temos v = v (r, t).

O trabalho que a forca elétrica faz sobre a carga dg = pd>r por unidade de
tempo é a poténcia mecanica transferida dos campos para a matéria e é dada
por

v.dF = pv-Edr
J-Ed’r

Notemos que a for¢a magnética ndo executa trabalho sobre a matéria. Da Lei
de Ampére-Maxwell segue que a densidade de corrente pode ser expressa em
termos dos campos:

c 1 OE

c 1 0E
‘E = — B-——|-E
J <47rVX 47r5‘t>
c 1 0E

= —E. B -—E.—.
47 (V xB) 47 ot

Assim,

Podemos escrever
OE  10(E-E)
ot 2 ot
Também, usando a convencao de Einstein, obtemos
E-(VxB) = E;(VxB),
Ei€i;1,0; By,
= ¢€;j10; (E;By) — Breiji0; E;
= —¢€;i0; (EiBk) + Byerjio; E;
-V (ExB)+B-(VXE)
0B

1
= _V‘(EXB)_EB‘E,

E



onde usamos a Lei de Inducao de Faraday,

VXE = —la—B.
c Ot
Podemos também escrever
oB  10(B-B)
o 2 ot
Com esses resultados, obtemos
c 1 OE
.E = —E. B - —F. —
J 4 (VxB) 47 ot
c 1 0B 1 0E
= _MV(EXB)_MB.(&>_4W .E
B c 1 0(B-B) 1 0(E-E)
= TRy EBXB e T

A taxa de variacdo da energia cinética da matéria carregada é dada pelo
trabalho, por unidade de tempo, da forca de Lorentz que é exercida sobre as
cargas e, portanto,

ot = /dSTJ~E
dt v
1 d(E-E+B-B)
= [ & |-V ExB) - —
/V r{ 471'V( x B) 8w ot }
¢ 1 d(E-E+B-B)
= — Erv-(ExB) - — [ &
47r/v rv-(ExB) 87?/‘/ " ot

c d|1
— datr-(—ExB)—-—|— | & (E-E+B-B

d
- dain-S— S (U +Uy),
;é(v) a )

onde S (V) é a superficie fechada que constitui a fronteira da regido V' e definimos
o vetor de Poynting como

c
S = —E xB.
47 X

Aqui também reconhecemos a energia armazenada no campo elétrico,

1
U, = —/ &*rE-E,
8’/T 1%

e a energia armazenada no campo indugao magnética,

1
U, = —/ d°rB - B.
87T \%
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Logo, o balanco de energia dentro do volume V' é dado por

d(E+Ue+Un) _ _55 dafi-S
dt S(V)

Em outras palavras, essa equagao mostra que, em uma regiao V' do espago, a
energia cinética da matéria somada com a energia total armazenada nos campos
serd conservada se e somente se o fluxo do vetor de Poynting sobre a fronteira da
regiao for nulo. Essa equacao é também conhecida como o Teorema de Poynting.

Fixando ( e n

Temos que calcular agora os campos quanticos E e B a partir do potencial
vetorial quantico acima e comparar a Eq. ,

1
H = Zhws <a]:\)sa,>\,s + 2) , (8)
A,

com a energia eletromagnética, isto &,
1
Hem = o= / dST (E -E + B- B) ’ (9)
8 1%

que deverao ser iguais. Com isso, encontraremos ( e 7.

Hé& pequenas mudancas em nossas equagoes de Maxwell no sistema CGS de
unidades com relagao as nossas equagoes anteriores no sistema MKS. Entao,
vamos rever como ficam os campos E e B em termos dos potenciais agora.
Comegando por

vemos que, como anteriormente,

B = VXA
Ai, como agora
10B
vxp - 178
c Ot
segue que, ja usando
¢ = 0,
por estarmos no calibre de Coulomb,
10A
E = ————
c Ot

e vemos que aparece um fator 1/¢ que ndo tinhamos no caso do sistema MKS
de unidades.

11



Vamos agora usar

2

ZZ%M Ch a)\se)\sexp Zk )

A=1 s
2

#3030 sk ik 1),
A=1 s

que segue da equagao de onda para o potencial vetorial,

1 9?A
VA-S-—— = 0,
c? Ot?
que é exatamente a mesma em ambos os sistemas CGS e MKS de unidades, pois
ja tomamos o cuidado de, quando tratamos o sistema MKS, efetivamente, usar

a substituicao
1
vV Ho€o

Entao, o campo elétrico é mais facil, pois temos que pensar que, primeiro,
teriamos o potencial vetorial classico, tomariamos a derivada parcial com relagao
ao tempo, e dividiriamos por —c. Ai substituiriamos os coeficientes de Fourier
dependentes do tempo, Cj s (t) de acordo com

1/ h
C)\7S(t) — 5 2<wsa>\7s.

C;:,s(t) -

— C.

Claro que, também,

E evidente da expressao do potencial vetorial, tanto classica como quantica,
entao, que o campo elétrico fica

2 ) h w
ZZE 2@) a,\SeASexp(zk r)

_ZZ 2CW c ;seAgeXp( iks'r)a

j& quantizado e na representacdo de Schrodinger. J& o campo magnético (in-
dugdo magnética, para puristas) é um pouco mais complicada:

2 .
ZZ% 2< ——an sks X € sexp (iks - 1)
722 )\sk XeAseXp( stl‘)

12



Aqui lembramos que

ks = ksl;s

- YR

c
dando
2 .
) h ws N .
B = A k, x € k. -
v AZ:;Z@:’? 2w, ¢ N €x,s oxp (iks - )

2 i h w
— Z Z 777* mf(zi,sks X €y sexp(—iks-r)
A=1 s

e assim confirmamos que, no sistema CGS, as dimensées dos campos E e B sdo
as mesmas.

Vamos agora aos calculos. Temos que fazer a integracdo sobre r de E -
E e B - B. S6 hd ocorréncia da varidavel r nas exponenciais. Teremos dois
casos: exp [i (ks = ks ) - r]. Obviamente, aqui teremos problemas se tentarmos
integrar em todo o espaco a varidvel r, pois optamos por fazer a discretizagao
dos vetores de onda e no especificamos como fizemos isso. O jeito que é possivel
fazer é voltarmos momentaneamente ao caso continuo s6 para fazer as integrais
de posicao, ver o que sobra e, entdao, voltarmos ao caso discreto e voila: nao
precisaremos nem sequer especificar a discretizacdo e manteremos somas em
indices discretos. No caso continuo, certamente as exponenciais que aparecerao
serdo, entdo, exp [i (k £ k') - r], onde agora os vetores de onda sdo integrados e
ndo somados. Com isso, integrando r em todo o espago, obtemos fungoes delta
de Dirac:

/d3rexp[i(k:tk')~r] = 2n)%0® (k+K).
Vv

Como no caso continuo, ao invés de somarmos sobre s e s’, estaremos integrando
sobre k e k', segue que, apo6s integracao sobre r, teremos duas integras sobre
vetores de onda e, no integrando, aparecera a delta 5 (k + k') . Digamos que
isso, entdo, efetivamente, elimina a integral sobre k' e, assim, ficamos s6 com
uma integral sobre k. Agora, entdo, tudo o que temos a fazer, é simplesmente
discretizar de novo, como prescrito no PDF da segunda aula. O resultado en-
volverd, ainda, uma soma sobre s e duas somas sobre as polarizagoes, uma
sobre o indice \ e outra sobre o indice \'. Entdo, apenas em prosa, embora ndo
lirica, podemos facilmente transcrever o resultado de nosso raciocinio, ja tendo
efetuado a integracio sobre r e obtemos

RT3 3 3E o T
r . — — T 5 AN sAN —s€E)N s EN —g
v 2w, @ VN TS TR

2
A=1XN=1 s N

22 1) B w2
PP g2 2Cw, 2 IO T ENs

A=1X=1 s
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2 A\,s ,SEAS s
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2 2
Z ZZ(QW) how? -
B 77*2 2Cw c2 aAsa’A’ 7se>\ TEN,—s)
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onde estamos supondo que o indice —s corresponde a —kg, ou seja, k_; =
—ks, j4 que nao especificamos anteriormente como estdvamos numerando nossa
discretizacao. Estamos, assim, exercendo uma das opc¢oes que tinhamos antes do
tempo de exercicio (que seria no final do calculo). (Em linguagem de mercado de
opcoes, diriamos que utilizamos aqui opgoes do tipo americano, ji que podemos
exercé-las a qualquer momento, ao contrario das do tipo europeu, que sé sao
exercidas na data em que expiram, que no Brasil é sempre a terceira segunda-
feira de cada més.) Também estamos utilizando a convengao de que w_; = ws,
pois os modulos de kg, e —k, sdo idénticos.
De forma anéloga, temos para a energia magnética a integral

/Vd3rB-B = —ZZMQ?; ax,sQN, s (k X e“) : (lLs X é»,fs)

AN s
473 huw . .
T ~ .
+ ax,sQy/ o (ks X 6)\,3) . <ks X 6)\/75>
);Z nf* g2 T
473 Fuw N R . A
+)\Z}\:/Z | | C 2 :r\sa)\/n? (ks X 6)\,s> . <k3 X 6A’,s>
47T hws + + (A R
— ——a Sa/ /g ks X é/\,S) . (k—S X é/\/._s) R
)%:/; 77*2462 AN ’

ja simplificando a notacgao, onde subentendemos que as somas sobre cada indice
de polarizacdo vai de 1 até 2. Agora notamos que, para dois vetores a e b
quaisquer, sempre podemos escrever

(ko) (o xb) = (ko xn)- o)

E agora imediato vermos que

473 hw . -
1%

AN s

DI D IR

AN
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473 hws R
+ZZ| | <2 /\éa)\’ 96)\5 €N s

AN s

T ~ ~
+§ :§ : *2CC2 >\s M, —s€Xs T EX =5,

AN s

onde utilizamos o fato que k_, = —k,.
Portanto, a Eq. (9) dé

1 873w, R R
*g E —s aAsa,\f +a,\sax €X,s * EN s

ﬂ—)\,)\/ s |77| (c?

Sendo assim, vemos que

€rs-€xvs = Oyx
e, com isso,
2w,
H,, = ZZ ; a,\s%\s'i‘%sfl/\s .
Il ¢e
Usando
f = Oy
AX,s5 A\ g = O\ X055,
obtemos
_ T
a‘)\asai,s + a;,sa)\’s - 2a}\,sa)\a5 +1
e, assim,
E E 5 (QGASG)\S—&-l)
[P ¢
ou seja,

- 22

A,sUA,s Py
|77| C 2 2
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