Quantizacao do campo eletromagnético

Calibre de Coulomb

Vamos quantizar o campo no vacuo e, mais do que isso, em uma regiao infinita
(para todos os efeitos) onde ndo hé cargas (e nem correntes), isto ¢, onde néo
ha matéria; s6 os campos. Nesta circunstancia idealizada, podemos escolher

¢ =0 (1)

VA = 0 (2)

Como vemos isto?
Quando p =0, a lei de Gauss fica

v-(—v¢—8A) = 0,

ot
ou seja,
2 6
Vio+ o (VA = 0, 3)
ja usando
B = VXA
e
0A
E = - - —.
vé ot
De forma analoga, neste caso, a lei de Ampére & Maxwell da
10 0A
V X (VXA) = _0725 (V¢+at),
ou ainda,
1 92A 1 0¢
2
A-— — A+ —— = 0. 4
v 2 Ot? v (V + c? 8t> )

Procedendo & luz do que foi feito anteriormente, para o calibre de Lorentz,
vamos considerar que temos os campos E e B dados por potenciais ¢ e A, mas
que nao satisfazem as Egs. (1) e (2). Vamos entdo ver se é possivel encontrar
um calibre x tal que novos potenciais ¢; e A; satisfagam o chamado calibre de
Coulomb, Egs. (1) e (2).

Facamos, as transformagoes de gauge:

Ix

b1 ~ 5



Al = A+Vy

Agora, sabendo que ¢ e A ndo satisfazem as Eqgs. (1) e (2), vamos impor que
0s novos potenciais satisfacam, isto €,

x

0 ot

0 = V-A+Viy.

Estas equagoes podem ser resolvidas e os novos potentiais agora satisfardo o
calibre de Coulomb.

Com este calibre, isto &, ja tomando a liberdade de impor as Eqs. (1) e (2)
nas Egs. (3) e (4) e abandonando o subescrito 1, obtemos:

1 02A
2 _
VA-Goe =0

ja que a Eq. (3) fica automaticamente satisfeita neste calibre. Isto mostra que
basta resolvermos a equacao de onda para o potencial vetorial e teremos os
campos dados por

B = VXA
e
OA
E = ——/—.
ot

Ondas planas

Agora que ja sabemos como proceder para encontrar os campos eletromagnéti-
cos, vamos considerar a equacao de onda no calibre de Coulomb para encontrar
o potencial vetorial,

1 %A
VIA-S— = 0,
c2 Ot?
considerando apenas uma de suas componentes para simplificar o tratamento:
1 0%A,(r,t)

2
V*Ag(r,t) — >

= 0.
E 6bvio que podemos escrever a identidade

Ag(r,t) = / dr' 63 (r — ')A, (r',1).
Voo



Uma representagao para a funcio delta de Dirac é
1
63(1' — I'/) = W /dgk exp[zk . (I‘ — r,)}.
Assim,

Ag(r,t) = /Voo d*r’ (271r)3 / d®k explik - (r — /)] A, (r', 1)

/ d®k exp(ik - 1) [(27103 /V d®r" exp(—ik - ')A, (1, 1)

oo

/ d®k exp(ik - ) fo (k, 1),

onde f,(k,t) é a transformada de Fourier de A, (r,t), isto &,

1 .
felk,t) = @ / d3r' exp(—ik - r')A.(r',1).
Voo
Aplicando o operador
»_ 10
c? Ot?
A expressao acima para A, da
1 0%2A,(r,t
V2A,(r,t) — cﬁ% = / d*k f.(k,t)V? exp(ik - r)

1 ‘ 0 fu(k,t)
g/ d3k exp(’Lk . I‘)T
102, (k1)

= / d3kexp(ik'r) [szm(k, t) — o2 Ot2
= 0.

Logo, por independéncia linear de exp(ik - r) para diferentes vetores k, obtemos

1 02 f.(k,t)
—E2fo(kt) — = L2220 = .
follet) = 5= 0
A solugdo geral dessa equagao pode ser escrita como
fo(k,t) = ca(k)exp(—iwt) + d (k) exp(iwt),

onde ¢, (k) e d,(k) sdo funcdes arbitrarias de k e definimos

w = ke

Assim, a solucao geral para A, é dada por
Ag(r,t) = / d®k cp (k) exp (ik - v — iwt)

+ / d®k d, (k) exp (ik -t + iwt) .



As funcoes escalares
Yvi(k;r,t) = explik-rFiwt]

satisfazem a equacao de onda. Essas fungoes representam ondas planas, pois,
em uma frente de onda, o valor de 14 (k;r,t) fica fixo e isso ocorre somente
quando

exp [ik - r F iwt]

é constante, resultando em uma equagao do plano:
k-ryrwt = dp,

onde dj é uma constante.
Como o potencial vetorial ¢ um vetor, teremos os coeficientes ¢, (k) e d (k)
como as componentes = de dois vetores, isto é, ¢ (k) e d (k). Assim,

A(r,t) = /d?’kc(k)exp(ik-r—iwt)
+ /dgkd(k)exp(ik-r+iwt).

Como o potencial vetorial satisfaz a Eq. (2), devemos ter

k-c(k) = 0

k-d(k) = 0

para cada k. Portanto, para cada k temos infinitos vetores ortogonais, todos

paralelos a um plano com sua normal paralela a k. E por isso que o calibre

de Coulomb também é chamado de calibre transversal, ji que k é a direcao de

propagacao da onda plana e esta é polarizada ortogonalmente a esta direcao.
Como o potencial vetorial é real, segue que

A" (r,t) = A(r,t)
Logo,
/ d®kc* (k) exp (—ik - r +iwt) +
/d?’kzd*(k)exp(fikmfiwt) = /d3kc(k)exp(ik~rfiwt)
+ /d3kd(k)exp(ik-r+m).



Trocando k por —k no segundo membro desta equagao, segue que

/ d®kc* (k) exp (—ik - r +iwt) +

/d3kd* (k) exp (—ik - r — iwt) /d3kc(7k) exp (—ik - T — iwt)
+ /d3kd(—k) exp (—ik - v+ iwt) .

Como esta equacao tem que ser vélida para todos os tempos, obtemos

/d3kzc* (k)exp (—ik-r) = /d3kd(—k)exp(—ik~r)

/ dPkd* (k)exp (—ik-r) = / d®*kc(—k)exp (—ik-r).
Por independéncia linear dos diferentes vetores de onda k, encontramos que
c"(k) = d(-k).

Sendo assim, também podemos escrever o potencial vetorial como
A(r,t) = / d®k ¢ (k) exp (ik - v — iwt)
+/ d®kc* (—k) exp (ik - r + iwt) .
Trocando k por —k na segunda integral desta equacao, temos
A(r,t) = / d®kc (k) exp (ik - v — iwt)
+/ d®kc* (k) exp (—ik - T + iwt) .

Para cada k precisamos de duas dire¢oes ortogonais a k, €; (k) e é; (k) , que
podemos escolher ortogonais entre si:

é(k)-é&(k) = 0

~

& (k) xé&k = k

onde k é versor no sentido de k. Com mais este detalhe, agora o potencial
vetorial pode ser escrito como

2
A(r,t) = Z/d‘?k ex (k) éx (k) exp (tk - r — iwt)
A=1

+> / d®k 5 (k) éx (k) exp (—ik - r + iwt) (5)
A=1



onde ¢y (k) é a componente de ¢ (k) ao longo de €y (k). A Eq. (5) é a maneira
padrao de escrever o potencial vetorial neste contexto. Veja que estamos supondo
que €y (k) sdo versores reais, mas quando é conveniente utilizar polarizagao cir-
cular, versores complexos sao muito uteis.

O potencial vetorial que acabamos de obter é um campo vetorial e, para
cada ponto do espaco, hd uma equagao dindmica para esse campo,

2
V2A — %8 A _ o
c2 ot?
A expressdo que obtivemos acima satisfaz esta equagdo imediatamente. Os
coeficientes ¢ (k) devem ser determinados de acordo com a condigdo inicial do
problema, isto é, se soubermos A (r,0) em cada ponto r, entdo teremos todos
os coeficientes c (k).

Um problema de calculo que temos com a Eq. (5) é o fato de que temos uma
variavel continua, k, em termos da qual tudo ¢ expresso. E mais intuitivo quando
temos um indice r, para o ponto do espago, e ai, 14, temos um conjunto discreto
de variaveis dinAmicas e ndo um continuo delas. Um formalismo de discretizacio
que podemos utilizar é o que segue. Definamos as variaveis discretas k; tais que

ankérk) = ) ensérnd® (k—k,). (6)

Com isso, sempre que vocé tiver uma expressao discreta, como, por exemplo,
§ C)\,SG)\,sf(ks)7
S

sempre podemos voltar para o caso continuo assim:

S ensbrnf (k) = 3 crsbraf (k) / k5D (k - k)

= /d3k > exséaef (ke) 0P (k- k)

/d3k FR)D exsénsd® (k—k,)

— /d3kf(k) ex (k) éx (k).

Se quisermos obter o valor de cy €\ s para um particular s, tudo o que temos a
fazer é integrar sobre k a Eq. (6) em torno de kg, isto é,

Senere [ @RI K-k) = [ dreoe),
s Vi Vi

s/ s/

ou seja,

C,\7s/€)\7s/ = dSk‘CA (k) é)\ (k)
Ve,



Ha infinitas discretizagdes possiveis satisfazendo a Eq. (6). Cada um escolhe a
sua.

Depois que escolhemos uma particular discretizagao, que aqui nao vamos
especificar, teremos a versao discreta do potencial vetorial, ou seja,

2
A(r,t) = Z Z cx,s€x,s €xp (tks - T — iwst)
A=1 s

2
+ Z Z c,s€x.s exp (—iks - T +iwgt) .
A=1 s

Notemos que w se torna wy, correspondendo a
ws = kse,

ja que a frequéncia depende do modulo de k. Agora, sim, temos variaveis dinami-
cas discretas,

Chs(t) = crsexp(—iwst).

As equagoes satisfeitas por estas varidveis dinamicas discretas, como pode ser
evidentemente observado, sao as de osciladores harmonicos:
d2

@CA,S (t) = _(-‘@C’)\,s (t).
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