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Neste texto, mostro como obter a equacao de Bloch no contexto da ressonancia mag-
nética nuclear por meio da teoria de Bloch-Redfield. Para isso, inicio com uma introducao
a ressonancia magnética nuclear (fique & vontade para pular caso ja saiba, até porque boa
parte da introdugdo é bem trivial), depois, introduzo os conceitos que aprendemos em aula,
como o operador densidade, a representacao de interacao e a evolucao do operador densidade
para chegar, por meio de algumas defini¢oes, na equacao de Redfield. Por fim, mostro que
seguindo passos especificos, podemos obter as equacoes de Bloch para um sistemas de spins
acoplados a uma rede e também mostro como é possivel obter um dos tempos de relaxacao
na pratica.
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1 Introducao

1.1 Principios de RMN

O objetivo dessa secao é apresentar alguns fundamentos fisicos importantes no entendi-
mento das técnicas de ressonancia magnética nuclear (RMN) para contextualizar o leitor.
Para isso, descreve-se os principios tedricos que fundamentam os experimentos de RMN com
sistemas de spin %, ou seja, sistemas de dois niveis, construindo a partir do experimento de
Stern-Gerlach o formalismo de espago vetorial basico, seguido da verificagao do fendmeno da
precessao de spins sobre a acao de um campo magnético externo em um eixo transversal, a
qual estd diretamente associada com o sinal gerado nos experimentos. Por fim, deduz-se as
operacoes de rotacao de spinores, que facilitam o entendimento de como é feito a "ginastica
de spins" por meio de pulsos de radiofrequéncia.

1.1.1 O experimento de Stern-Gerlach e os estados de Spin %

A ideia de quantizacao do espaco, utilizada para descrever o resultado contra-intuitivo
do experimento de Stern-Gerlach é um marco fundamental, junto com outros experimentos,
como o estudo da radiacdo de corpos negros, do efeito fotoelétrico e do calor especifico
de so6lidos, da queda da mecanica classica como a teoria mais correta para se descrever o
universo.

.
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Figure 1: Aparato experimental do experimento de Stern-Gerlach.

Neste experimento, um fluxo colimado de 4tomos de prata aquecidos em alta temperatura
passam por um campo magnético, atingindo um anteparo, conforme mostra a figura (1).
Classicamente, o resultado esperado era de um borrao, uma vez que a alta temperatura
causaria uma magnetizacao resultante, devido ao spin do elétron de valéncia da prata, com
direcao e sentido aleatérios, ou seja, a forca na direcao z sofrida, se o campo magnético B
estivesse alinhado ao eixo z, a qual é

seria dependente da orientacao original de /i, que por ser aleatoria, resultaria em uma faixa
continua com maximos e minimos ocorrendo quando /i || 2. Experimentalmente, todavia,



verifica-se apenas dois pequenos borroes no anteparo, onde situariam os méximos descritos
anteriormente, ou seja, o continuo tornou-se discreto, o que nao seria permitido classicamente.

A descricao desse experimento vem com a evolucao da teoria da mecanica quantica, sendo
0 caso em questao um dos mais nitidos exemplos de um fendémeno sem analogia com qualquer
explicacao da mecanica classica.

Para descreveé-lo, utiliza-se um espaco vetorial de dimensao dois, onde operadores lineares
hermitianos, com base de autovetores ortogonais completa representam observaveis, mais
especificamente, os momentos magnético nos eixos cartesianos, que sao proporcionais aos
operados de momentum angular denotados por S., S, e S,. A partir de um estado inicial,
descrito por uma combinacao linear normalizada de autovetores do operador em questao,
pode-se obter o valor médio dos observaveis, bem como a probabilidade de que se observe a
magnetizacao em um estado especifico.

Para tal, ¢ implicito a existéncia de um produto interno, para que se possa ter a ideia
de norma. Usualmente, descreve-se os autovetores de S, como |+) e |—) e, dos resultados
experimentais, pode-se descrever S,, S, e S,, respectivamente, como [3]

Se= D4R (- + 19 ()

Sy=5 ==+ =)&) (2)

.. 1
Matricialmente, pode-se representar |+) = (O) e |-) = (2), logo, nesse esquema de

representacao, teriamos:

h(0 1 B0 —i hi(l 0
Sx:§(1 o)’SyZE(z' 0)’SZ:§<0 —1)' (3)

Nesse formalismo, os autovalores, que representam as possiveis medicoes de um ob-
servavel, sdo =2, um estado qualquer é descrito como |a) = a4 |+) + a_|—), o valor médio
de um dos operadores dado um estado |a) é o produto interno (a|S, . .|) e a probabilidade
de, dado um sistema em um estado |a), obter apos a observaciol'l, um estado |a) ¢ dada
por [|[{(afa) .

Um importante resultado que se obtém dos operadores descritos na equagao (3), é de
que [S;, S;] = he;jpSk (21 onde i, j, k = 1,2,3 representam z,y, z, respectivamente. Ele diz,
conforme a teoria de espagos vetoriais, que S;, S, e S, nao sao observaveis compativeis, ou
seja, nao possuem autovetores simultaneos.

!Na mecanica quéantica o estado inicial ¢ um superposigao de autoestados (autovetores do operador), apos
a realiza¢do de uma observagao, todavia, o estado final colapsa em um tnico autoestado, com medida igual &
autoenergia (autovalor), asociado a tal atoestado (desde que o sistema néo possua autoestados degenerados).
?Denomina-se tal operagdo como o comutador de S; e S; e seu célculo é dado por [S;, S;] = S;S; — S;S;.



Além disso, tal relacdo de comutacao também nos indica, pelo principio da incerteza de
Heisenberg, escrito como [3]

(A4P2) (ABY) > L1 (1A, BY I (@)

onde A e B sao operadores e AA = A — (A), que :

1 h?
((A85:)7) ((AS;)%) = {180 Sl IIP = o | (Skeije) I (5)
Ou seja, nao se pode medir com precisao absoluta, de maneira simultanea, operadores de
spin distintos em determinadas circunstancias.
Para diferenciar os autovetores dos operadores Sy, S, e S, utiliza-se as notagoes |S;; £), |Sy; £)
e |£), respectivamente, onde pode-se constatar |3|

1 1

V2 V2

De maneira geral, dado um versor nn € V3, pode-se descrever o operador S -7 alinhado a 7
de forma que S-7|S-7; +) = g|§/ﬁ, +), desde que |S-71; 4) = cos (%) |+) + €™ sin (%) |-),
onde 7 é o angulo arccos ((n, 2)) e o é o angulo arccos [(n — (N, 2) n, T)]

O ntcleo atomico , formado por protons e néutrons, possui spin nuclear, definido como a
soma de todos os momentos angulares (spin e momento angular orbital total) das particulas

Se; 1) = —= (1) £1=)), 19 1) = —=([+) £ i[=)). (6)

que contém. O que se denomina spin nuclear, denotado por f, é um operador adimensional
definido com sendo o operador momentum angular nuclear total dividido pela constante de
Planck cortada, ou seja, [ = ‘;—1;, onde Jy é 0 operador momentum angular do nicleo atéomico.
De maneira geral o spin nuclear pode ser inteiro ou semi-inteiro, a depender das paridades
do niimero de massa e do ntimero atémico do elemento analisado. No entanto, no caso de
spins 1/2 tem-se Jy =8 = hf, e o operador de spin nuclear comporta-se, algebricamente,
da mesma maneira que o spin S.

1.1.2 Precessao livre de spin %

O momento magnético do nicleo atéomico, em seu estado fundamental, é proporcional ao
spin nuclear o, [ = fwf, onde 7 & conhecida como contante giro-magnética (ou magneto-
girica). Deste modo, as propriedades magnéticas do niicleo sao ditadas pelo spin nuclear, o
que torna crucial na determinacao de como ele interage com campos magnéticos externos.
Assim, nessa secao se estuda como os spins se comportam com um campo magnético con-
stante, revelando o conhecido comportamento de precessao, analogo ao de um corpo rigido
com momento angular nao nulo quando sujeito a um campo gravitacional.

Dado uma particula com spin % em um estado inicial |« to;tp), a evolugdo temporal
dessa particula a partir de um Hamiltoniano H que varia com o tempo, mas comuta tempo a
tempo entre si, é obtida, utilizando a ideia de Schrodinger, a partir do operador de evolucao
temporal U(t,o)[3]:

|, to; t) = U(t, to)| v, to; to), (7)



e Ut ty) = exp {—% /t: H(t’)dt/] | (8)

Em especial, dado uma particula de carga —e, com e < 0, massa m e momento magnético

b B || 2, entio, seu Hamiltoniano é dado por
€ - -
"= (85, o)
me
ou seja,
B
H = e—Sz (10)
me
Portanto,

Ut to) = exp [MSZ} |

hmec

Por simplicidade, tomemos t, = 0 como o tempo inicial e w = <2 logo,
mc

Ul(t, to) = exp {—waZt} .

. (12

Perceba que o operador de evolucao temporal é uma exponencial de um operador, o que
pode ser entendido como uma série:

—1

>2w2<sz>2t2

—iwS,t <7
=1 _— cee 1
U(t, to) +( - >+ = + (13)
Suponha que |, 0;0) = ay|+) + a_|—), entdo,
—iwS,t
i) = exp | =25 o) 0 |-), (14
—i byt

portanto, utilizando que U|+) = exp { } |£), onde By = i%h, obtem-se

%m] [+) + o exp [%} =), (15)

Portanto, a probabilidade de se medir a magnetizagdo em |S,; £), [Sy; £) e |S.; £) serdo
dadas, respectivamente, por

|Cl{,0,t> = Q4 €Xp [




multiplicando o resultado pelo seu complexo conjugado, obtemos

)

ot iwt a*
1 (S e, 0 ) |2 = [E exp (7) £ e

X

1
2

s () 2o ()

. . . 2wt .
apal +a_al £ a_al exp 5 + oy a’ exp

—wt
1 Oé+ exp < 2 )
(Sy, £|a, 0;t) = (1 =)

. (iwt)
a_exp | —
2

NG

o <—iwt) - o (iwt)
= —ex —exp | — |,
V2P ) TR 2

multiplicando o resultado pelo seu complexo conjugado, obtemos

— 2wt

2

o, wit Tes
Sy, |, 0;t 2:{—+ex (—> — ex
15,0, 0) P = | Zzexp (57) 7 S emp

X

21wt

1
=3 {oqozj_ +a_a’ tia_o’ exp (T) Fiaya’ exp (

<—iwt
a4 exXp 2

(+la, 0:8) = (1 0) o e (mt) - O‘+eXp(
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multiplicando o resultado pelo seu complexo conjugado, obtemos

H <+|a7 07 t> H2 = Oé+Oéi.

—wt
2

Q4 €Xp

(=la,0:8) = (0 1) - (@) _O‘eXp< 2

2

multiplicando o resultado pelo seu complexo conjugado, obtemos

I {=la, 0 ) I = aa.

As médias dos observéveis sao dadas por
wt
(o, 05 ]S, |, 05 1) = (ai exp <7> a* exp <
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Em especial, caso |, 0;t) = |S,; +) = —= - ([+) + 1)), obtemos:

(

<+

w

1(Ss, +|ev, 0; 1) ||* = cos? <?)

1(Sz, —|cv, 0; ) ]|* = sin (%t)
t

1(Sy, +lav, 0 8)]2 = sin (%)
t

1(Sy, o, 05 )2 = cos? (%)

e, 0; )2 =

(24)

(25)

(26)

(27)



enquantos os valores médios dos operadores sao:

¢

h
(a, 0;t]Sy|, 0;t) = 5 cos (wt)

(o, 0;t]Sy|a, 0;t) = gsin (wt) (28)

(@, 0;¢]S.]a, 0;¢) = 0

56
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Figure 2: Deteccao do sinal de RMN devido a precessao dos spins.

Como o valor médio dos componentes do momento magnético sao dados por (u,) =
V(v 05 8] Sa[a, 0;8), (pay) = v(ev, 058]Sy|ev, 058), () = (v, 0[Sz |ex, 03 %)., a aplicagao de um
campo magnético em uma particula com spin % gera uma precessao desse spin no plano
perpendicular ao campo em questdo (desde que esse esteja ndo paralelo/anti-paralelo ao
campo), com frequéncia w. Tal precessao gera um campo magnético variavel que pode ser
utilizado para induzir correntes elétricas, pela Lei de Faraday-Lenz, ja que existird um fluxo
magnético variavel com o tempo, tal corrente pode ser interpretada como um sinal, o qual
pode ser amplificado para realizagao de experimentos de ressonancia magnética nuclear como
mostrado na figura (2).

Se os experimentos de RMN utilizarem o ntcleo de hidrogénio, o spin nuclear é igual a

. . , . . e
%. A frequéncia de oscilagao w é denominada frequéncia de Larmor e seu valor — = B

mc
¢ o produto da razao giromagnética pelo campo magnético utilizado. Para protons, tal
frequéncia estd na faixa de radiofrequéncia. Por isso, utiliza-se pulsos de radiofrequéncia
para evoluir temporalmente o estado do spin nuclear.

1.1.3 Spinores e operadores de rotacao

Com a algebra dos spins descrita, pode-se facilitar os célculos futuros introduzindo o
formalismo de Pauli para tratar sistemas de spin %, no qual definem-se os spinores y,. = |+)
e X— = |—) e as matrizes o, denominadas matrizes de Pauli, as quais sdo

S ) O () RO I N



As principais propriedades das matrizes de Pauli, bem Como a semelhanca evidente com
os operadores de spin 5;,S5, e S, os quais diferem por 5, estao listadas abaixo e estao
demonstrados no apéndice (A).

L. [04,0;] = 2ie;jkoy;

2. {0i,0;} =20, ;

3. (6-0)(¢ W) =0-w+io- (JAWD).
Portanto, dado um versor n, temos que

(c-n)" =1, se m=2k
, com ke€N. (30)
(c-m)™=0c-n, se m=2k+1.

Com isso, o operador de rotagao por um angulo 6 sobre o eixo paralelo a n pode ser descrito

como [3]
R(n,0) = exp {yl = exp [%n@} : (31)

A expansao desse operador, resulta em:

R(7,6) = Zl % (_Z"Tﬁe> _ (_Z’)ﬂ? (- 70)™. (32)

O que pode ser escrito como

~ Tcos <z) (o 7)sin <Z) . (33)

O experimento de RMN envolve basicamente dois campo magnéticos aplicados externa-
mente. Um deles é um campo estatico e outro um campo magnético oscilante perpendicular.
Uma vez que o efeito de campos magnéticos constantes sobre spins % foi descrito, resta agora
descrever o efeito da adigdo de um campo magnético oscilante perpendicular ao campo es-
tatico.

Para tal, considere o seguinte campo magnético

1.1.4 Pulsos de 90 e 180

B = ByZ + By cos(w,s1)7, (34)

perceba que temos a parcela constante fixa paralela ao eixo z somada a um termo paralelo
ao eixo x, de forma que o hamiltoniano de interagao entre este campo e o momento magnético
nuclear, H= — B desse campo pode ser escrito como



H=—hy (TZBO +1,B cos(wrft)> : (35)

Conforme [5], pode-se escrever a parte oscilante a partir de um operador de rotacao,
resultando na seguinte expressao

H= —hy (fZBO + Ble’iwrf@]’;ewrf@) ) (36)

Esse hamiltoniano é dependente do tempo, o que pode ser resolvido considerando um
referencial girante com frequéncia w, ¢, sobre o eixo z, o que torna-o independente do tempo
e permite escrevé-lo como

H=—h [(vBU — Wrr) I+ vBllAll . (37)

Dado um ensemble puro descrito por |a,0;0) = a|+) + a_|—), a evolu¢do temporal
desse através do hamiltoniano acima € escrita por

—iHt
la, 0;t) = exp [ZT] |, 0; 0). (38)

Supondo que By seja tal que y|By— By | < 1, ou seja, tal que o campo magnético aplicado
esteja praticamente na frequéncia de Larmor (ressonancia), entao, podemos aproximar o
hamiltoniano como sé contendo o campo oscilante transversal, o que resulta no seguinte
resultado

h

B B
e, 0;t) cos (%) —i01|a, 0;t) sin (%) =

- [m cos (7731) _ia_sin (%Bl)} +)+
4 [oz cos (%31) +ia, sin (7731)] - (39)

Portanto, quando se diz que se aplicou um pulso de radiofrequéncia na direcao n, criou-se
um campo magnético B com frequéncia proxima a frequéncia de Larmor 7By, de forma tal
que seu efeito é equivalente a evoluir temporalmente um spinor com um determinado estado
inicial por um Hamiltoniano cujo operador de evolugao temporal se equivale a um operador
de rotacao, ou seja,

|ov, 05 1) ~ exp |, 0;0) =

t) =
Ult) = exp mch h

—ieS-E(t—tO)] — exp {ﬂ} _
— R(.0). (40)

10



Se, o estado inicial de um spinor é y., entao, aplicando um pulso de 90° em x, seguido de
um pulso de 180° em y tem como efeito a evolugdo de x4 para |S,, —), uma vez que:

R (fc\, z) X4 = COS (%) Iy, — isin (%) o1X4 =

2
= = (e — i), (41
e R(@W)R(ffg>X+Zzaﬁ<g>ﬂj%(X+—WX)+
—isin g) Uz% (X4 —ix-) = % (X+ —ix-)- (42)

2 Obtendo a Equacao Mestra

2.1 Matriz densidade

Até o momento, tudo foi feito para estados puros, mas, como vimos durante o curso, para
descricao de sistemas em equilibrio térmico, devemos utilizar o opedor densidade. Para isso,
vou introduzi-lo de maneira natural e mostrar um importante resultado para RMN, a Lei de
Curie.

Suponha que deseja-se calcular o valor esperado do momento magnético em z:

(M) = (W [M.[ V). (43)

Em termos de uma base completa de autovetores, podemos escrever
(M) =" chen (m[M.|n) (44)
m n

Defina agora um operador hermitiano P, tal que (n |P|m) = ¢}, ¢c,, dessa forma, reescrevemos
a equacao acima como

(M) =D (n|P|m) (m|M.|n), (45)
mas, pela completeza da base de autovetores, isso se resume a

(M.) = (n|PM.|n) = Tr {PM.}. (46)

n

Em diferentes sistemas, ¢, c, varia, logo, em um ensamble é interessante tomar a média:

(ML) =" crca (m|M.|n) . (47)

Define-se, finalmente, o operador densidade:
p=(n|P|m) (48)

11



Para obter a evolucao temporal do operador densidade, basta lembrar que ¢, e ¢,, evoluem
conforme a equacao de Schrédinger

dc’“ ch (k |7 n) (49)
dessa forma, resta que .
%ckc - Ckagt + % e | (50)
Substituindo a equagao (49) na equacao (50), obtemos
%ckc 2 ((k[P[n) (n|Ft|m) — (k[F]n) (n|[P|m)). (51)
Ou seja,
. X (52)

Se #t independe do tempo, entao,

o) = exp (=52 ) s0yexp (5. 59

o que nos leva a concluir que
—1dt 1t
(klpln) = <k exp ( ’ ) p(0) exp (T> n> -

i8,, — Ext
= exp (25 (oo o (54)
Em equilibrio térmico, as populagoes devem seguir a distribuicao de Boltzmann, logo,
(@)
exp
KgT
(nlpln) = —— 22 (55)

e
Como exemplo, dado o hamiltoniano de Zeeman #, = —OSZ, resta que:
mc

(M) = Tr{hyIL.p}, (56)

onde, para altas temperaturas, podemos expandir p:

BoyhI, 1 (BOWZ)Q
=1-— 4= (= 57
p KT 2\ KT (57)
Por fim,
K22 B, 12 h242B,
MY~ i L (BN B e 58
(M)~ {< KiT )} (21+1)KBTr{Z}’ (58)

que é a Lei de Curie, que nos diz que a magnetizacao é inversamente proporcional & temper-
atura.

12



2.2 Representacao de interacao

Dado um hamiltoniano dependente do tempo, no qual um dos termos é tratado como

perturbagao (no caso #;):
F = FHo + H, (59)

podemos pensar na seguinte definicao:

—1dfyt 1ot
- 60
pexp<h)pz(h) (60)

Fazendo a evolugao temporal, temos que

o] exp (S0 S (L)

1
_E[pa Fto + #1). (61)
Lot —i1dyt
Definindo #;; = exp (l ho ) # < Zh 0 >»
dp[ 1
o —%[pbgfll]- (62)

Essa ¢ a chamada representacao de interacao, como fizemos no hamiltoniano de interagao
luz-matéria durante o curso.

Para obter uma expressao para o operador densidade a partir da equacao da evolucao
tempora, podemos integrar ambos os lados de zero até t:

. t
1

prlt) = pu0) = 5 [ delpa(®), (2, (63)

0
mas, perceba que, fazendo uma mudanca de coordenadas t — t’, é possivel escrever:

. t/
i

) = pu(0)+ 5 [ o). 0,27, (64)

Substituindo na expressao anterior, obtemos por iteracao

p1(t) — p1(0) =

— %/0 dt’ [PI(O) +711/0 d"[pr(t"), #11(t")], #ir(t) | (65)

por fim, podemos calcular a derivada temporal em ambos os lados e aplciar o Teorema

Fundamental do Calculo:

_ / /

+ (%)2% /0 t dt' /0 ' dt" [pr(t"), Fer ("), #1r ()] (66)

0 que nos fornece a famosa expersséo:

R = o 0)30,0) g [ (0,26, 0), 0,0, (67

13



2.3 Teoria de Redfield

Nesta seccao, pretendo obter a equacao fundamental da Teoria de Bloch-Redfield, que
nos permitird calcular, com as devidas aproximacoes que explicarei no decorrer da deducao,
as equacgoes de Bloch para a RMN a partir do operador densidade. De maneira resumida,
partiremos da equagao (67) e expandiremos os termos utilizando a relagao de completeza.
Com isso identificaremos que os termos que surgem da integral, podem ser expressos a partir
de fungoes de correlacao se for feita uma nova média.

Eu demorei para entender essa parte, porque ja tinhamos calculado uma média anterior-
mente, mas a ideia é pensar em um Ensamble de ensambles com mesma interacao perturba-
tiva estacionéria de maneira que todos comecam com mesma matriz densidade. Com isso, a
média dos elementos de matriz da interacao é promediada & zero, com o argumento de que
a itneragao é estacionaria e podemos, considerar que a integral vai a infinito, para tempos
muito maiores que os tempos de correlacao. Além disso, considera-se que apenas os termos
seculares vao realmente fornecer contribui¢coes nao despreziveis, como veremos.

Feita todas essas hipoteses, é possivel obter uma equacgao simples, que permite calcular
os valores esperados dos operadores por meio de equacoes que lembram bastante as equacgoes
de Bloch. Sem mais delongas, vamos iniciar.

A parir da equagao obtida para a evolucao do operador densidade até segunda iteracao,
(67), nota-se que a evolugao de um elemento de matriz qualquer é dada por:

d{a pr(t) o)

L2 — (al[p1(0), Feur ()] o)+

: (68)

Onde aqui, separei os termos em vermelho e verde, por razoes que ficarao claras em breve.
Vamos analisar um a um os termos.

1. Termo em vermelho: Comecando pelo termo vermelho, perceba que podemos uti-
lizar a relacao de completeza uma vez para obter que esse termo esta relacionado ao
elemento de matriz do hamiltoniano de iteracao:

(o] [pr(0), #es ()] [y =D (el pr(0) [8) (5] F1s (1) o) +

B

= (o] @11(1) |B) (Bl pi(0) o) (69)
B

Como ja explicado, esses termos serao promediados a zero pela hipotese de que a in-
teragao é estaciondria, entao em média esse hamiltoniano deve ser nulo quando ensan-
duichado entre dois estados, pois em uma seccao futura, veremos que esse hamiltoniano
serd o produto de funcao aleatorias da posicao vezes operadores de spin.

2. Termo em verde: O termo verde, por sua vez, ¢ um pouco mais complicado, porque
temos dois comutadores, o que resultard em quatro termos dentro de uma integral,
para simplificar, chamei esses termos de A, B,C' e D.

1

3/ dt" (o [pr(t'), #1, (), #11(1)] ') =
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1 "
== dt (A+ B+C+D). (70)

Para encontrarmos os quatro termos citados anteriormente, perceba que o resultado
dos comutadores é dado por:

[[p1(t), 711 ()], Fe1s(t)] =
= pr(t)Fe,r(t')Fe17(t) — Fe17(t) pr(t)F11 (1)
=1 (¢)pr(t)Fr1(t) + Fur()F1(¢)pr(t), (71)

Assim, resta calcular o valor a partir de um bra (a| e um ket |/}, assim, obtemos que
os termos A, B,C e D sao dados por:

A = (0] (1) pr (#7601 (1) o)
= (a| #rr(t)pr(t")F11 (1) [)
C = —{a| pr(t" T (') F11 (1) |)
D = —{a|# ()T (t)pr (') o)

(72)

Por hora, vamos supor que o hamiltoniano é invariante por translacao de origem tem-
poral, ou seja, podemos fazer a transformacao t' — ¢t — 7, isso serd importante para
quando utilizarmos hamiltonianos para analisar o decaimento:

= (a| Fir(t — 7)prders(t) [)

= (a|#Hi(t)prdir(t — 7))
C = —(a| prdti(t — 7)F11(1) o)
D = — (a1 ()31 (t — 7)p1|a’)

(73)

Agora, podemos calcular os valores utilizando duas vezes a relagado de completeza da base
do espago vetorial:

A= % BZ (| #ur(t — ) |8) (Bl pr |B) (8] Fas(t) ) , (74)
B= ;ﬁz (| #es() 18) (Bl pr |B') (8| Frs(t = 7) |0, (75)
C= ; BZ (al pr8) (B1 #11(t —7) |8 (8" Fu (1) [ ) (76)
D= %ﬂz (| @6r(2) 18) (81w (t — ) 18") (5] pr ) (77)

Com isso, podemos agora sair da representacao de interagao a partir da relacdo (o] #1(t) |5) =

(] 3,(t)|8) e
A=) > (BlorB) al g6t — 1) [8) (5] e (t) |o') X

g p

15



Xexp[—i(d —a+ =)t +i(f - a)7] (78)
B=Y > (Blor8) {al@eu(t) 18) (5] 3:(t —7) ') X
5 p

X exp [—i(a' —a+ =)t +i(f — a)7] (79)

C=3 > (alpr]B) (Blae(t —7)|8") (5] (1) o) x

BB
X exp [—i(a/ — B)t —i(8 — B)7] (80)
D=3 "(Fprle)) {al (1) |8) (B3 (t — 7)|8) X
BB
X exp [—i(B' — a)t —i(8 — B)7] (81)

Agora, calculamos a média dos valores acima, para obter as fungoes de correlacao que eu
havia dito:

Gapap = (| Fo()[5) (B3 (E+ 7)), (82)

De maneira intuitiva, a funcao de correlacao, como o proprio nome diz nos mostra o
quanto um evento futuro esta atrelado a um evento do passado, logo, estd associado a
"memoria" do nosso sistema. Um processo markoviano é tal que a correlagao é zero, igual
fazemos no Random Walk, dizendo que trata-se de um bébado desmemoriado.

Além disso, ainda que o produto seja composto de termos que isoladamente, em média
valem zero, ele por si s6 nad necessariamente é nulo. Digo isso porque fiquei preso por um
tempo nessa parte.

Com tudo isso, podemos agora assumir que o tempo t é muito maior que o tempo de
correlagao 7¢, logo, como as fungoes Gy g 3 decaem a zero quando ¢t > 7¢, é possivel
calcular a integral dos termos A até D de zero & infinito sem cometer grandes erros, o
que nos permite definir, para opedarores cujas funcoes aleatorias sao reais, a parte real da
densidade espectral como sendo a transformada de Fourier de menos infinito a infinito da
funcao de correlagao:

400
Jaalggf = Gaﬁ’a/,ﬁreiWTCZT. (83)
— 00

Somente nos interessa a parte real, porque a parte imaginaria esta associada a "shifts" e
ndo a decaimentos, conforme [1].

A partir disso, podemos comparar os valores A até D e escrevé-los como funcao da
densidade espectral, sendo necessario incluir apenas os termos cujos o/ — 3" = a—f3, utilizando
aquele argumento que a funcao "sobe e desce muitas vezes" de maneira que em média é zero,
a nao ser que o expoente dé zero. Dessa forma, escreve-se:

d{alprl|a’) ,01 o) Z Z Rowgz e @8 =08 5,(0) |8, (84)

g A
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onde o coeficiente R, g ¢ dado por:

1 /
Roorpp = 2h2 [Japarg(@ = B') + Japarsi(e — B)] +

-9 o/ B! Z J’yﬂ’ya Y= 6 04,3 Z J’yﬁva Y= 5 ) (85)

Essa ¢ a chamada equacao de Redﬁeld, que permite calcular o operador densidade na rep-
resentacao de interacao a partir da densidade espectral, que por sua vez esta atrelada as
funcoes de correlacao do hamiltoniano perturbativo.

O 1ultimo passo pode ter parecido misterioso, mas na verdade é bem simples, porque G e
J estao relacionados por transformadas de Fourier, entao,

t
W = / Gaalﬁgle_i(m_n)TdT = Jaa’ﬂﬁ’ (m — n) (86)
0

Vou mostrar como obter uma parte do coeficiente de Redfield em termos das densidades
espectrais. A outra parte é um pouco mais trabalhosa, mas segue o mesmo procedimento.
Primeiro, tomemos o termo A e vamos tomar a média:

A=3"5 (8l1 |8) @l 7t — ) 18) (BT 700 o)
BB
X exp [—i(a —a+ 8 —B)t+i(8 — a)T] (87)

Perceba que surgiu a funcdo de correlacao (Gapa g ), de forma que ficamos agora com:

A=) (Bl pr|B) Gapag exp [=ia —a+ = )t +i(5 —a)r]. (88)

g A

Mas A esta dentro de uma integral em d7, o que fornecera um termo proporcional a densidade
espectral:

/Omz/mzz (81 p1 18"} Gogarsr exp [—i(al — a+ f— Bt +i(B — a)r].  (89)

s B

Considerando que possamos trocar a ordem dos somatoérios, ficamos com:

/dTA SN (Blpr |y et ot /dTGaﬁa/B/eXp[(ﬁ—a)ﬂ. (90)

B A

Finalmente, resta que

[ A= S Bl 9 g ). 1)

BB
Perceba que a equacao obtida fornece exatamente um dos termos da nossa equacao de
Redfield. Analogamente, para o termo B:
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/ arB=3""(8lp: 1) / dr (] #,(0) |B) (B 7, (t — 7) |} exp [+i(5 — a)7] X

8 B
x e ie'—atB—f)t (92)

Novamente, surge uma func¢ao de correlacao:

/dTB ZZ (B8] pr |B) e~ —a+B=E) /dTG’ 1gap €Xp [+1(8 — a)T]. (93)

B B
Logo, escrevendo em termos de uma densidade espectral,

t
478 = S 1) gl = ) (94)
0 5 B

Com isso, obtivemos os dois termos mais simples dos quatro que geram os coeficiente de
Redfield.

Continuar com os calculos nao vai trazer qualquer beneficio do ponto de vista fisico,
perceba, todavia, que até o momento, nao estd bem definido o conceito de temperatura,
isso porque estamos lidando com um hamiltoniano total dado pelo hamiltoniano de Zeeman
com um hamiltoniano perturbativo que representara uma interacao aleatéria promediada por
algum operador de spin (pode ser o acoplamento dipolar, por exemplo) vezes uma funcao
aleatéria, entre o spin e uma rede, mas falta o hamiltoniano da rede, que definiria uma
temperatura.

Como fizemos em sala, bastaria colocar tal hamiltoniano, considerar o operador densidade
separavel entre os espacos vetoriais e entao, na representacao de interacao, acrescentar o
termo do hamiltoniano da rede. Além disso, no fim, deveriamos tracar o operador densidade
total sobre o espaco vetorial da rede para obter o operador densidade reduzido do espago
dos spins.

Dessa forma, terfamos uma temperatura bem definida. Dito isso, vamos agora verificar
como valores esperados possuem equacoes muito similares as equacoes de Bloch e entao,
calcular o processo de relaxacao para uma familia especifica de hamiltonianos que incluem
a interacao dipolar.

Suponha que desejamos calcular (U] I, |U), com j = 1,2, 3, entdo, como j4 vimos anteri-
ormente,

(| 1; [W) = Tr{pL;} = > (alpl;|a) (95)
Mas, utilizando a relacao de completeza, podemos escrever:

(UL |0) =Te{pL} =) > (alpl) (] ;]o) (96)

Derivando ambos os lados, obtemos:

-y L2 )1, o (o7)
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,Z‘(a/,

Mas, (o pr |y =€ )t (a| p|a’), portanto, a derivada temporal fica:

d{alprla’)
dt
Utilizando agora a equacao de Bloch-Redfield, obtemos:

(a—at !
_ Z(CY . O/) <Oé’pl ‘O/> _|_ez(afo¢ )t <Oé|d/t)‘a>

d{alpla’)
dt

+D > Raass (Bl 1) e, (99)

g A

=i(a—a)(alpla) +

Ou seja,

ZZZZ{M@WM

a/ B Bl
+Raaps (Bl p|5) 6“6”‘/”} (@' I ]a) (100)

Note que a equacao obtida é semelhante a uma equacao de Bloch que obtivemos durante
o curso para Optica. Pode nao parecer por hora, mas trata-se de um conjunto de equacoes
diferenciais acopladas, visto que para obter (I,), por exemplo, vamos precisar de (I,) e (I,),
como veremos logo abaixo.

3 Relaxacao

3.1 Obtendo as equacoes de Bloch

Vamos agora exemplificar o processo de relaxacao de spins utilizando como hamiltoniano:
I = FHo + Hyeqe + 1, (101)

onde #y = —vhByl, ¢ o hamiltoniano Zeeman usual, #,.4. ¢ nosso hamiltoniano da rede,
para que a temperatura esteja bem definida, e #; é ohamiltoniano de acoplamento spin-
rede. Perceba que o fenomeno da relaxacao estda sendo simulado com uma interacao entre
uma rede que produz campos magnéticos locais aleatérios flutuantes e o spin, no lugar de
uma interacao direta entre spins. Ainda assim, como veremos, podemos utilizar a interacao
dipolar como uma das formas de modelar essa interacao entre spin e rede.

= —7712 HO )9, (102)

onde H9(t) é uma funcio aleatéria real e 1@ ¢ um operador do espaco dos spins.
Os elementos de matriz e a densidade espectral, sao dadas por:

(al @6 o) = —yh Yy HO(t) (o IV]a’) (103)
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1 /
s dasas =7" )Y (ol 19 |8) (810 a’) X

q q

1 [+

X3 H@ () H@) (t + 7)™ dT, (104)

— 00

seguindo a notagao dos livros que usei como referéncia [1, 4], o termo da integral é uma
densidade espectral real denominada ki, (w).

Suponha que os movimentos aleatérios representados pelas funcoes H@(t) sejam tais
que se ¢ # ¢, entao a funcao correlacao delas é zero, ou seja, os movimentos nao sao
correlacionados (sdo independentes portanto).

Temos, portanto,

1
asas =10 3 (@l 19 [8) (3119 |o') (105)
q

Como vimos na equagao (2.3), precisamos dos coeficiente de Redfield e do valor

S5 7 (ol [Trreacdp}. 8] o) (o] 1 o)

Defina Tr,eqe{p} = pe (af [p, #o] |&/) = [p, #Fo]aa - Calculemos o primeiro termo necessério:
1
>3 5 p Folae (/] 1 ) = Tr{(p8t — Gtp)1,} =

= Te{p#oI, — pl,.Fo} = Tr{p[#o, I.]}. (106)
Perceba que Tr{ ABC} = Tr{ BC A}. Para mostrar isso, basta inserir a relagao de completeza:

Tr{ABC} = ZXB:Z@\AW (BI B ly) (7] C'|ex) - (107)
o v
Como agora tudo tornou-se nimero, podemos alterar a ordem:
Tr{ABC} = ZXB:ZWBM (v Cla) (a] A[B) . (108)
o g
Perceba que

Te{ABC}=> > "> (B|Bly) (7| Cla) (o] A|8) = > (8| BCA|B), (109)
a B v

B

que é, por defini¢ao, Tr{ BC A}, como queriamos mostrar.
Com isso,

2.0 %[p, Holaor (0| I o) = Te{—p[I3, 1]}, (110)
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Mas, [‘[37-[7"] = 637”ka7 1Og07
Tr{—~vBop[ls, I;|} = —vBoes Tr{pli} = —vBoesri (Ix) (111)

Esse termo representa o torque devido ao campo magnético By, e pode ser escrito como um
produto vetorial na direcdo r: v{(I) A Bo}r

Resta agora calcular o coeficiente de Redfield. O truque para obter esse coeficiente é
utilizar a relagao de completeza repetidas vezes. Veja o primeiro termo por exemplo:

1
>~ g asern (e = 8) (Bl p18) (| o). (112)

q,0...

utilizando o que obtivemos para a densidade espectral, temos

> al 1D B) (B I ) k(e — B) (Bl p|B') X
q,Q,...
X (/| 1] (113)

como os termos ensanduichados sao constantes, basta rearranjar até obter uma relacao de
completeza

goun

X (o' = "), (114)

Temos varias relacoes de completeza, o que nos permite escrever:

Z V(] 1@ ) (| Ij](Q)P |8') Figq X
q’a/MBl
X(a' = 5), (115)

Fazendo o mesmo para os outros termos, conforme [1], obtemos que o segundo termo
necessario vale:

> P BHD ) (al [[1;, 19, p] |8) tigg( = B), (116)

g8

Fazendo j = 3 = z, obtemos, utilizando as regras de selecao e as expressoes acima:
S NS Rawss (Bl 18 € o Ly a) =
a o B p
= —? (Kzw + kyy) (12) (117)
Ou seja, para I., obtemos uma equacao de Bloch:

W) () + D A B, (118)
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onde T3 é o tempo de relaxacao spin-rede, ou tempo de termalizacao e vale:

1

7o =7 U (0) + oy (w0)) (119)
Para obter 75, ou tempo de relaxacao transversal, ou tempo de relaxacao spin-spin, basta

fazer o mesmo, mas agora para (I,.).

Os calculos sao similares e o resultado segue conforme [1, 4]:

d{I,) 1 -
=——(1 I)\NB 12
St = = (1) +9{(D) A ol (120)
onde temos agora que
1
= 7 (kyy(wo) + ks (0))) (121)

Essas sao as equacoes de Bloch para RMN, com os tempos de relaxacao caracteristicos.

Perceba que nao foi especificado o hamiltoniano que gera a relaxacao, dessa maneira, o
valor desses tempos dependem de cada caso, na RMN, existem diversos tipos de interacao
entre spin, como o acoplamento dipolar, o acoplamento quadrupolar, o desvio quimico, etc,
ou seja, para cada experimento, seria necessario realizar um estudo mais detalhado das
interagoes e suas ordens de magnitude, para verificar quais realmente devem ser levadas em
conta e quais podem ser desprezadas.

3.2 Interacao Dipolar

No caso de spins 1/2 com alta abundéancia natural, como os niicleos de 'H, a interagao
dipolar homonuclear, quando presente, predomina. Assim, nessa se¢ao apresenta-se um breve
descricao da interacao dipolar homonuclear e descreve-se o seu efeito no sinal de RMN.

Classicamente, a energia de dois dipolos magnéticos é dada por, [2]:

2 (G- o) ™ = 3 (i - 7) (- 7)) (122)

Quanticamente, o acoplamento dipolar de dois spins I e S é dado por,

_ toyrysh®
43

Hp [A+B+C+D+E+F] (123)

onde os termos A, B,C, D, E e F sao descritos em [5].

Na presenca de um campo magnético externo B, os termos C, D, E e F podem ser
desprezados, desde que aquele esse seja suficientemente forte, restando que o acoplamento
dipolar homonuclear pode ser descrito, em coordenadas esféricas, pelo hamiltoniano

72 1
Hp = B0 (300520 — 1) |1.S, — 5 (1S, = 1,8,)| . (124)

4qrp3

Na base de autovetores de Hp, percebe-se que, enquanto o termo A atua em todos os estados,
o temo B s6 atua nos mistos (|af) e |Sa)).
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Para um conjunto de N spins interagentes, deve-se considerar N termos similares ao
estudado na equagao acima, de forma que cada termo terd um 6;;, o qual representa o
angulo entre os vetores internucleares conectando os nicleos associados ¢ e j, indicando que
a interacao dipolar depende da orientacao dos spins.

Com isso em mente, vamos utilizar o formalismo de Redfield para tentar modelar a
interacao dipolar em liquidos, com nossos operadores sendo produto de funcoes aleatorias
com os operadores de spin descritos

Para isso, podemos escolher um conjunto de operadores e suas funcoes aleatorias, con-
forme fizemos anteriormente, mas agora, os operadores nao sao lineares nos operadores de
spin, mas sim, produtos de operadores de spin que descrevem o ABCdario dipolar [4]

h2
HO(t) = HOTIST (300520 1)

4{77"3
10 — [IZSZ LS, 1,S)
2 /o2 ~2i¢
HO() = ,uwm?h sin (9) e
473 73 (125)

I(l) - _[ZS+ + -[—l-Sz

poyrysh? (sin (9) cos () e~
HE(1) = 047Ir7:Z ( 73

1
[(2) - §[+S+

\

Ainda que parte dos calculos anteriores poderiam ser aproveitados, mais especificamente,
a parte que fornece o torque nos spins, os comutadores [I;, ] (‘1)] que sao utilizados para
calcular a segunda parte (que fornece a relaxagio), nao sdo mais iguais, logo, seria necessario
calcular para cada um dos 3 o valor desse comutador.

Além disso, para uma analise mais geral, seria necessario também analisar o caso em que
as coordenadas sao correlacionadas, de forma que novos temos surgiriam proporcionais as
densidades espectrais associadas as funcoes de correlacio entre H@ e H@) com ¢ # ¢

O resultado para os valores de T} e T, do caso dipolar homonuclear e heteronuclear,
podem ser encontrados em [4].

3.3 Medindo 75 experimentalmente

Como vimos, a precessao de spins estd sujeita a inomogeneidades do campo magnético,
sejam elas estaticas, por exemplo devido a inomogeneidades do campo externo aplicado,
ou dinamicas, por exemplo, devido as interacoes entre os spins nucleares a temperaturas
finitas. Tais inomogeneidades e interacoes geram alteracoes da frequéncia de precessao e,
portanto, eventual perda da coeréncia da magnetizacao de um conjunto de spins. No caso
das inomogeneidades estaticas, essa perda de coeréncia pode ser superada por meio de uma
sequéncia de pulsos que geram os chamados ecos de spin. Descoberto por Hahn [6], os ecos
de spins eram inicialmente realizados a partir de um sequéncia de pulsos de 90°, atualmente,
todavia, a sequéncia de pulsos foi modificada, como mostra a figura 3 ja que o resultado
anterior refocalizava apenas 50% da magnetizacao do plano xy resultante do primeiro pulso
de 90.
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Figure 3: Sequéncia de pulsos que geram o eco de spin com tempo ao eco t.

Teoricamente, supondo spins isolados, temos:

1. Conjunto de pulsos escrito como um operador:

E = exp {— ZS%WT] exp [—ZS%MTl(‘Xp {—Zgiﬁ} (126)

2. Utilizando o hamiltoniano de Zeeman, p, x 03, descreve-se a evolugao tem-
poral:

p(27) = E'5E. (127)
3. Aplicando o pulso de 90:
101 T 101 T
exp{ i :|03€XI) {— Ji } = —0y. (128)

4. Esperando t = 7:

S /S :
exp {Z WT} 096X {—Z th] = — cos (wT) o9 + sin (wT) 07. (129)
5. Aplicando o pulso de 180:
(cos (wT) o9 — sin (wT) 01) = —cos (wT) o9 — sin (wT) 0.
(130)

6. Esperando t = 7:

15,07 . 1S,WT
exp | —— (— cos (wT) o9 — sin (wT) o1) exp | — - — oy
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Em situacoes reais o sinal de eco nao é exatamente igual ao sinal original, apresentando
um decaimento caracteristico, conforme mostrado na figura 3. Isso ocorre, porque, como
vimos, as interagoes entre os spins nucleares geram campos magnéticos locais que flutuam
aleatoriamente no tempo. Uma vez que a formacao dos ecos de spins pressupdoem inomo-
geneidades estaticas dos campos magnéticos, a perda de coeréncia induzida pelas interagoes
entre os spins nucleares nao pode ser recuperada, o que provoca o decaimento do sinal de
eco. Esse decaimento obedece a lei exponencial com tempo caracteristico 75.

Uma das aplicacoes da ideia fundamental dos ecos de spin é a sequéncia de pulsos CPMG,
na qual uma série de pulsos 7 sucedem o pulso 7 de forma que o primeiro esteja espagado
do pulso de 7 por meio tempo ao eco e os demais por um tempo ao eco, conforme a figura 4.

90° 180° 180" 180° 180° 180"
RF-  RF- RF- RF- RF- RF-
pulse  pulse pulse pulse pulse pulse

transmitter

time

TE TE TE TE

receiver

time

TE ‘

Figure 4: Sequéncia de pulsos e sinal detectado em um experimento CPMG, retirado de [7].

Com a aquisicao da intensidade dos picos dos ecos gerados, obtém-se uma curva que
depende dos tempos de relaxacao T, presentes. Isso permite por meio de uma inversao de
Laplace, obter a distribuigao do tempo de relaxacao 75 de uma amostra.

4 Conclusoes

Pode-se obter as equagoes de Bloch para a ressonanica magnética nuclear sem a necessi-
dade de incluir os tempos de relaxacao transversal e de termalizacao, como ¢ feito em muitos
livros (hipotese ad hoc). Para isso, desenvolveu-se com o conhecimento obtido com o curso
um formalismo de operador densidade que permite calcular com relativa facilidade os valores
esperados, nos quais os termos aparecem em equacoes muito similares as equacoes de Bloch.
Verifica-se que o hamiltoniano dipolar para liquidos se encaixa nos requisitos necessarios para
calcular os tempos de relaxacao T} e T por ele gerados, o que eu pretendo fazer em breve.
Além disso, percebemos que o hamiltoniano da rede é crucial para definicao da temperatura
do sistema, ainda que sua auséncia possa ser considerada desde que tratamos o hamiltoniano
de acoplamento como uma perturbacao e nunca busquemos saber sobre temperatura, o que
é um modelo mediocre.
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Apéndices
A Demonstracoes das propriedades das matrizes de Pauli
1. [04,04] = 2i€;jkoy,

Proof. Perceba que se i = j, ent@o € notorio que [o;, 0;] = 0, além disso, como [0;, 0] =
o,0j—0j0; = —(0j0,—0,05) = —[0;, 0;], resta calcular trés comutadores: [0y, 03], [07, 03]
e [o2, 03], 0s quais valem, respectivamente,

o= (10) (0 0) =0 0) (o) -
S R B RS I

) _
O R R R
- )



(1) (0 0)=(a §) =2 150

2. {O'Z',O'j} = 20

Proof. Aqui, usa-se que {A, B} = AB+ BA. Perceba que se ¢ = j, entao é notorio que
04, 0;] = 20,0, = I, além disso, como {0;,0;} = 0,0, + 00, = {0}, 0,}, resta calcular
trés comutadores: {01,052}, {01,035} e {09, 03}, mas, utilizando os célculos realizados
na etapa anterior, somando ao invés de subtrair, pode-se ver que {oy,02} = {071,03} =
{0'2, 0'3} =0. O

3. (3 0)(G W) =¥ 0+ io - (TA D)

(%1
Proof. Da definicao de ¢ -7 = Z?Zl o, com U = [ vy |, temos que
U3
3 n
(0-0)(d W) = Z 0000, (135)
=1 j5=1
Usando que
{A,B}+[A,B] = AB+ BA+ AB — BA =2AB, (136)
temos que 0,05 = 1 ([0y,05] + {04, 0;}). Portanto,
3 n 1
(0_” 17 222 Uzao'j +{0270]}) viw; =
=1 j=1
3 n
=) (oweijn + i) viw;. (137)
=1 j=1
Das definicoes ¥ - @ = Z?:l Zle dijviw; e o - (TAW) = ZZ ) ZZ | €ijk VW, 0, Testa
que (¢ - V)(0 - W) = V- W+ io - (TAW). O
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