Prova de que os termos em 1> que sao proporcionais a cy formam uma solucao
proporcional a y; no caso em que 71 — 1o = N € Z
Consideremos o caso em que

rE—"rTrg = N e Z.

Por que vamos encontrar que cy € indeterminado? Para responder essa questao, vamos notar o procedimento de Frobenius
para esse caso. Temos a equacao diferencial

Ly(z) = 0,
com
d? d
L = — — .
P (@) o+ ()
O ansatz que usamos é
y2 = boyiInz + 2" Z cna”,
n=0

com ¢y = 1 quando escolhemos ag (1) = 1. Primeiro, vamos considerar a situacio em que temos

y(ryz) = boyrlnz+a” Z e (r) ™.

n=0

Depois vamos fazer r — r9 e ver o que isso acarreta como consequéncia para cy (r). O procedimento de Frobenius, antes
de tomar o limite em que r — ry, é substituir esse ansatz na equacao:

Ly(r,z) = 0.

O resultado da

boL (y1Inz) + L <$T Z en (1) a:") = 0. (1)

n=0

Para entender o que acontece agora, vamos rever o que fizemos nas aulas 21 e 22

Revisao das aulas 21 e 22
O primeiro passo foi usar o ansatz basico,

y(ra) = 2"y an(r)a,
n=0

substituido na equagao diferencial. Entdo, vamos querer calcular Ly (r,x) e, s6 depois, igualar a zero. Isso foi o que
fizemos nas aulas 21 e 22. Antes, porém, usamos também as séries:

00
rp (Z‘) = Z pnxn
n=0



() = D gna”
n=0
Ai, obtivemos um resultado que ficou assim
n—1
Ly(r,z) = F(r) )x —I—Z (r+mn)ay (T)+Z[(j+r)pn_j+qn_j]aj (r) p a7,
j=0
onde definimos
F(r) = r(r—1)+por+ qo.
J& podemos tomar ag (r) = 1, obtendo:
n—1
Ly(rz) = Fra + Z (r+m)an (1) + D0 [G+7) g + qngla; () p 2™+ (2)
j=0

Nas aulas 21 e 22, ja impusemos que esse resultado fosse igual a zero e depois analisamos o resultado. Isso é tudo que
fizemos naquelas aulas. Fim da revisao das aulas 21 ¢ 22. H
Agora que fizemos a revisdo das aulas 21 e 22, notemos o que temos acima, na Eq. (1) de agora. Queremos encontrar

L (xr Z;Jcn (r) x”) .

Exceto pelo fato de que agora temos ¢, (r) como os nomes de nossos coeficientes, com ¢q (r) = 1, como ja discutimos
anteriormente, estamos fazendo exatamente o que fizemos nas aulas 21 e 22. Podemos, portanto, usar a propria Eq. (2)
da revisdo, substituida na nossa Eq. (1) de agora, s6 trocando os a,, (r) pelos nossos ¢, (r) de agora e obtemos:

n—1

boL (y1 Inz) + F (r) 2" +Z (r+n)en (1) + D (G +7) pay + gl s (r) p 2™ = 0.
=0

Queremos agora tomar o limite dessa equacao em que r — r9. O resultado da

] n—1
boL (y1Inx) + F (ro) 2™ + Z F(ro+n)e, (ra) + Z [(J +72) Pneyj + Gn—jl c; (r2) p 2™t = 0.
n=1 =0
Como r9 é uma das raizes, temos F (ry) = 0. Entéo,
e’} n—1
boL(yiina)+ > S F(ratn)en+ Y [(G+72)pnj+anjle; pa™™ = 0,
n=1 7=0

onde, para simplificar, ja estamos escrevendo ¢, = ¢, (r2) .



Também precisamos escrever L (y; Inz). Entao, notemos que

1
%(yllnx) = y’llnerEyl.
Também,
d? d d (1
L1 - Y a (L
i) = & Gima)+ 5 (G0
2 1
_ a2 S .
yine+ —yi — —un
Logo,
d? d
L(yiInz) = @(yllnx)w(-r)%(yllnw)w(w)yllnx
I 2 A 1 A 1
= yrhe+ )~y +p (@) (yne+ -y ) +q(@)ylne
2 1 1
= Wi+r@y+a@plhet -y - S +p@) —n
20 L )
= y - = z) —y1.
.Tyl xgyl p myl
Mas,
n=0
e
yll — Z(n_i_rl)anInerfl.
n=0
Entao,
o0
£(y11nx) — 22(”4—7‘1)&”3}”_‘—“_2 Za xn+r1 2+p Za xn—‘—m 1
= n=0
Como
> pma”
m=0
segue que

L(yl lnx = i n+r1 gt 2 Za gntri— 2+Z Zp an pmntri— 2

n=0m=0

Vemos que essa série toda comeca com a poténcia mais baixa x™ ~2. Podemos escrever:

L(yilnz) = Zénx”Jr“*Q.



Aqui, quando escolhemos ag = 1, porque ja resolvemos v, temos todos os coeficientes a,, e, portanto, todos os coeficientes
¢, ficam determinados. Voltando & série y9, ficamos com

o] [e] n—1
bo > bz TR S F (ra+n)en+ Y[+ 72) Paej + Gnglej p 2™ = 0.
n=0 n=1 7=0
Dividimos tudo por 2" e obtemos:
0o 00 n—1
bo D laa™ TR Y O F (k) ent D [T P gl e pat = 0.
n=0 n=1 7=0
Como r; —rg = N, segue que
o) 0o n—1
bo Z Z"zn+N72 + Z F (TQ + n) Cn t+ Z [(] + T2)pn—j + qn—j] Cj " = 0.
n=0 n=1 7=0
Como
oo oo
Zéan_Q = LoV T2 0N 4 Zﬁnx”"’N_Q
n=0 n=2
oo
= KoxN_2 + leN—l =+ Z €n+2$n+N,
n=0
podemos escrever:
o] o] n—1
bonZ‘N72 + b0€1$N71 + bo Z fn+2l‘n+N + Z F (’I”Q + Tl) Cp + Z [(j + ’I“g)pn_j + Qn—j] Cj " = 0.
n=0 n=1 7=0
Podemos quebrar em dois pedacos essa equacao:
N-1 n—1
bogol'N_Z + boell'N_l + Z F (7‘2 + TL) Cp, + Z [(] + rg)pn,j + anj] Cj .%‘n = 0
n=1 7=0
e
o) 00 n—1
bo Zﬁ,L+2z”+N + Z F(ry+n)cy, + Z [(J +72)Pn—j + au-jlcj pz™ = 0.
n=0 n=N 7=0
O primeiro pedaco vai dar todos os coeficientes ¢, paran =1,..., N —1 em termos de by € ¢g = 1. O segundo pedaco vai
dar
e} n—1
S SF(ra+n)en+ > (G +72)pnej + dnjl¢j + boln-ni2 pa” = 0.
n=N j=0



A formula de recorréncia, portanto, para n > N, fica

n—1

F(ro+n)en = =Y [(G472)Pnj+ njl¢; — boln_n12.
j=0

Ja temos, em termos de by e ¢y = 1, todos os ¢,, paran = 1,2,..., N — 1, usando o pedago anterior. Quando n = N,
segue que

N—-1

F(rs+N)en = =) [(j+72)pa—j+ an—j]c; — bolo.

j=0

Mas,
F(ro+N) = F(r)
0.

Essa equacao, portanto, vai dar uma equacao envolvendo by, caso ainda nao tenha sido determinado pela auto-consisténcia
do primeiro pedago. E vemos que ¢y pode ser qualquer valor e é, portanto, uma constante arbitraria. A partir desse valor
de n, os demais c,, com n > N, vao ser determinados pelos valores anteriores, inclusive pelo valor escolhido de cy .

Vamos olhar agora todos os termos que sdo proporcionais a cy. Consideremos o caso n = N + 1. A formula de
recorréncia fica:

N
F(ra+N+1)envpr = =Y [(G+72) Py +aniigle; —bols.
j=0

Vamos dividir agora cada c¢,, para n > N, em dois pedagos: um que é proporcional a cy, que vamos chamar de d,, e
outro que nao é proporcional a ¢y, que vamos chamar de g,. Nesse caso, temos:

F(ri+1)dnyr = —(ripr+aq)en.
Vamos certamente ter, entao,
CN+1 = dN41+ gN+1-
Para n = N + 2, obtemos:
N1
F(ri+2ente = — 3 [(G+72)pyia—j + anvra—j]cj — bola.
j=0
Entao,
N+1
F(ri+2)dyye = — Y [(j+72)pnra—j +aniz—jd;,
=N

ja que dy41 € proporcional a cpy. Verifiquemos agora o caso n = N + 3. A féormula de recorréncia agora fica:

N+2

F(Tz + N + 3) CN43 = — Z [(] + TQ)pN+3_j + qN+3_j] cj — bols.
5=0



Com isso,

N+2

F(ri+3)dvys = — > [(i+72)pnis—y +anis—jldj,
j=N

ja que dy41 e dy2 sao proporcionais a c¢y. Em geral, portanto, podemos estabelecer a férmula de recorréncia para toda
a série que é proporcional a cy. Logo, obtemos, com a inferéncia dos resultados acima, que

N+n—1

+

F(ri+n)dvg, = — [(J +72) PN4n—j + ANfn—j] d;

[\

|
—

= - [+ N+7r2)pn—j+ Gn—jldnyjs
J

Il
=]

onde fizemos j — j + N na soma. Vamos definir, entdo os coeficientes:

an = dNin-
Nesse caso, nossa formula de recorréncia acima da
n—1
F(ri+n)a, = - Z [(J +71) Pn—j + qn—j] ;.
Jj=0

Mas, esse resultado é exatamente aquele que obtemos para a primeira solucao. Para ver que isso é verdade, olhemos para
a Eq. (2) da revisdo. Basta fazer r — r; nessa equagdo e impor que cada coeficiente de ™+ seja nulo para obermos:

n—1

F(ri+n)an(r) = =Y [(G+71)Paj +dn-jla; (r1).
=0

Logo, mostramos que os termos em yo que forem proporcionais a ¢y formam a série cyy;, com ag = 1.



