Método de Frobenius

Vamos continuar nossa investigacao teérica do método de Frobenius. Consideremos a equacao diferencial
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com pg e qo nimeros finitos e, além disso, com xp(z) e x2q(x) fungdes analiticas em zp = 0. Entdo, como vimos
anteriormente,
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Vamos agora considerar o ansatz de Frobenius, propondo uma solucao da equagao diferencial da seguinte forma:
o0
y = a” Z anx"
n=0

00
2 anxn—i-r’
n=0

onde ag # 0, ja que no limite em que z — 0 a equacao dada se aproxima da equacao de Euler e r ser4 uma das raizes da
equagao indicial, como veremos a seguir. Calculemos as derivadas de y :
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Substituindo nossos resultados na equacgao diferencial dada, obtemos:
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onde multiplicamos tudo por x”. Vamos agora usar as séries de Taylor de xp (x) e z2q () :
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A seguir reescrevemos esta equacio colecionando os termos em ordem crescente de poténcias de z :
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isto é,
[r(r —1) 4+ por + qo) aoz”
+[(r +1)rai +po (r + 1) a1 + pirag + goar + qrag) z"+*
+(r+2)(r+1)az+po(r+2)as+pi(r+1)a

+parag + qoas + qray + quaglz™ T +... = 0. (2)
Vamos seguir o livro-texto e definir
F(r) = r(r—1)+por+qo, (3)
de modo que
F(r+1) = r(r+1)+p(r+1)+q
e
F(r+2) = (r+1)(r+2)+p(r+2)+q.

Notando estas quantidades na Eq. (2), temos:
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Como encontramos o coeficiente de "™, que o livro-texto mostra? Para responder esta questio, notemos primeiro o
seguinte:
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que aparece na Eq. (1). Note que podemos reescrever este resultado assim:
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onde
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é a chamada delta de Kronecker.
Podemos ainda escrever:
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De forma analoga, tomamos também
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da Eq. (1). Assim,
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Substituindo as Eqgs. (4) e (5) na Eq. (1), obtemos:
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ou ainda,
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seguindo o que o livro-texto faz. Entao, notando a Eq. (3), vem:
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