Solugao em série de poténcias em torno de um ponto ordinario

Agora vamos ver por que o método acima funcionou no caso do oscilador harmoénico. Considere uma equagao da seguinte

forma:
d*y dy

com y = y (z) . Suponha que, em torno de um ponto xg, temos

p(r) = ggg
e
q(z) = ﬁg;

como sendo duas fungoes analiticas, isto é, as séries de Taylor para p (x) e ¢ (x) existem em um intervalo em torno de z.
Um tal ponto zy é chamado de ponto ordinario. No entanto, se pelo menos uma destas fun¢oes nao for analitica no ponto
Z(, entao este ponto é dito singular. Logo, supondo x( ordinério, sabemos que podemos escrever:
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onde p™ (o) e ¢ (x0) sdo as n — ésimas derivadas de p (z) e ¢ (z) calculadas em x( e nossa notacio é tal que

P9 (x0) = plao)

CI(O) (xo) = q(=o)-

Agora suponha que, de fato, temos uma solucao analitica para y em torno de xg, isto é, exite uma func¢io analitica
¢ () analitica em torno de xz( tal que, entdo,
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Agora perguntamos se é possivel, usando a equagao diferencial dada, encontrar todos os coeficientes a,,. Na verdade, temos
que supor que temos duas condicOes iniciais para nossa equacao diferencial ordinaria de segunda ordem e, portanto, seja:

y(zo) = %o

yW (z0) =

Note que poderiamos deixar sem especificar yo e y;, e tomé-las como constantes arbitrarias. Mas, para poder tornar nossa
compreensao mais concreta, vamos supor que temos nimeros dados para essas condigoes iniciais.
Das duas condigoes iniciais, podemos ja determinar as duas constantes ag € a1, ja que
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Para achar as, precisamos calcular
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ou seja, precisamos de ¢(2) (z0) . Mas este valor nos encotramos usando a propria equacao diferencial:

d?y dy
P(x)@ —i—Q(m)%—FR(:c)y = 0,
isto é,
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ou seja,

¢ (2) +p(2) ¢V (@) + q(2) 9@ (2) = 0,
para todo x no intervalo onde hé solucdo em torno de xy. Vemos que, entao,
¢ (x) = —p()o" (@) —q(2) ¢ (2)
e, portanto,

¢P (z0) = —p(x0) o™ (z0) — q(20) ¢V (20)
= —p(zo)yo — q(20) Yo
= —p(x0) a1 — q(xo) ao.



Vemos, assim, que a equagao diferencial forneceu, sem problemas, as, isto é,
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Podemos também calcular ag usando a equagao diferencial dada? Sim, claro, bastando para isso tomar a derivada de

¢ (x) = —p(@)o" (2) —q(2) 0O (),
que dé
oW (x) = —pW (2) M (@) —p(2)6® () — ¢ (2) ¢ (2) — g () 6!V ().
Logo,
¢ (wo) = —p (w0) ¢ (wo) — p (w0) ¢ (w0) — ¢V (20) ¢ (x0) — ¢ (w0) ) (o)

= —[p™" (m0) +¢ (mo)} ¢ (z0) — ¢V (20) ¢ (w0) — p (o) ) (w0) ,

que podemos calcular explicitamente em termos de ag, a; € ao, ja calculadas acima, e das derivadas de p e ¢ calculadas
em xg que, como vimos, todas existem, dada nossa hipdtese de que essas fungoes sdo analiticas em xy. Podemos agora
continuar fazendo derivadas e calculando todos os infinitos coeficientes a.,. Fica claro que, de fato, obteremos duas solucoes,
uma multiplicada por ag e outra multiplicada por a;. Para ver isso, basta notar que os préximos a,, serao sempre dados
em termos dos anteriores e, no fim, s6 ficam ag e a; independentes.

A conclusdo de nossa argumentacdo acima é que, de fato, se houver uma solucdo analitica para a equacao diferencial
dada em torno de zq, entao essa solucao pode ser escrita como uma série

oo
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= aoy1 (7) +a1y2 (7),

onde y; e yo sao duas séries de poténcias que também convergem em torno de xy. Vamos ver agora que y; € yo formam
um conjunto fundamental de solugoes. Para isso, veja que

y = a0+a1(x—xo)+a2($—m0)2+a3(x—x0)3+...
e, como ja vimos acima,
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Com isso tudo, teremos, portanto,
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ou seja,
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ran{ (o= an) = 20 - a0)? = § [0 w0) + 1 00) = 22 )] (@ = 0" .}
Assim,
@ = 1= 10 g e g ) — o) (a0)] (@ - o) +
p@ = @-ro)~ 29 (o a0)? — L0 (a0) + g (o) — 2 (w0)] (2 0)° ..

Agora tudo o que temos a fazer é calcular o Wronskiano em xy. Note que
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Logo,
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O Wronskiano déa, entao,

Wl wel () = o (w0) S50 0)

= 14£0.

Temos, portanto, que y; e yo formam um conjunto fundamental de solugoes da equagdo homogénea dada.
Em resumo, tendo uma equagcao
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analiticas em um ponto xg, basta substituir na equacao diferencial dada
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e encontrar todos os coeficientes a, com n > 2 em funcao de ag e a; e obteremos a solucio geral em forma de série de
poténcias da equacao diferencial dada. Ai, é claro, o raio de convergéncia podera ser determinado usando o teste da razao
revisto acima.



