A série de Maclaurin

Vamos ver como uma série de poténcias pode ser deduzida da integral de uma func¢ao continua e diferenciavel com derivadas
continuas e diferenciaveis. Seja f (z) uma dessas fung¢oes bem comportadas (suaves). Vamos agora tomar um valor z e
deixé-lo fixo, sem variagdo alguma. Vamos também definir uma fungao g (¢) tal que

com z fixo, mas que pode ser escolhido arbitrariamente. Sabemos que

/Ozg'u)dt — g(x)—g(0).

Vamos fazer uma integracao por partes. Para isso, escolhamos:

u = g'(t)
e
dv = dt
Portanto,
du = g¢"(t)dt
e
v =t

Com isso, a integral fica

Usando o resultado acima,

concluimos que

e, portanto,



Vamos repetir a integragao por partes, mas agora para a nova integral que apareceu:
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com
u = g"(t)
e
dv = tdt.
Logo,
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Substituindo de volta em

t) tdt,

obtemos:
x? T2
90) = 9@ g @erg @Y - [ Gar@a
0

Ja vai ficando fécil de concluir o que vai acontecer se continuarmos. Por exemplo, é facil verificar que também vamos ter:
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Portanto,
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Para um namero qualquer de termos na soma, podemos escrever:
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Agora, notemos que aparece uma série de poténcias até N somada com um resto, dado por

th N+1
Ry = /Oﬁg( (1) dt.

Ai podemos usar uma versao do teorema do valor médio e dizer que existe um namero & entre 0 e z tal que

Rn

x tN *
o nidt

g™ (¢)

Entao, como
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podemos escrever
2N+
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Quando existir um ntmero real finito M > 0 tal que, para todo N, vale a desigualdade
g™ @) < M

segue que
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Esta é a forma de Lagrange do resto. Nesse caso, a série acima converge (e vocé pode verificar) e podemos escrever:

TORS WEAIEES
Como vimos,
g = Fla—t
e, portanto,
O = (1 ).
Assim,
10 = f@
:
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Logo, a série acima pode ser também escrita como
S ) ()
x) = (0 .
o = 305

Esta é chamada de série de Maclaurin. Quando trocamos a variavel x tal que
r = y—a

podemos escrever:

= n!
S6 que agora, vamos definir uma nova funcao assim:
h(y) = fly—a)
Com isso,
h(a) = [f(0)
Portanto, a série agora fica
hw = 3 gy
n=0

Esta é a chamada série de Taylor.



