
A série de Maclaurin

Vamos ver como uma série de potências pode ser deduzida da integral de uma função contínua e diferenciável com derivadas
contínuas e diferenciáveis. Seja f (x) uma dessas funções bem comportadas (suaves). Vamos agora tomar um valor x e
deixá-lo �xo, sem variação alguma. Vamos também de�nir uma função g (t) tal que

g (t) = f (x− t) ,

com x �xo, mas que pode ser escolhido arbitrariamente. Sabemos que

ˆ x

0

g′ (t) dt = g (x)− g (0) .

Vamos fazer uma integração por partes. Para isso, escolhamos:

u = g′ (t)

e

dv = dt.

Portanto,

du = g′′ (t) dt

e

v = t.

Com isso, a integral �ca

ˆ x

0

g′ (t) dt = g′ (t) t|x0 −
ˆ x

0

tg′′ (t) dt

= g′ (x)x−
ˆ x

0

g′′ (t) tdt.

Usando o resultado acima,

ˆ x

0

g′ (t) dt = g (x)− g (0) ,

concluímos que

g (x)− g (0) = g′ (x)x−
ˆ x

0

g′′ (t) tdt

e, portanto,

g (0) = g (x)− g′ (x)x+

ˆ x

0

g′′ (t) tdt.
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Vamos repetir a integração por partes, mas agora para a nova integral que apareceu:

ˆ x

0

g′′ (t) tdt =

ˆ x

0

udv

= uv|x0 −
ˆ x

0

vdu,

com

u = g′′ (t)

e

dv = tdt.

Logo,

ˆ x

0

g′′ (t) tdt = g′′ (t)
t2

2

∣∣∣∣x
0

−
ˆ x

0

t2

2
g′′′ (t) dt

= g′′ (x)
x2

2
−
ˆ x

0

t2

2
g′′′ (t) dt.

Substituindo de volta em

g (0) = g (x)− g′ (x)x+

ˆ x

0

g′′ (t) tdt,

obtemos:

g (0) = g (x)− g′ (x)x+ g′′ (x)
x2

2
−
ˆ x

0

t2

2
g′′′ (t) dt.

Já vai �cando fácil de concluir o que vai acontecer se continuarmos. Por exemplo, é fácil veri�car que também vamos ter:

ˆ x

0

t2

2
g′′′ (t) dt = g′′′ (x)

t3

3!
−
ˆ x

0

t3

3!
g(4) (t) dt.

Portanto,

g (0) = g (x)− g′ (x)x+ g′′ (x)
x2

2
− g′′′ (x)

t3

3!
+

ˆ x

0

t3

3!
g(4) (t) dt

=

3∑
n=0

g(n) (x)
xn

n!
+

ˆ x

0

t3

3!
g(4) (t) dt.

Para um número qualquer de termos na soma, podemos escrever:

g (0) =

N∑
n=0

(−1)
n
g(n) (x)

xn

n!
+

ˆ x

0

tN

N !
g(N+1) (t) dt.
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Agora, notemos que aparece uma série de potências até N somada com um resto, dado por

RN =

ˆ x

0

tN

N !
g(N+1) (t) dt.

Aí podemos usar uma versão do teorema do valor médio e dizer que existe um número ξ entre 0 e x tal que

g(N+1) (ξ) =
RN´ x

0
tN

N !dt
.

Então, como

ˆ x

0

tN

N !
dt =

xN+1

(N + 1)!
,

podemos escrever

RN = g(N+1) (ξ)
xN+1

(N + 1)!
.

Quando existir um número real �nito M > 0 tal que, para todo N, vale a desigualdade∣∣∣g(N+1) (ξ)
∣∣∣ ⩽ M,

segue que

RN ⩽
xN+1

(N + 1)!
M.

Esta é a forma de Lagrange do resto. Nesse caso, a série acima converge (e você pode veri�car) e podemos escrever:

g (0) =

∞∑
n=0

(−1)
n
g(n) (x)

xn

n!
.

Como vimos,

g (t) = f (x− t)

e, portanto,

g(n) (t) = (−1)
n
f (n) (x− t) .

Assim,

g (0) = f (x)

e

g(n) (x) = (−1)
n
f (n) (0) .

3



Logo, a série acima pode ser também escrita como

f (x) =

∞∑
n=0

f (n) (0)
xn

n!
.

Esta é chamada de série de Maclaurin. Quando trocamos a variável x tal que

x = y − a,

podemos escrever:

f (y − a) =

∞∑
n=0

f (n) (0)

n!
(y − a)

n
.

Só que agora, vamos de�nir uma nova função assim:

h (y) = f (y − a) .

Com isso,

h (a) = f (0) .

Portanto, a série agora �ca

h (y) =

∞∑
n=0

h(n) (a)

n!
(y − a)

n
.

Esta é a chamada série de Taylor.
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