Um caso mais dificil (um caso que é “famigerado”)

Vamos agora olhar para o problema 1 da péagina 436 do livro do Boyce et al. Neste caso, temos uma equacao homogeénea:

i) = (0 2)0G0)

Este é um caso diferente porque s6 vamos ter um auto-vetor. Para ver isso, vamos primeiro encontrar os auto-valores:

P -
isto é,
(B=AN(-1-N+4 = 0,
ou seja,
MP+A=31-3+4 = 0,
ou ainda,
M 20 +1 = 0,
cuja solucao é
U 2+ 24—4
= 1.

Entao, s6 temos um dnico auto-valor. Vejamos se ainda assim teremos dois auto-vetores:

(" )(5) e

isto é,
(12)(5) -0

ou seja,

2—48 = 0
e

a—28 = 0,
ou seja, ambas sdo a mesma equagao:

a = 2p.



Escolhendo 8 = 1, segue que a = 2 e temos apenas um auto-vetor:

_ 2
Portanto, uma SOIUQQO da equa(;éo é dada por

v (t) = cl< . >exp()\t)

— cl< . >exp(t).

So6 para conferir que isto esté correto, calculemos a derivada:

d
Zu® = u®

e como o auto-valor A\ é a unidade, segue que

(3 2 )uo = wo,

que, substituindo em nossa derivada, segue que

que = (10 )ue.

confirmando que vq (t) é, de fato, uma solugdo para nossa equagdo diferencial matricial. Precisamos encontrar outra
solucao linearmente independente a esta, pois sao necessarias duas constantes arbitrarias neste caso 2 x 2.

Mas tem um truque que sempre vale para matrizes quadradas, mesmo essas que sdo defeituosas e ndao podem ser
diagonalizadas. E que o Jordan, matemético, encontrou a chamada forma de Jordan e que tem a ver com um jeito de
lidar com matrizes que nao podem ser diagonalizadas. Sempre teremos um auto-vetor, mas nem sempre teremos mais
auto-vetores com auto-valores diferentes, pois podemos ter um bloco da matriz que nao é diagonalizavel. Como exemplo,
considere uma matriz 6 x 6, de tal forma que tenha s6 trés auto-valores distintos sendo que um deles se repete trés
vezes e outro se repete duas vezes, sobrando s6 um que nao se repete. Os que se repetem sdo chamados de auto-valores
degenerados e o que nao se repete é chamado de nao degenerado. Entao, pode ocorrer que os dois blocos degenerados
sejam de tal forma que nao possam ser diagonalizados, ou seja, a matriz é defeituosa. Uma matriz simétrica ou, quando
complexa, hermitiana é sempre diagonalizdvel. Mas quando nao for ou simétrica ou hermitiana, entao pode ser ou nao
diagonalizavel. No caso em que temos a nossa matriz com dois auto-valores degenerados e que seus blocos degenarados
ndo possam ser diagonalizados, 6 x 6, podemos colocé-la sempre na forma de Jordan, dando:

A1 0 0 0 0
0O A 0 0 0 O
;o 0 0 A 0 0 0
0 0 0 X 1 0
0 0 0 0 X 1
0 0 0 0 0 A

Temos um bloquinho néo diagonalizavel 2 x 2 na forma de Jordan,

A 1
B2><2 = ( 01 )\1 )a



e outro, também nao diagonalizavel, 3 x 3 também na forma de Jordan,

A3 1 0
Bsys = 0 A3 1
0 0 A3

O bloquinho 1 x 1 do auto-valor nao degenerado Ay é diagonal, obvia e trivialmente. Demonstrar que sempre podemos
colocar uma matriz quadrada na forma de Jordan é chato e leva tempo. Entao, se vocé tiver interesse, dé uma procurada
até na Wikipedia que vocé encontrara imensa literatura a respeito. Aqui, como nés s6 vamos usar matrizes 2 X 2 ou, no
méaximo, 3 X 3, nosso exemplo acima vai exaurir toda dificuldade que possa surgir durante exercicios do livro do Boyce et
al.



