Alguns teoremas

Teorema 3.2.1 (Teorema da existéncia e unicidade)

d?y dy

Tz et oty = g(t),
com as seguintes condigoes iniciais dadas:
y(o) = wo
e
Y (to) = o

Entao, a solugdo y = y (t) satisfazendo a equagao diferencial e as condigdes iniciais existe e é tnica no intervalo onde a
equagao é valida.

Teorema 3.2.2 (Principio da superposi¢ao)

Considere a seguinte equacao homogeénea:

d*y dy
— t) — t = 0.
gz TPt o +a(t)y
Seja
Ll = 0% sq
y = di2 p dt qat)y.
Se 41 e yo ambas sao fungoes satisfazendo
Ly = 0
e
L [QQ] = 03
entao segue que
Ys = C1Y1 +C2Y2
também satisfaz
Llys] = 0,

para constantes quaisquer c; e cs.



Teorema 3.2.3

Considere a seguinte equacao homogeénea:

d*y dy
— t) — t = 0.
gz Trt) o tat)y
Seja
1l = 0% sqw
Yy = di2 p di q\t)y.
Sejam y; e yo solugdes da equagdo homogénea, isto é,
Liyp] = 0
e
Lly] = 0
Considere também as condigoes iniciais:
y(to) = wo
e
y/ (tO) = y(/)v

para um ponto ty do intervalo onde a equacao é para ser resolvida. Definimos o wronskiano como sendo

Wy, 9] (to) = w1 (to) ya (to) — ya (to) ¥} (to)
_ | v (o) w2(to)
Yy (to) v (to)
Entao, é possivel encontrar c; e co tais que
Yy = C1Y1 + Cay2
satisfaz as condicbes iniciais, isto &,
y(to) = %o
e
y/ (to) = y(l)7

se e somente se

Wlyt,y2] (to) # 0.

Para vermos isso, tomamos a combinacgao linear y = ¢1y1 + coy2 € impomos que

y(to) = Yo,



isto é,

ey (to) + cay2 (to) = Yo
Também calculamos
y = aytey
e impomos que
y' (to) = wo
ou seja,
c1yy (to) + 295 (to) = o

Tentemos agora resolver essas duas equagoes e encontrar ¢; e co. Multiplicando a primeira das equagdes por y5 (to) :
c1yi (to) ¥5 (to) + cay2 (to) y2 (to) = oy (to)-
Agora, multiplicamos a segunda das equagbes acima por ys (to) :
c1y2 (to) ¥i (to) + cay2 (to) y2 (to) = woy2 (to)-
Subtraimos agora a segunda destas duas ultimas equagoes da primeira, obtendo:

c1y1 (to) ys (to) + caya (to) ys (to)

—c1y2 (to) ¥1 (to) — cayz (to) Y3 (to) = woys (to) — yoy2 (to) ,
isto é,
c1 [y1 (to) ys (to) — y2 (to) 41 (to)] = yoys (to) — Youe (to) ,
ou seja, como
W lyi,y2] (to) = w1 (to) ya (to) — 2 (to) y1 (to) ,
segue que
aWly,ye] (to) = yoys (to) — voy2 (to) -

Com isto, vemos que teremos uma solu¢io para c¢; se e somente se
Wlyi,y2] (to) # 0.
Veja que, caso isto aconteca, encontramos:

Yoys (to) — Yoy2 (to)
W y1,y2] (to)

Também podemos considerar o seguinte:

a1y (to) yy (to) + caya (to) yy (to) = woyy (to)



Subtraindo, vem:

isto é,

ou seja, como

obtemos

ou, quando

vem

ciyn (to) v (to) + cavn (to) o (to) = o1 (to) -

—c1y1 (to) ¥ (to) — cayn (to) ya (to) = woyl (to) — yoya (to)

ca [y2 (to) ¥y (to) — w1 (to) wa (to)] = yoy} (to) — your (to),

Wiy, y2] (to) = w1 (to) ys (to) — y2 (to) vy (to) ,

—coW [y1,y2] (to) = oyl (to) — youn (to),

Wlyi,y2] (to) # 0,

Yoy1 (to) — yoyy (to)
Wy, y2] (to)




