Equacoes diferenciais exatas de primeira ordem
Note que uma funcéo de duas variaveis, digamos f (z,y), tem uma diferencial definida como:

of (z,y) of (z,y)
B dx + ay dy.
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De novo, tomamos um incremento no plano, isto é, tem um incremento Az em z e outro, Ay, em ¥y :
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quando |Az| < 1 e |[Ay| < 1. E, de forma analoga ao que fizemos acima, para func¢des de uma s6 variavel, neste caso
definimos a diferencial para uma fungao de duas varidveis assim:
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i = or dy

Retornando ao tépico, uma equacgao diferencial da forma:
M (xz,y)dx + N (z,y)dy = 0

é chamada de equagdo diferencial exata se a quantidade M (z,y) dx + N (z,y) dy for uma diferencial de uma funcdo das
varidveis z e y, isto ¢, existe uma funcdo f = f (x,y) tal que sua diferencial é dada por:

df = M (z,y)dx+ N (z,y)dy.
Sendo assim, temos que
A = 0
e, portanto, segue imediatamente que
fley) = C,

onde C é uma constante arbitraria. Tudo o que precisamos fazer, portanto, é achar f (z,y).
A equacao diferencial de primeira ordem

M (z,y)dz+ N (z,y)dy = 0



é chamada de equagdo diferencial exata se a quantidade M (z,y) dx + N (z,y) dy for uma diferencial de uma fungéo das
variaveis x e y, isto &, existe uma fungdo f = f (z,y) tal que sua diferencial é dada por:

df = M (z,y)dx+ N (z,y)dy.
Sendo assim, temos que
A = 0
e, portanto, segue imediatamente que
fley) = C,

onde C é uma constante arbitraria. Tudo o que precisamos fazer, portanto, é achar f (z,y). Para isso, notemos que a
diferencial de f (z,y) é dada por

g = My, @y,
ox dy
e, como também estamos supondo que
df = M(z,y)dz+ N (z,y)dy,
segue que devermos ter
of (x,y)
) 1)
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supondo os incrementos dx e dy como sendo arbitrarios e independentes, ja que se M (z,y) dz+ N (z,y) dy é, de fato, por
hipétese, a diferencial de um fungao, entao dz e dy devem ser pensados como incrementos arbitrarios e independentes. Um
critério que nos permite ver se M (x,y) dxz + N (z,y) dy é uma diferencial exata ou ndo é notar que se M (z,y) e N (x,y)
forem fungdes continuas, entdo, para que as Eqgs. (1) e (2) valham, sendo também continuas, decorre que 9f (z,y) /Ox e
Of (x,y) /Oy também sdo continuas. Logo, como essas derivadas parciais sdo continuas, segue necessariamente que

0*f (w,y) _ 0%f(z,y)
Oyox 0x0dy
e, portanto,
O [0f(xy)] _ 9 [0f(zy)
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isto &,
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Assim, é necessario que esta equacdo seja valida para que M (z,y)dx + N (z,y) dy seja uma diferencial. Ou seja, ao
fazermos o teste se a Eq. (3) vale e concluirmos que néo vale, segue que M (z,y) dz + N (z,y) dy ndo é uma diferencial e,
portanto, a equacao dada nao é exata.

Por outro lado, caso a Eq. (3) valha, segue imediatamente que isto é suficiente para concluirmos que a equagao dada
é exata. Esta suficiéncia é verificada como segue. Considere um campo vetorial dado por

w(z,y) = KM (z,y) +3IN (z,y).

O rotacional deste campo vetorial é dado por:

Mas, por hipotese, a Eq. (3) é valida e, portanto,
V xw(z,y) = 0.

Sendo assim, como o rotacional é zero no plano zy, segue que existe uma fungao escalar, ¢ (x,y, z), como em elet-
rostatica, tal que

W(I]J,y) = 7V¢ (fZ?,y,Z)
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Pela defini¢do de w (z,y), vemos que, entéo,

M (z,y) = —L(g’xy’z),
o
Ny = — ¢(g7yy,2)
€
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9 0

A terceira desta equagbes mostra que ¢ (x,y, z) ndo depende da variavel z e, portanto, é uma funcgio s6 de = e y. Vamos
denotar essa funcgdo por —f (x,y) e ai concluimos, das equagbes acima, que, como consequéncia de que a Eq. (3) vale,
segue a existéncia de uma funcdo f (z,y) tal que

of (z,y)

M(xay) = oz



of (x,y)
N(z,y) = LY
(z,y) 9y
Com isso, portanto, segue agora que a quantidade M (x,y) dx + N (x,y) dy é uma diferencial exata, ja que acabamos de
demonstrar a existéncia de uma fungao tal que:

of (z,y) of (z,y)
M dz + N dy = d d
(z,y) dz + N (z,y) dy o T, W
que, pela definicao de diferencial, é equivalente a termos
M (xz,y)dx + N (z,y)dy = df.

A equacdo diferencial dada é, dessa forma, equivalente a termos
df = 0,
ou seja, as solucoes sao tais que satisfazem
fley) = C,

onde C' é uma constante arbitraria. Basta resolver agora y como funcado de x ou x como funcao de y. O critério resumido
na Eq. (3) ¢, portanto, necessario e suficiente para termos uma equagao diferencial exata.
Como encontramos f (x,y)? Simples, resolvemos duas equagdes parciais:

% = M(z,y),
of (z,y)
Ty - N (z,y).

S6 isso. Segue um exemplo resolvido do livro de Boyce et al; é o de nimero 4, na pagina 100. Queremos resolver a equagao
diferencial

dy
3y +y* + (22 + 2y) il 0.

Escrevendo no formato padrao com que comecamos esta discussao, multiplicamos tudo por dx e obtemos

(3xy + y2) dx + (x2 + xy) dy = 0.
Logo, neste exemplo,
M(z,y) = 3wy+y?
e
N (z,y) = z*+axy.
Usando nosso critério da Eq. (5),
M@y = N ). (@)



calculamos:

%M (z,y) = 3z+2
e
0
—N = 2 .
5 (@) r+y

Nossa conclusdo é que esta equagao diferencial ndo é exata. Portanto, ndo ha uma funcdo f tal que df = 0 é equivalente
a esta equacao.

Hé&, porém, uma outra coisa podemos fazer para transformar, facilmente, em alguns casos, uma equacao que nao é
exata em outra que seja. Neste exemplo, temos a equagao que, como acabamos de ver, nao é exata:

(Sxy + y2) dx + (x2 + xy) dy = 0.

E se houver um fator integrante, p (x), tal que quando multiplicamos por esta equagio, obtemos uma equagdo diferencial
exata? Isto é, serd que ha p(x) tal que

() (Bey +y°) do+ p(x) (® +ay)dy = 0

agora é uma equacao exata? Para verificar isto, bata usarmos nosso critério miraculoso, isto &,

oM (z,y)  ON (x,y)
= T (5)
Tomemos
M(z,y) = p(z)(Bry+y?)
N(zy) = n(@) (e +ay).
Agora, calculemos:
oM (o) = () (o +2)
e
%N (z,y) dﬁ;:(f) (:z:2 + :Ey) +p(x) (2 +y).

Para que estas duas equagoes sejam iguais, impomos que

p@)Grt2y) = PO @2y ) ey,
isto é,
d/zlff) (2 +2y) = pl@)Br+2y—20-y),



ou seja,

Da@+y) = p@)(@+y),

ou ainda,

w(z

dx ( )?
que queremos que a equacao valha em todos os pontos do plano zy e, portanto, podemos tomar z,y # 0 e cancelar x + y
em ambos os membros. Lembre-se também que, aqui, x e y tém que ser vistas como duas variaveis independentes, para
podermos falar de diferenciais de fungoes de duas variaveis independentes. Logo, podemos escrever a equagdo acima como

1 dp(z) 1
p(x) de oz’
isto é,
dinlu(z) 1
dz oz
Integrando, da
Wlu(@) = s+ K,

onde K é uma constante arbitraria. Para fatores integrantes, como j& vimos em outro contexto, podemos tomar a constante
arbitraria que aparece como sendo o valor que acharmos mais conveniente, e aqui tomamos como sendo zero. Com isso,

lu(z)) = Infa

e, exponenciando,

Para fatores integrantes, por ser fatores, podemos simplesmente escolher qualquer constante multiplicativa e, como prefiro
+1 ao invés de —1, vou escolher

p(z) = =
Agora a nossa equagao diferencial fica:
p(x) (3zy +y?) do + p(z) (2° +zy)dy = O,
isto é,
(3x2y + acyQ) dx + (m3 + ac2y) dy = 0.
Neste caso,
M (z,y) = 3’y + xy?



N (z,y) = 2°+2%.

Vamos usar o critério dos milagres:

%M (x,y) = 32+ 22y
e

QN (x,y) = 32 +22

ax 7y - y'

Como estas duas derivadas parciais sdo iguais, a nova equagao diferencial é exata e s6 temos que encontrar uma funcio
f (z,y) tal que

of (xz,y)
= 322y +ay?
e
of (z,y) _
= 22+ xzy.

Integrando a primeira delas com relagao a x, obtemos:
1
flay) = 2%y+ 52" +9 (),
onde ¢ (y) é uma funcdo que s6 depende de y. Agora integramos a segunda equagao acima com relacdo a y e obtemos:

1
fzy) = 2%+ 55021/2 +h(z),

onde h (x) é uma funcdo que s6 depende de z. Mas como f (z,y) = f (z,y), para todo valor de x e y, entdo temos que ter

2’y + %ﬁy? +gly) = 2°y+ %mQyQ +h(z),
isto é,
g(y) = h(z).
A tnica solucgao plausivel para esta equacao, enfim, é que
g = h
=

onde C’ é uma constante arbitraria. Portanto, nossa fungao f (x,y) é dada por

1
f@y) = 2Py+ §x2y2+0’-



A equacao diferencial que temos que resolver &, portanto,

que é equivalente a termos
f — Cl/

onde C” é uma constante arbitraria. Nossa familia de solugoes ¢, finalmente, dada por

iy + %x2y2 +C0 =
isto é,
3y + %mzyz = C,
com
Cc = -C'+cC”

uma constante arbitraria. Se quisermos y como uma func¢ao de x, fazemos:
2C
v +2uy— = = 0,
T

ou seja,

2z + /422 + 85

Yy = B
/ C
x
Podemos simplificar ainda mais tomando
kK = 2C.

Ai temos:

1

y = —xz+—Vk+a*
X



