Se quisermos colocar um niamero complexo na forma
z = a-+bi,

podemos, em alguns casos em que temos denominadores envolvendo ntimeros complexos, proceder assim, por exemplo:
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Mas,

(54 4i) (5 —4i) = 5(5—4i)+4i(5— 44)
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Prove isto:

Raizes de niimeros complexos

Vamos comegar com uma equagao algébrica assim:

Neste caso, a solugio real é 2. E, segundo o teorema fundamental da dlgebra, ha mais duas raizes complexas para esta
equacao. Quais sdo elas? Para ser uma experiéncia muito mais intuitiva o procedimento de extracdo de raizes complexas,
é mais produtivo e eficiente se tivermos posse da férmula de Euler para representacao de nimeros complexos.

Formula de Euler

Vamos pensar em uma funcao f : R — C. Por exemplo, sabemos que

f@) = Ve



Por exemplo, quando x = —1 x) = +i. Nao é, portanto, uma funcao, pois nao leva a uma unica imagem. Mas podemos
) ) ) ? )

generalizar o conceito de fungao para o de uma funcao multi-valorada. Para o mesmo elemento do dominio, pode haver

mais do que uma imagem. Outro exemplo é

g(z) = 1+2%.
Outro exemplo ainda é
h(z) = z+ix®+3— 5.
podemos, entdo, pensar nas derivadas dessas funcoes. Por exemplo:

dh d

d .
= %[(x+3)+z(:c3—5)]

_ 4 a3
- - (w+3)+dx [i (z° —5)]
_ d g

= 1+de(x 5)

= 1+i32%

O que noés vamos fazer agora é considerar a seguinte fungao desse tipo que acamos de exemplificar:

u(#) = cosf + isend.
A derivada desta funcao fica:
du (0
Zé ) = —senf +icosf.
Como ja vimos nos exemplos acima, podemos fatorar i no segundo membro desta equagio e assim obtemos:
du (6
L(LJQ(Q ) = i%senf + icosf
= i(cosf + isenf)
iu (0).
(Um verdadeiro “ah-ha moment”! Ou “insight”.) Entao, obtemos uma equacao diferencial de primeira ordem:
du (0) .
. = 0).
Logo, a solucao formal para u (0) é
u(d) = Aexp(if),

onde A é uma constante arbitraria e, no presente contexto, uma constante complexa, em principio. Notemos, no entanto,
que quando € = 0, a defingdo de u (#) acima nos da:
u(0) = cos0+ isen0
1.



Agora, pela solu¢ao da equagado diferencial acima, obtemos
u(0) = Aexp (i0)
= Aexp(0)
= A

Com este resultado e o fato de que, pela definigao, u (0) = 1, segue que A = 1. E assim, obtemos a celebrada formula de
Euler:

exp (i0) = cosf + isend.
Como é o complexo conjugado de exp (i6)? Pelo que vimos acima, basta trocarmos i por —i :
[exp (i0)]" = exp (—if)
= (cosf + isenf)”

= cosf — isend.

Vemos, portanto, que
exp (i0) exp (—i0) = (cosB + isend) (cosd — isend)
= (cos@ + isend) cos b
— (cos 6 + isend) isend
= cos? 0 + isenf cos 0
— (cos fisend + iisengﬁ)
= cos? 6+ isenf cos b
—i cos Osend — isen?6
= cos? 0 + isenf cos
—i cos fsenf + sen?6

cos? 0 + sen6

= 1
Mas, entao, como se fosse o caso real, porque
exp (if) exp (—i0) = 1,
segue que
exp (—if) = expl(ie)'
Ora, como seria, entdo, a exponencial de um nimero complexo qualquer,
z = a-+bi,
com a,b € R, por exemplo?
exp(z) = exp(a+ bi)
= exp(a)exp (bi)
= exp(a) (cosb + isend)
(

= exp(a)cosb+ iexp (a)send.



Exercicio: Demonstre que, para Vz1, zo € C, vale a seguinte igualdade:
exp(z1+22) = exp(z1)exp(z2).
Dica: use seno e cosseno da soma.

Uma consequéncia importante disso tudo que acabamos de ver é que sempre podemos escrever um nimero complexo
qualquer como exp (« + i), com «, 8 € R. Para vermos isso, consideremos um nimero complexo arbitrario nao nulo:

z = a-+bi

com a,b € R. Sempre podemos escrever z da seguinte forma;:

w
Va2 + b2 Z\/@2—|—b2

Ja sabemos que

vat+b2 = |z,

isto é, va? + b? é o modulo de z. Entéo, para qualquer z # 0,

B a . b
z = |7 \/a2+b2+1\/a2+b2 .

Notemos que

b
s 7w osb

E um bom exercicio demonstrar isto! Entdo sempre existe um 3 € R tal que

a
cosfB = N
e
senf = L
ja que

Portanto, sempre é possivel escrevermos



Mas, agora, podemos observar o seguinte:

exp(nfs) = |4,
Entao, podemos escolher
a = In|z|
e, voila:
z = exp(In|z|) (cos 8 + isenp)
= exp (@) exp (if)
= exp(a+if).

Note que, neste exemplo, a funcao

f(@) = exp(?)

¢ uma funcéo f : C — C. Neste particular exemplo, 2’ = a + 1.



