Como montar um problema de segunda solugcao no método de Frobenius

Vamos pensar que temos uma func¢ao que tem série de Taylor, digamos f (x). Agora, vamos pegar um a primeira raiz, rq,
que podemos escolher como qualquer nimero real. Assim, teremos como escrever uma primeira solugao que é
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supondo, é claro, que queremos examinar o problema em torno de zy = 0. Também vamos supor que f(0) # 0, pois
queremos que, de fato, r; seja a primeira raiz (a maior) da equagado indicial. Para ndo ficarmos carregando uma notagao
muito complexa, vamos batizar:

1
an, = n!f (0).

Com isso, nossa primeira solucao fica, simplesmente, como usual neste tépico do curso,
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mas com a diferenga que agora comegamos ja sabendo os valores de a,,, pois estamos construindo uma questao que requer
as solugoes de uma equacao diferencial que tem um ponto singular regular em xy = 0. A equacao indicial é dada por

(r—r)(r—mr2) = 0.

Queremos que ro < 1. Entao, escolhemos ro do jeito que quisermos desde que seja menor ou igual a r1. Dadas as raizes
71 € ro que escolhemos, podemos reescrever a equacao indicial como

2 —(ri+r)r4+rry = 0.
Mas, ja sabemos da nossa teoria, que essa equagao indicial da os valores de pg e qo, pois é dada por
r(r—=1)+por+q = 0,
que fica
4+ (po—Dr4+q = 0.
Assim, comparando com a que escrevemos acima, obtemos

po = 1—(ri+7m2)

qgo = TiT2.

Com isso, basta escolhermos as raizes e ja obtemos os limites:

lim zp (z) = po

z—0



lim 2%q (z) = qo.
z—0

Vamos supor que como segunda solu¢do queiramos uma fungao dada por boy; Inx + 2™ ¢g (x) , onde também queremos
que g (z) tenha uma série de Taylor em torno de zg = 0, de forma que podemos escrever
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onde também supomos que g (0) # 0. Vamos facilitar as coisas e batizar:
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ja usando

¢co = aop,

que, pela teoria, tem que ser mesmo. Também podemos escolher f (z) para que agp = 1, bastando multiplicar a fun¢ao
f (z) por uma constante adequada se nossa primeira escolha nao tiver um f (0) = 1.
Tendo ja escolhido as duas solugoes do jeito que queremos, respeitando as raizes que escolhemos, ja podemos até saber
se vamos querer by igual a zero ou igual a 1. Caso contrario, quando r1 — 9 € Z, deixamos para depois achar bg.
Vamos achar a equacdo agora. Para isso, fazemos uma combinagao linear

y = Ciyi + Cayo.

Agora fazemos as derivadas e montamos a equagao eliminando as constantes C; e Cy. Entao,

/

y = Cuy + Cays.
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Como temos que escolher y; e y» linearmente independentes, podemos inverter a matriz acima e obter C e Cy. E facil
vermos que a inversa dessa matriz é obtida calculando a matriz cofator:
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Agora tomamos a transposta dessa matriz:
t
Yo~
—Y2 U1

det(gi zZ) = yiyh— ey

Escrevendo em forma de vetor, temos

Também precisamos do determinante:



que é o Wronskiano, definido durante o curso como

A inversa fica, portanto,
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que confirma nossa matriz inversa. As constantes, portanto, sao obtidas assim:

(C1>: 1 (yé —yz)<y)
Cy nvh —yey, \ —¥1 0 y
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Como a segunda derivada de y é dada por

y" = Cuyf + Cays,
chamando o determinante acima de
W = yyy — y2u1,
que é o Wronskiano, obtemos
! / / !
no WY =YY, YTy
Yy = WA + W Yo

No entanto, o que queremos é ter uma equagao diferencial assim:
y' +p@)y +a(@)y = 0.

Rearranjando nossa equagao acima, podemos encontrar p (z) e ¢ () notando que
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isto é,
—yhyy + 1",/ P, ",
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ou seja,

i

v VYl — Yy . Y1Ys — Yoyt

= 0.
Y’ + T Y
Assim,
Y2yl — y1yy
€
o) = y1ys — vyl
T

Vamos fazer um exemplo bem simples. Vamos simplificar bem, pois queremos polindémios envolvidos na nossa primeira
solugdo. Vamos deixar ry e ry indefinidas por enquanto. Vamos pegar

f@) = 1+a

g(z) = 1+22°%

As duas solugoes vao ter ag = ¢y = 1, como desejado. E podemos ver que vao ser linearmente independentes. Vamos usar
esses polindmios para construir nossa equacao diferencial. A primeira solucdo fica

yi = 2" f(2)
= 2" (1+2a)
x4 gt
A segunda solugao tem que ter a forma
y2 = boyrlnx+ 2"g (x)

= boyyInx+ 2™ (1 + 2m2)

= by (x” + x1+”) Inz+ 2" + 222172,

Vamos querer o caso mais dificil aqui, quando r; — ro € Z,. Vamos usar, entao,

rr = 1
e
rg = —1
Nesse caso, temos
y o= z+a?
y2 = bo (w+x2)lnx+é+2x_



Tudo o que precisamos agora é calcular as derivadas de cada uma dessas duas fungoes:

Yy = 142z,
v o= 2
! 1
Yo = b0(1+2$)1nx+bo(1+x)79+2
e
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Assim,

W = yiys — 21
1
= (z+27) {bo(l+2x>1nx+bo(1+x)—x2+2}
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2
= boz(1+x)2—;—3—2z2,
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174
1

1
I R
= WQQ% Wy1y2

2 1
= W {bo (m+x2)lnx+x+2x]
1 1 2
_W (l‘+x2) |:b0211’1.’17—|—b0 (x +2> +b0+x3:|
1
= %bo (x+9c2) lngc—i—% <x+2x)

1 1 1 2
- (z +2?) bg?lnx—w(:ﬂ+x2) [bo <x+2> +b0+x3}
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4o —bo(1+z)(1+2z) —box(1+2z)— =
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Vamos tentar simplificar essa expressao um pouco. Vamos tomar by = 0 e ver o que da:

45”_?22
a3 — 2
z (24 3z + 223)°

Agora, calculamos

R Y

q(z) = W
_ (42 EF - (—F+4)
B i —3—2x2
_ 2+ 4x + 22 — 423
 —222 — 323 — 225
_ 2 + 6z — 423
- 22(2+4 37+ 223)°
Nossa equagao diferencial, portanto, fica
/ 423 — 2 , 2 + 6z — 423
- Y - y = 0,
x (2 + 3z + 223) 22 (24 3z + 223)
que pode ser simplificada um pouco escrevendo
s oy A2t —2 246z —4a23
(2—|—3x—|—2x)y - Yy — 3 y = 0.
x x
Vamos testar nossas solugoes. Para
y o= z+a’
temos
y; = 1+ 2z,
W o= 2



Logo, a equacao acima fica

42 — 2 9+ 6z — 4z
2+30+20%)2— L 22 (1420 - ZEOE I (4 gy o
X
42 — 2 423 =2 24 6z — 4aP
I T e e e s A U R
X X X
42 — 2 9 — Ag3
A4 65 +42° — 22 — 8P 44— L 6-2—6r4+4s° =
X
473 — 2 2 — 423
X X
Para
Yo = *+2$,
temos
, 1
Yp = _ﬁ‘f‘Q
e
Yo = 3

Assim, a equacao que deduzimos fica
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Vemos, portanto, que definimos corretamente nossa equagao.



