Exemplo pPasso a passo
Encontre duas solugoes linearmente independentes, em torno de o = 0, para a seguinte equacao diferencial:
2y’ + (2* —22)y' +2y = 0.

Passo 1: escreva as fungoes p(z) e ¢ (z)

Para encontrar p e ¢, vemos que precisamos dividir tudo por 22 :

2 2
y" + (1—>y’+2y = 0.
x x
Ai achamos que
- 1-=
p(z) .
e
q(z) = 22
2

Passo 2: econtre as fungoes f (z) =ap(z) e g (x) = 2°q (v)

Agora calculamos as funcoes f e g :

fx) = ap(x)
= x-—2

g(x) 2q (x)
= 2.

Passo 3: determine se o ponto em torno do qual vocé quer as solugoes é singular essencial,
singular regular ou ordinario

Vejamos: ambas as fungoes p e ¢ sao singulares em x = 0. No entanto, ambas as funcoes f e g sao analiticas em x = 0.
Logo, porque ha pelo menos uma das fungoes p e ¢ singular, mas ambas as funcgées f e g sdo analiticas, temos uma
singularidade regular e basta utilizarmos o método de Frobenius para resolver, pelo menos para uma das solugoes.

Passo 4: encontre os possiveis valores de r

Vamos entao resolver a equagao para r :
r(r=1)+f0)r+g(0) = 0,

isto &,



ou seja,

2 —3r+2 = 0,
que resulta em duas raizes:
3++v9-38
T1 =
2
= 2
e
S 3—v9-28
> 2
= 1.

Passo 5: determine qual raiz usar na primeira solugao e qual é o caso para a segunda
solugao

Para a primeira solucao, devemos usar a maior das raizes acima, ja que sao distintas. Logo, a primeira solucao seré
encontrada por uma série de Frobenius com r; = 2. J4 para a segunda solugao, vemos que

rn —Tro = 2—-1
= 1,

que é um inteiro. Logo, a segunda solugao seré encontrada se utilizarmos uma série em que temos um coeficiente a ser
encontrado para o termo proporcional a Inz. (Lembre-se que se as raizes fossem idénticas, ai o coeficiente nao precisaria
ser encotrado e ja seria dado: seria igual & unidade.)

Passo 6: determine a féormula de recorréncia para a primeira solugao

Agora utilizamos a série:

que, neste caso em que r; = 2, fica:

Encontremos as derivadas:



oo

yl = Z (n+2)(n+1)a,z".

n=0

Substituindo na equacao diferencial dada, vem:

z? Z (n+2)(n+1)ayz”
n=0

+ (2* — 22) Z (n+2) a,z" !
n=0
+2 Z a,z"t? = 0,
n=0
isto &,
3 (0 +2) (n+ 1) apat?
n=0
+) (n+2)apa™t?
n=0
(oo}
-2 Z (n 4+ 2) apa™?
n=0
+2 Z anz"t? = 0,
n=0
ou seja,
2a07* + Z (n+2)(n+1)a,2™*?
n=1
+ Z (n+2) a,z"t?
n=0
—4agr? — 2 Z (n+2) apaz"?
n=1
2a02% 4+ 2 Z anz"t? =
n=1
ou ainda,

i (n+2)(n+1)a,z"*?

n=1



Logo,

isto é,

ou seja,

ou ainda,

paran=1,23,....

paran=1,23,...

+ Z (n+1)a, 12"">
n=1

-2 Z (n+2) apaz"?
n=1

oo
—|—2Zan$”+2 = 0.
n=1

n+2)(n+1a,—2n+2)a, +2a,+n+1)an—1

(m+2)(n—1)+2]ap,+(n+1) a1 = 0,
nn+1l)a,+m+1a,_1 = 0,
nan +ap—1 = 0,

A formula de recorréncia é, portanto,




