Caso em que as raizes sao distintas e nao diferem por um nimero inteiro

Veja agora que se ro £ 71 € se 71 — ro ndo é um namero inteiro positivo, segue que ro + n # r1 para todo n > 1 e, assim,
F (ro+n) #0, jaque F(r) =0s6 parar =711 e r = r9. Neste caso, portanto, usando a Eq. (1),

n—1

F(r4+n)an+ Y [(G+7)pnj+dn-jla; = 0, (1)

=0

para n > 1, vemos que teremos outra solucao da forma de Frobenius:

Yo = ™ (1 + Zan (r2) x") ,
n=1

para x > 0, onde agora os coeficientes sao dependentes da raiz ro e também escolhemos ay = 1 para esta solugao. Portanto,
obtemos, neste caso em que r; # ro e que nao diferem por um inteiro positivo, isto é, 11 — 19 # n, com n = 1, y; e yo
formam um conjunto fundamental de solugoes da equagao diferencial homogénea dada. Veja também que as solu¢oes nao
sao linearmente dependentes, fato que pode ser igualmente verificado com o calculo do Wronskiano. E, finalmente, se as
solugoes tiverem comportamento singular, este é proveniente de ™ ou x™ e nao das séries entre parénteses nas expressoes
de y1 e yo, respectivamente, acima, ja que estas sao analiticas dentro de seus intervalos de convergéncia.

Caso em que as raizes sao iguais

Quando as solugoes da equagao indicial, F' (r) = 0, sdo idénticas, ro = r1, segue que s6 esta raiz satisfaz a equagao indicial.
Logo, F (r 4+ n) # 0 para todo n > 1. Sendo assim, a ideia agora é resolver a relagdo de recorréncia, Eq. (1), e encotrar
an, (r), mas sem substituir r por r1, obtendo estes coeficientes como fungoes continuas de r. Note agora que a Eq. (2),

e n—1
F(r)age" +Y S F(r+n)an+ Y [(+7)paej+quojlaj p 2™ = 0,
n=1 j=0

foi obtida da equacdo diferencial original multiplicada por x2, isto &,

e d 3
xQd—;; +a”p () ﬁ +a’q(e)y = F(r)aga’ + Z{F(r 1) an (1)
n=1
n—1
+ Z [(,7 + 7") Pn—j + (Infj] a; (T) xn+r’
=0

que igualamos a zero. Mas, como estamos usando os coeficientes obtidos resolvendo a Eq. (1), a altima equagao fica:
2 4%

x
dx?

d
+2%p (x) ﬁ + 2% (x)y = F(r)apx".

Como r1 é uma raiz repetida de F'(r) = 0, segue que podemos escrever que

F(r) = (r—n)’



Com isto,

d*y dy 2
2 2 2 — s
xdx2+$p(33)@+$Q(x)y = ag(r—mr) "

Veja que nédo estamos especificando que r = r e, assim, podemos escrever que y =y (r, x), ou seja,

d? d
2 2 a 2 _ N2
x —dxzy(r,x)—l-x p(x) dxy(r,x)—I—x q(x)y(r,x) ap(r—mry)"z".

Fazendo r = r; da simplesmente a série de Frobenius y (r1, ), que satisfaz a equa¢ido homogénea original:

d? d
372@2/ (r1,2) +2°p (2) Y (ri,2) + 2%q(x)y (ri,z) = ao(ri—m)’a
= 0.

71

Mas veja o que acontece se derivarmos parcialmente a Eq. (3) com relagdo a 7 :

e Bry r az)] b (a) [gry r :c)] FPg() oy () = a0 [(r— )]

= 2a9(r—r1)a”

+ag (r — r1)2 —a.

or

Fazendo agora r = 1 nesta equagao, obtemos uma nova solugao:

d2
1'27

= [aary(r,x)} +x2p(x)di[;y(r,x)]T_rl+x2q(x) {aary(r,z)]r_” .

T=r1

Como supomos que ja encontramos uma das solugoes, ou seja,

segue que a nova solugao fica:

a a T1 - n T1 - 8 n
i = (one ><”Z“”(“”>” > [mmo]

Note que

0 "
a—rlx = a—ﬁexp[ln(x )]

= FI exp [r1 In (2)]
= In(z)exp[rIn(z)]

= In(z)z™



e, portanto,

a T1 - n T1 .- 8 n
a—rlyl = In(x)z <1 + n; an (r)x ) +x ; [aran (r)} . T
y1lnz + 2™ {;an (7")] x”.

r=ri

n=1

Como diz o livro-texto, encontrar os coeficientes em fungao de r para depois deriva-los com relagao a r pode ser dificil.
Entao, a proposta é usar um ansatz especifico para a segunda solucao assim:

oo
ys = yllnx—l—x”anx",

n=1

onde os b, serdao calculados diretamente com a substituicdo de y, na equacao diferencial original, j4 usando a primeira
solugao encontrada, y;. Veja que, obviamente, y; e y2 sdo linearmente independentes, como também pode ser verificado
pelo calculo do Wronskiano.

Caso em que as raizes diferem por um nitimero inteiro

Agora vamos considerar o caso em que r; = ro + N, com N sendo um nimero inteiro positivo. Como este é um caso mais
complicado, vamos definir o operador diferencial:

2
d
L = 9527‘*'9521?(35)%"‘552‘1(%)7

ja com o fator 22 multiplicado, por conveniéncia. Assim, a equacdo diferencial dada é equivalente a

Novamente, como fizemos para o caso das raizes iguais, usamos o ansatz de Frobenius,

y(er) = o <1+Zan<r>x”>, (4)

e encontramos os coeficientes como fungoes de r e usamos a formula de recorréncia, resultando em
Ly = F(r)apz".
Mas agora, como temos duas raizes distindas, 1 e ro, podemos escrever
F(r) = (r—mr)(r—r2) (5)
e a equacao acima fica:
Lly(r,z)] = ag(r—r)(r—ry)a’. (6)

Aqui supomos que ja temos a solugdo y (r1,) .



Se tentarmos colocar r = 79 na relagio de recorréncia, Eq. (1), obtemos

n—1

F(rtm)an(r) + 3 [6+7)pusj + qusglag (1) = 0, (7

vamos ficar com o N-ésimo coeficiente, ay (r), divergente, ja que F (ro + N) = F (r1) = 0. Vamos deixar isso mais
explicito. Da Eq. (7), vem:

N-1
F(r+N)ay (r — Y G+ vy +av—sla; (1),
7=0
isto é,
N-1
(r+N—r)(r+N—r9)an(r (G +7)pNv—j+an—jla; (r),
7=0

onde usamos a Eq. (5) com r — r + N. Logo, como r1 = ro + N, esta tltima equagao da:

N-1
(r=r)(r+N-—ra)an(r) = = > [(G+r)pn—j+an—j]a;(r), (8)
=0
ou seja,
=
(r+N-—mr)an(r) = “r—r) [(j+7)pNn—j +an—j]a; (1),
j=0

e vemos facilmente que ay () diverge se 7 — 72, a menos que a; (1) « (r —ra).

Como ja observamos anteriormente, se tomamarmos ag (r) # 0, por exemplo, teremos todos os coeficientes, a; (1),
as (r),..., an—1(r), proporcionais a ag (r) . Se, por ventura, multiplicarmos ambos os membros do ansatz, Eq. (4), por
(r —r9), quando fizermos r — 73, 0 que acontece? Para ver o que isso acarreta, vejamos uma nova fungido em forma de
série, obtida simplesmente pela multiplicacdo da Eq. (4) por (r —rs) :

(r—ro)y(z,r) = x" (T—T2)+ch(r)z" , (9)
n=1

onde definimos novos coeficientes

en(r) = (r—ra)ay(r), (10)

paran=1,2,...
Como o operador diferencial £ nao opera na variavel r, que é meramente um parametro neste nosso contexto, podemos
escrever, a partir da Eq. (6), que
2
L(r—r2)y(r,z)] = ao(r—r1)(r—ra)”a"
e vemos que, novamente, quando r — 2, o membro direito desta equagao diferencial se anula e se lim, ., [(r — r2) y (r, x)]
for finito, segue que lim,_,,, [(r — r2) y (r,x)] sera uma solugdo da equagao diferencial dada. Veja que agora a Eq. (9)



¢ o mesmo tipo de ansatz, com a diferenga de que teremos que usar, ao invés de ¢ (r) = 1, como antes ja fizemos,
¢ (r) = (r — r2) . Da equagdo diferencial, novamente, podemos encontrar a mesma rela¢ao de recorréncia da Eq. (8), mas
agora para os coeficientes ¢, (), ou seja,

z
L

(r=ra)(r+N—-r)en(r) = — _ (G +7)pN—j +an—jlc;i(r). (11)

Il
o

Vamos olhar para a Eq. (11). No caso em que n = N, teremos:

N—

F(r+N)ey(r (G +7)pN—j +an—j]c; () (12)
i=0

H

<.

e, como varias vezes ja mencionamos, todos os coeficientes ¢; (r) do membro direito desta equacao vao ser proporcionais
a ¢o (r) = (r — r2) . Logo, seja an tal que

N—

,_\

[(j +7)pN— j+an— J]CJ() = an(r—r2).
i=0

<.

Com isto, vemos que a Eq. (12) pode ser escrita assim:
(r+ N—=r)(r+N—-ra)eny(r) = an(r—ra),

onde usamos a Eq. (5) com r — r + N. Como r1 = r2 + N, esta equagao da:

(r—r)(r+N—ry)en(r) = an(r—rq),
isto é,
(r+N—ry)en(r) = an,
que, quando fazemos r — 7o, fica
New (r2) = an,

resultando em um coeficiente cy (r2) finito! Agora, para os proximos n > N, usando a Eq. (7) com r = ry para a relacao
de recorréncia, obteremos todos os coeficientes ¢, >y (r2) proporcionais a cy (r2), que é finito. Note também que todos
os outros coeficientes com n < IN, por serem proporcionais a r — r, quando r = ro todos eles se anulam. E mais: a Eq.
(8) quandor =r9 en=N+m,comm =0,1,2,..., fica:

N+m—1
F(ra+ N+m)enim (r2) + > [(+72) PNim—j + qam—jlcj (r2) = 0.
§=0
Como todos os primeiros ¢; (rg) =0 para j =0,1,2,..., N — 1, segue que esta equacao ¢, na verdade,
N+m—1
F(ra+N+m)cnym (r2) + Z [(J +72) PN+m—j + AN+m—jlcj(r2) = 0.
=N



Mas agora, na soma, trocamos de j para o novo indice k = j — N, que déa:

m—1
F(ro+ N+m)eyim (r2) + (N 4+ Ek~+72) Dm—k + Gm—k] cNyr (12) = 0.
k=0
Usando de novo que r; = ro + IV, vem:
m—1
F(ry+m)enim (r2) + > [k +711) pmk + Gm-kl enir (r2) = 0.
k=0

Vamos rebatizar os coeficientes ¢yt (r2) de tal forma que
CNim (12) = b (13)

Assim, obtemos a nova relagdo de recorréncia para os coeficientes b, :

m—1

F (Tl + m) b + Z [(k + Tl)pm—k + %n—k} b = 0. (14)
k=0

Comparando esta Eq. (14) com a Eq. (1) concluimos que os coeficientes b, vao dar os mesmos coeficientes a,, (r1) para
a solugdo ja encontrada, y;, com a excegdo de que agora, pela Eq. (13),
bp = cn (T 2)
= lim [(r—r2) ay ()] (15)

r—T2

onde usamos também a Eq. (10).
Em resumo, portanto, a Eq. (4) agora, incorporando toda a informagao que temos, da:

=72 T—T2

lim [(r—r2)y(r,z)] = 2" lim [(T —ry) + Z (r—ra)a, (1) x”]
n=1

= 2" lim |}’I" — 7‘2) + Z Cp, (’r’) x”]

T—T9

e, como acabamos de ver em conexao com a Eq. (14),

" (Z b, (7‘2)33’") = boyi (r1,2)
m=0



e, assim,

lim [(r—72)y(r,z)] = boy (r1,2). (16)

=72

Vemos, portanto, que lim,._,., [(r — r2) y (r, )] é uma solugdo da equagao diferencial dada e, no fim, é proporcional a
solugdo y; (r1, ), ndo fornecendo uma nova segunda solugao linearmente independente da primeira.

Mas, inspirados com o caso de rafzes iguais, podemos agora tomar a derivada parcial de (r — ) y (r, ) com relagao a
r e ai tomar o limite em que r — 75. Neste caso, obtemos:

Dl —ryyra)] = a0 [r—m) - r)ar].

isto é,

£{§[<r—r2>y<r,x>1} =ao{§[<r—r1><r—rz>2ﬂ}

T=T2 T=T2

= 0.
Vemos entao que

w = {5 le-ryeo)

=79

é uma segunda solugao da equacao diferencial homogénea original. Para ver que é linearmente independente da primeira
dé& mais trabalho. Mas vamos 14! Tomamos o ansatz de Frobenius sem especificar r :

y(ryz) = a" Z ap (r)z".
n=0

Entao, a solugao y- fica

Yo = {;T l(r—TQ)mTZan(r)m"]}
n=0 T=To
- n a T
= {l(r—rg)nz_%an (r)x ] 77 }TTQ

+ 2 {xraﬁr [( = 72) an ()] }_ o
- {[@—m)x’”ian(r)xnn In
n=0 rers
+or oj {Gle-mmer} o
= [(r-r)y(ra),_, Inz
o :O {a‘i [ = r2) an (T)]}T-rz o



Mas, como demonstramos acima, [(r —r2)y (1, )] é proporcional a y (71, ) e, entdo, podemos escrever a segunda

solugao como

T=T2

Yo = boyilnz + 2" Z cpz”, (17)

n=0
onde definimos
0
Cn = {(’97“ [(r—72)an (r)]}r_rz

Aqui, bp é mais um coeficiente a ser determinado se usarmos a Eq. (17) como um ansatz para a segunda solugao da
equagao diferencial dada. O livro-texto da a formula para calcular by, que aqui pode ser obtida da nossa Eq. (15):

by = TILHQQ [(r—ro)an (1)].



