Equacoes diferenciais de segunda ordem, lineares e com coeficientes con-
stantes

Considere a equagao

d’x n bda: n )
0—— +b—+cx = ,

az " Vdt g
onde a, b e ¢ sao constantes com a # 0. Esta equacdo é homogénia quando ¢ (t) = 0, V¢, e é inomogénia quando g (t) # 0.
Este tipo de equacdo diferencial é de segunda ordem, linear e com coeficientes (a, b, c) constantes. A forma padrdo que
noés vamos usar € dividindo esta equacao por a e definindo

)
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e
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oy = 29,
isto é,
d’z dx
ﬁ‘i‘pa‘i‘qw = [(1).

Note que temos o seguinte operador diferencial de segunda ordem:

d? d
<z = +p— +gq.

dt? dt
Entao, vemos que este operador é linear e a equacao acima se escreve

L = f(t).

Note também que podemos pensar em uma classe de operadores diferenciais de primeira ordem assim:

d
9, = —+o.
“ dt
Seria, entao, possivel termos:
L = DPa,

com valores «a e 3 escolhidos adequadamente? Para responder, fagamos:
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para qualquer funcdo y = y (t) . O primeiro membro da:

N N —d2+d+
a2 T Pg 4 = oae Py T

G+ n) Gy = (o) |Gee))
(i +2) (3 +)
() ()

O segundo membro da:
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Logo, teremos . = 939, resolvendo para « e § o seguinte sistema de duas equagoes a duas incognitas:

at+f = p
e
af = q
Substituindo 8 = ¢/« na primeira equagao, vem:
a +% =p,
isto é,
2 —
a—pa+q = 0.
Ha duas solugoes para esta equagao de segundo grau:
pE+/p?*—4q
ar = —— o

Lembre-se:




Logo, também temos:

Vejamos, primeiro,

E, analogamente,
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Vemos, portanto, que ha duas possiveis fatorizagdes do operador % :

ou

isto é,

ou

L = Do Do
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onde

pE/p? —4q

a4+ 9

Sendo assim, agora podemos reescrever nossa equacgao diferencial original,

d%x dx
- = = t
Tz TP T f@),

por exemplo, como
Definamos, entdo, uma nova incognita:

Portanto, a equagdo para y (t) fica:

(jtm_)y(t) — f).

Exemplo meio degeneradinho: escolhendo um em que 4q = p?

Resolva a equagao diferencial seguinte:

A2z dx
Vemos que
2++v22 -4
« = —
* 2
= 1.

Logo, devemos resolver:

Definimos:

e resolvemos, primeiro,



ou seja,

Sy ty) = exp(-3).
Tentemos um fator integrante:
pt) Zy @ +p@y @) = ut)exp(=3t),
isto é,
Ly O =y ) Sp @ +n Oy = pyexp(-30).
dt dt

Para achar qual é o fator integrante que vai simplicar esta equagdo diferencial, nés impomos que

d
() L+ Wy = o,
isto é,
d
y@) u(t) = pt)y(),
ou seja,
d
— = ult
k@ pu(t)
Mas, também podemos escrever:
d
) _ g
e (t)
Integrando, obemos:
d
/ p(t) / .
p(t)
isto é,
Wlu@®) = t+C,
onde C' é uma constante arbitraria. Logo,
ln(t)] = exp(t+0),
isto é,
w(t) = zexp(C)exp(t)
= Aexp(t),



onde A = +exp (C) é uma constante multiplicativa arbitraria. O fator integrante para a equagdo diferencial dada acima, é
simplesmente exp (t) , ja que a constante multiplicativa, qualquer que seja escolhida, sera cancelada e, portanto, a tomamos
como sendo 1. Com isto, a equacao fica:

exp () (g +1) () = exp e (-30),

ou seja,

Sl )y () = ow(-20),

ou ainda,

/d[exp Wy@)] = /exp(—?t) dt.
Entao, segue que

e ()y(t) = —gem(-20)+C,
onde C; é uma constante arbitraria. Assim,

y(t) = f% exp (—3t) + Crexp(—t).

Mas,
y(t) = (:iit —|—1> x(t)

e, portanto, agora, para encontrar x (t), substituimos nesta equagdo, a solu¢do que obtivemos acima para y (¢), dando:

1 d
——exp(=3t)+Crexp(—t) = (—+1]x(),
2 dt
cujo fator integrante, de novo, é exp (t). Com isto, temos:
Llesp ()] = —gexp(-20)+0
5 lexp () = —gexp 1-
Integrando, temos:
1
exp (t) z (t) —3 /dt exp (—2t) + C1t + Cq,

onde Cy é uma segunda constante de integracdo e, portanto, arbitraria também, como C;. Portanto,

1

x(t) = —5 exp (—t) /dt exp (—2t) + Citexp (—t) + Cyexp (—t)

1
7 XP (—t)exp (—2t) + Citexp (—t) + Cyexp (—t),

ou seja,

1
z(t) = Yhas (=3t) + Citexp (—t) + Caexp (—t).



