Como encontramos f (x,y)? Simples, resolvemos duas equagoes parciais:

% = M(z,y),
of (x,y)

S6 isso. Segue um exemplo resolvido do livro de Boyce et al; é o de ntimero 4, na pagina 100. Queremos resolver a equagao
diferencial

dy
3zy +y° + (332 + xy) e

Escrevendo no formato padrao com que comecamos esta discussao, multiplicamos tudo por dx e obtemos

(Sxy + yg) dx + (x2 + xy) dy = 0.

Logo, neste exemplo,

M(z,y) = 3zy+y’
e

N (z,y) = z*+ay.
Usando nosso critério da Eq. (1),

o M(e) = SN, )

calculamos:

2M (z,y) = 3z+2

dy
e

2N(x,y) = 2x+y.

Ox

Nossa conclusao é que esta equagao diferencial ndo é exata. Portanto, ndo ha uma funcao f tal que df = 0 é equivalente
a esta equacgao.

Hé&, porém, uma outra coisa podemos fazer para transformar, facilmente, em alguns casos, uma equacao que nao é
exata em outra que seja. Neste exemplo, temos a equagao que, como acabamos de ver, nao é exata:

(Sxy + y2) dx + (Jc2 + xy) dy = 0.

E se houver um fator integrante, u (z), tal que quando multiplicamos por esta equagdo, obtemos uma equacao diferencial
exata? Isto &, serd que ha p(x) tal que

p(x) Bry + %) de + p(2) (2* +2y)dy = 0



agora é uma equagado exata? Para verificar isto, bata usarmos nosso critério miraculoso, isto é,

OM (z,y) _ ON (x,y)
oy N ox 2)

Tomemos

M(z,y) = p(z)(Bzy +y?)
e

N(wy) = ) (@®+ay).
Agora, calculemos:

9 M = 2

a (z,y) p () (3z + 2y)
e

%N (z,y) = dZix) (2® + 2y) + p(z) 2z + ).

Para que estas duas equagoes sejam iguais, impomos que

dp (2)

w(z) Bz +2y) = T (m2 + a:y) +p(x) (22 +vy),
isto &,
d/zlix) (2* +zy) = pl)Br+2y—20-y),
ou seja,
WD ery) = n@@ty),
ou ainda,
d/fiff) = p(x),

que queremos que a equacgao valha em todos os pontos do plano xy e, portanto, podemos tomar z,y # 0 e cancelar x + y
em ambos os membros. Lembre-se também que, aqui, x e y tém que ser vistas como duas variaveis independentes, para
podermos falar de diferenciais de fungoes de duas variaveis independentes. Logo, podemos escrever a equagdo acima como

1 odp(x) 1
p(x) de oz’
isto é,
dln |y ()] 1
dx oz



Integrando, da
mlp(@)| = Info|+ K,

onde K é uma constante arbitraria. Para fatores integrantes, como j& vimos em outro contexto, podemos tomar a constante
arbitraria que aparece como sendo o valor que acharmos mais conveniente, e aqui tomamos como sendo zero. Com isso,

Infu(@) = Infal

e, exponenciando,

Para fatores integrantes, por ser fatores, podemos simplesmente escolher qualquer constante multiplicativa e, como prefiro
+1 ao invés de —1, vou escolher

plw) = =
Agora a nossa equagao diferencial fica:
p(x) (Bzy +y°) doe 4+ p(x) (® +ay)dy = 0
isto é,
(3x2y + acyQ) dx + (:r3 + mzy) dy = 0.

Neste caso,

M(z,y) = 3a’y+ay’
e

N (z,y) = 2°+2%y.

Vamos usar o critério dos milagres:

9 2

—M (z,y) = 3z°+2zy

dy
e

9 2

—N (z,y) = 3z°+ 2zxy.

ox

Como estas duas derivadas parciais sao iguais, a nova equacao diferencial é exata e s6 temos que encontrar uma funcao
f(z,y) tal que
of (z,y)
I~ M (a,
. (2,9)
= 32%y+ xy?



of (z,y)
—_ N
oy (z,y)
= 5+ xzy.

Integrando a primeira delas com relagao a x, obtemos:

1
flzy) = 2°y+ §x2y2 +9(y),

onde ¢ (y) é uma funcao que s6 depende de y. Agora integramos a segunda equagado acima com relagdo a y e obtemos:
flry) = ay+ %wzyz +h(z),
onde h (z) é uma funcgao que s6 depende de x. Mas como f (x,y) = f (x,y), para todo valor de z e y, entdo temos que ter
2’y + %xzyQ +gly) = y+ %w2y2 +h(z),
isto é,
gy) = h(x).

A tnica solucao plausivel para esta equacao, enfim, é que

g = h
:Cl

onde C’ & uma constante arbitraria. Portanto, nossa fungao f (x,y) é dada por
1
flay) = 2y+ 52"+ C

A equacdo diferencial que temos que resolver &, portanto,

que é equivalente a termos
f — C”
onde C” é uma constante arbitraria. Nossa familia de solugoes ¢, finalmente, dada por

1
Jc3y+§m2y2+0' _ C//,

isto é,



com
c = -C'+C"
uma constante arbitraria. Se quisermos y como uma funcao de x, fazemos:
2C
v 42y — =5 = 0,
T

ou seja,

—2z £ /42? + 85

2
C
= —xEy[r?+2—.
x
Podemos simplificar ainda mais tomando
k = 2C.
Ai temos:
1
y = —x+—Vk+zt
x



