Equacoes diferenciais separaveis de primeira ordem

Temos a forma geral:

M (xz,y)dx + N (z,y)dy = 0.
Por que é geral? Por exemplo, tomando
M(z,y) = q@)y—f(z)
e
N(z,y) = pla),
teremos:
lq(z)y — f ()] de+p(x)dy =
isto é,
P Lra@y = f@)
Quando acontecer que
M(z,y) = h(z)
e
N(z,y) = 9(),
teremos:
h(z)dz+g(y)dy = 0,
isto é,
gdy = —h(z)de,

Neste caso, dizemos que a equacdo diferencial é separavel.
Vamos ver o Exemplo 2 do livro-texto de Boyce et al:

dv — 2(y-—1)

dy 3x2 +4x +2

Podemos reescrever esta equacao diferencial como:

—(82* +4z+2)dz+2(y—1)dy



e vemos que a equagao é separavel. A solugdo é obtida por integracao:

2/(y—1)dy = /(3x2+4x+2)dx,

isto é,
Y2
2(2—y+C’1> = 23+ 227 + 224 Oy,
ou seja,
2 _ 3 2
y° =2y = x°+2z°+2zx+ Cy — 20",
ou ainda,
V-2 = 224222 +22+C,
com
C = 02—201

uma constante arbitraria.

Digressao: diferenciais

Suponha uma funcdo de z, digamos, f (z). A variacdo de f (z), quando z varia de um incremento Az (que pode ser
positivo ou ndo), é denotado por Af = Af (x) e definido como:

Af(z) = [fle+Ar)—f(2).

Por exemplo, quando

fla) = 2%
temos:
fz+Az) = (z+Azx)?
= 224 2zAz + (Ax)®.
Logo,

Af = [flz+Ar)—f(z)
= 2?4 2zAz + (Az)® — 22
= 2Az+ (Az)®.

No caso em que |Az| < 1, podemos aproximar:

Af =~ 2zAx.



Neste caso, a aproximagdo até a primeira ordem de Az da variagdo de f (z) é definida como a diferencial da fungéo f e
denotada, neste exemplo, como

df = 2xAx.
Note que, neste exemplo, 2x é f' (x). Assim, temos, em um caso geral,
df = f'(z)Ax.

Veja que podemos pensar em x como sendo a fungdo x, isto é, x é uma fungao de z, que se denotarmos por g (z),
entao podemos escrevé-la assim:

dg = ¢ (z)Ax
Mas,
g (@) =1
e, assim,
dg = Aux.
Mas, g = g (x) = z e, com isto, temos:
dg = dx
= Aux.
Logo,
Ax = dx
e, portanto,
df = f'(v)dz

Claramente, também, vemos que:
Af = flz+Az)—f(2)
= 2?4 2zAz + (Az)? — 22
= 2zAz + (Az)?

e, portanto,

Af



Assim,

Af .
RIS A
= 2z
= f(z).
Vemos, portanto, facilmente, que, no caso geral, quando a fun¢do f é qualquer, que podemos sempre considerar que
daf /
L=y,
Note também que, em geral,
Af o flz+Az)— f(z)
im — = 1
Az—0 Ax Az—0 Az

I
il
—

153
N—

que é a definicao de derivada.

Veja também que a diferencial d4 uma aproximacdo para a curva f (z + Ax) = s, (Az) como funcdo do incremento
Az :

flz+Ar) ~ f(x)+df
f@)+ [ (z) Az,
ou em termos da curva tangente ao ponto (z,y = f (z)),
sz (Az) =~ 5, (0) +mAe,

onde m = f’ () é o coeficiente angular da reta tangente.

Equacoes diferenciais exatas de primeira ordem

Note que uma fun¢ao de duas variaveis, digamos f (z,y), tem uma diferencial definida como:

_Of (z,y) of (x,y)
df = o dx + 3y

dy.

Outra digressaozinha

De novo, tomamos um incremento no plano, isto é, tem um incremento Az em xz e outro, Ay, em ¥y :

= flz+Az,y+Ay) - f(z,y+Ay) + f(z,y+ Ay) — f(z,y)

_ fetArytAy) - flyt+Ay) o F@ytAy) - f@y)

Ax Ay Y
of (x,y + AY) py 4 97 (z,y)

ox dy
0f (,y+ A8y, 0F (x,y)
ox oy
of (z,y) dot 2 (z,y) dy.
or oy

Q

Ay

Q

dy

Q




quando |Az| < 1 e |Ay| < 1. E, de forma andloga ao que fizemos acima, para func¢oes de uma s6 variavel, neste caso
definimos a diferencial para uma fungao de duas varidveis assim:

ox oy
Retornando ao tépico, uma equagao diferencial da forma:
M (xz,y)dx+ N (z,y)dy = 0

é chamada de equagdo diferencial exata se a quantidade M (z,y) dx + N (x,y) dy for uma diferencial de uma funcao das
variaveis x e y, isto €, existe uma fungdo f = f (z,y) tal que sua diferencial é dada por:

df = M (z,y)dx+ N (z,y)dy.
Sendo assim, temos que
A = 0
e, portanto, segue imediatamente que
fley) = C,

onde C' é uma constante arbitraria. Tudo o que precisamos fazer, portanto, é achar f (z,y).
A equacdo diferencial de primeira ordem

M (z,y)dx+ N (z,y)dy = 0

é chamada de equagdo diferencial exata se a quantidade M (x,y) dx + N (x,y) dy for uma diferencial de uma funcgao das
varidveis z e y, isto é, existe uma funcdo f = f (x,y) tal que sua diferencial é dada por:

df = M (z,y)dx+ N (z,y)dy.
Sendo assim, temos que
af = 0
e, portanto, segue imediatamente que
flzy) = C,

onde C' é uma constante arbitraria. Tudo o que precisamos fazer, portanto, é achar f (z,y). Para isso, notemos que a
diferencial de f (z,y) é dada por

g = M=y, @y,
ox dy
e, como também estamos supondo que
df = M(z,y)de+ N (z,y)dy,



segue que devermos ter

Oy (ay) 0
of (x,y)  _
Ty - N(x’y)a (2)

supondo os incrementos dz e dy como sendo arbitrarios e independentes, ja que se M (z,y) dz + N (z,y) dy é, de fato, por
hipétese, a diferencial de um fungao, entao dz e dy devem ser pensados como incrementos arbitrarios e independentes. Um
critério que nos permite ver se M (x,y) dxz + N (z,y) dy é uma diferencial exata ou ndo é notar que se M (z,y) e N (x,y)
forem fungdes continuas, entdo, para que as Eqgs. (1) e (2) valham, sendo também continuas, decorre que 0f (z,y) /Ox e
Of (x,y) /Oy também sdo continuas. Logo, como essas derivadas parciais sdo continuas, segue necessariamente que

Of(xy) _ 0 (r.y)
yor 0xdy
e, portanto,
O [of(zy)] _ 0 [0f(zy)
Ay Ox Ox Oy ’
isto &,
0 0

Assim, é necessario que esta equacdo seja valida para que M (z,y)dx + N (z,y) dy seja uma diferencial. Ou seja, ao
fazermos o teste se a Eq. (3) vale e concluirmos que ndo vale, segue que M (z,y) dz + N (z,y) dy ndo é uma diferencial e,
portanto, a equacao dada nao é exata.

Por outro lado, caso a Eq. (3) valha, segue imediatamente que isto é suficiente para concluirmos que a equagao dada
é exata. Esta suficiéncia é verificada como segue. Considere um campo vetorial dado por

w(z,y) = KM (z,y)+IN (z,y).

O rotacional deste campo vetorial é dado por:

X vy Z
VXxw(zy) = 5 %
M(z,y) N(z,y) 0
(3o ) ()
dy 0z Jdz O or oy
_ _(ON oM
N (M_ay)



Sendo assim, como o rotacional é zero no plano zy, segue que existe uma fungdo escalar, ¢ (z,y, z), como em elet-
rostatica, tal que

W(‘T7y) = _V¢ (Qf,y,Z)
00 060

*or yay Zoz

Pela defini¢do de w (z,y) , vemos que, entéo,

0 (z,y,
B
Ny = - ¢(fgyy,2)
e
o0 (x,y,2)
0

A terceira desta equagbes mostra que ¢ (z,y, z) ndo depende da variavel z e, portanto, é uma funcdo s6 de x e y. Vamos
denotar essa func¢do por —f (x,y) e ai concluimos, das equagbes acima, que, como consequéncia de que a Eq. (3) vale,
segue a existéncia de uma funcdo f (z,y) tal que

M(z,y) = %,
Ny = Lo,

Com isso, portanto, segue agora que a quantidade M (x,y) dx + N (x,y) dy é uma diferencial exata, ja que acabamos de
demonstrar a existéncia de uma fungao tal que:

M(x.y)de+ N (@,y)dy = L gﬂ Y g 1 O éy 9,
que, pela definigao de diferencial, é equivalente a termos
M (z,y)dz+ N (z,y)dy = df.

A equacao diferencial dada é, dessa forma, equivalente a termos
daf = 0,
ou seja, as solucoes sdo tais que satisfazem
flzy) = C,

onde C' é uma constante arbitraria. Basta resolver agora y como funcao de x ou x como fungao de y. O critério resumido
na Eq. (3) é, portanto, necessario e suficiente para termos uma equagao diferencial exata.



