A integral gaussiana geral

Consideremos agora a integral

com zg € C, 29 # 0 e Re(29) = 0.

Resolugao:

Quando Re (z9) = 0 obtemos o exemplo anterior. Consideremos, portano, o caso em que Re (z9) > 0. Novamente, podemos
escrever:

o0
I’ = 27r/ rdr exp (fzorz).
0
Para simplificar a notacao, escrevamos:
zg = a— bi,

com a > 0 e b, como vimos, vamos escolher positivo ou negativo, mas nao nulo, pois ja sabemos que quando b = 0 obtemos
o resultado do primeiro exemplo acima. Sendo assim,

I’ = 27T/ rdr exp (farz) exp (ibrz) .
0

Vamos, entao, primeiro considerar o caso em que b > 0 e vamos usar o0 mesmo caminho da figura usada no exemplo
anterior acima. Logo,

li —202%)dz = 0
Aim Czexp( zoz) z ,
isto é,
0 = i —202%) d
A CRzexp( zoz) z
+ lim [/ zexp (—zp22 dz+/ zexp (—z022) dz
Jin | [ sesp (st [ s (-202)
Novamente, temos que
lim ZeXp(szZj)dZ = 0

R—oc0 Cr

e, com isso,

lim [/ Z exp (72022) dz +/ Z exp (72022) dz| = 0.
Cy

R—o0 Co



Obviamente,
12

lim ze —2022)dz = —.

Resta-nos calcular apenas a integral

0
/ zexp (—z02°) dz = / Texp (i0) exp [—zo7> exp (2i6)] exp (i6) dr
Cy R

exp [—207'2 exp (2i9)] f

22:0

0
exp [—zoR? exp (2i0)] 1

220 22
Mas,
exp [—z0R? exp (2i0)] = exp [—z0R” (cos20 + isen26)]
exp [— (a — bi) R* (cos 20 + isen26)]
= exp [—iR*(—bcos 20 + asen20)]
x exp [—R? (acos 20 + bsen26)] .

Como estamos considerando um caminho como o da figura do exemplo anterior, mas agora escolhendo 0 < 6 < /4 para,
com isso, termos tanto cos 26 como sen26 positivos. Logo, como neste caso estamos supondo a,b > 0, segue que

lim exp [—z0R2 exp (2i0)] = 0
R—o0
e, assim,
}%i_r}noo {/Cl Z exp (—zon) dz + /02 Z exp (—zozg) dz| = 0
implica em
1 I?
-4+ = 0,
220 27
ou seja,
r ==
20 '
Portanto,

I = (”)U%
20

Como exercicio, vocé pode fazer agora o caso em que b < 0 e verificar que d& a mesma coisa, com a escolha 37/4 < 6 < 2.
Notemos que este resultado é geral. Quando escolhemos zyp = a, com a > 0, obtemos o resultado do primeiro exemplo
acima. Quando escolhemos zg = —ia, obtemos o resultado do exemplo anterior acima.



Outro exemplo

Outro exemplo é o célculo da integral
—+00
exp (az
K = / g P T)
o 1+ exp (z)
com 0 < a < 1. Vamos novamente considerar um contorno fechado:

exp (az)

L = dz —————.
éﬂR 1+ exp(2)

Resta especificar o contorno fechado I'. Notemos que ha um polo em zy = im. Ha outros, mas vamos usar s esse mesmo.
Tomemos I'g como o segmento (—R, R) no eixo z, seguido do segmento que sobe paralelamente ao eixo y, dado por

z = R+ 2mip,

com p variando desde 0 até 1. Depois vamos tomar o segmento que sai de R + 277 e termina em —R + 27i, anti-paralelo
a0 eixo x. Assim, nesse trecho de I'r, temos a parametrizacao dada por

z = —v+2m,

com v variando desde —R até R. Finalmente, agora tomamos o segmento que sai do ponto —R + 27¢ e segue anti-
paralelamente ao eixo y com a parametrizagao dada por

z = —R+42mi&,
com ¢ variando desde 1 até 0. Vemos, portanto, que
L /+R gy P (ax) o /1 du exp (aR + 2’/TZ.(Z['L)
_nr 1+ exp (z) 0 1+ exp (R + 2mip)

- /R gy SR (Cavt2mia) /Odg exp (—aRl +2miga)
_rn l+exp(—v+2mi) 1 1+ exp (=R + 27i€)

Claramente, como o tnico polo envolvido nesse contorno é zg = i, notamos que proximo a zy temos:

exp (az) _ exp (az)
1+ exp(2) 1+ explim + (z — im)]
_ exp (az)
1 —exp(z —im)
~ exp (az)
1—1—(z—i7r)—%(z—i7r)2—...
~ _ exp (az)
(z—im) [1+ 5 (z—im) +...]

_exp (az)
(z —im)

O polo em zy = iw &, portanto, de ordem 1. O residuo ali é, assim, —exp (iwa). Com isso é evidente que

L = —2miexp (ima).



Assim,

—2miexp (ima) =

+R 1
/ dx m + 2m’/ dp
R 1+ exp(x) 0

exp (—av + 2mia)

exp (aR + 2miap)
1+ exp (R + 2mip)

exp (—aR + 2miéa)

R 0
— d 2mi d
/_R V1—|—exp(—1/—|—27ri)+ m/l ¢

Tomando agora o limite em que R — oo, vem:

1+ exp (=R + 2mi€)’

+R
lim dx _exp (az) = K,
R=oo |_p 1+ exp (z)
. ! exp (aR + 2miap)
lim - 0,
R [ 1+ exp (R + 2mip)
pois
exp (aR) .
i e@ = Amert-om
jAque 0 <a <1,
R : R
— 2 —
lim exp (—av + ma)’ exp (2mia) lim dv _exp(zav)
R—oo J_p 14 exp(—v+ 2mi) R—oo J_p  14exp(—v)
R
= exp(2mia) lim _exp (av)
R—oo J_p  l+4exp(v)
= exp (2mwia) K
e
0 ‘ 0 ‘
— 2 2
lim exp (—aR + qu) lim |exp (—aR) / dé exp (2mila) ‘
R—oo [y 1+ exp (=R + 27if) R—o0 1 1+ exp (—R) exp (27i&)

= |

= O’

—r 00

ja que 0 < a < 1. Em conclusao, vemos que

—2miexp (ima) =

isto é,

[1 — exp (2mia)] K

[ Jim_ exp(faR)} /1 ’ de

exp (2mia)

1+ limp_,o exp (—R) exp (27i€)

lim exp (—aR)} /10 d¢ exp (2mila)

K + 0 —exp (2mia) K +0,

—2miexp (ima) ,



ou seja,

2miexp (ira)
1 — exp (27ia)
2me

~ exp (—ima) — exp (wia)
2mi

exp (ima) — exp (—ima)’

ou ainda,



