
A fórmula integral de Cauchy

Se f (z) é analítica em uma curva fechada C e dentro da região cuja fronteira é

a curva C, então, para um ponto z0 dentro dessa região, vale a fórmula integral

de Cauchy:

f (z0) =
1

2πi

˛
C

f (z)

z − z0
dz.

Podemos olhar para uma pequena circunferência Cε de raio ε centrada em z0.
Então, o integrando acima, isto é, f (z) / (z − z0) , é uma função analítica tanto

em C como em Cε e entre essas duas curvas fechadas. Vamos usar θ como sendo

o parâmetro da curva Cε assim:

z = z0 + ε exp (iθ) .

Então,

dz = iε exp (iθ) dθ

e
˛
C

f (z)

z − z0
dz =

˛
Cε

f (z)

z − z0
dz

=

ˆ 2π

0

f (z0 + ε exp (iθ))

z0 + ε exp (iθ)− z0
iε exp (iθ) dθ

=

ˆ 2π

0

f (z0 + ε exp (iθ)) idθ.

Como a função f (z) é analítica em z0, segue que

lim
ε→0

f (z0 + ε exp (iθ)) = f (z0) ,

não importando o valor de θ. Com isso, vemos que

˛
C

f (z)

z − z0
dz =

ˆ 2π

0

f (z0) idθ

= f (z0) i

ˆ 2π

0

dθ

= 2πif (z0) ,

ou seja,

f (z0) =
1

2πi

˛
C

f (z)

z − z0
dz,

como queríamos demonstrar.

Vamos agora demonstrar a desigualdade de Cauchy.
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Comecemos com a primeira derivada. Então,

f ′ (z0) = lim
∆z→0

f (z0 + ∆z)− f (z0)

∆z

=
1

2πi
lim

∆z→0

1

∆z

[˛
C

f (z)

z − z0 −∆z
dz −

˛
C

f (z)

z − z0
dz

]
=

1

2πi
lim

∆z→0

1

∆z

˛
C

f (z)

[
1

z − z0 −∆z
− 1

z − z0

]
dz

=
1

2πi
lim

∆z→0

1

∆z

˛
C

f (z)

[
z − z0 − z + z0 + ∆z

(z − z0 −∆z) (z − z0)

]
dz

=
1

2πi
lim

∆z→0

˛
C

f (z)
1

(z − z0 −∆z) (z − z0)
dz

=
1

2πi

˛
C

f (z)

(z − z0)
2 dz.

Repetindo n vezes este procedimento, obtemos:

f (n) (z0) =
n!

2πi

˛
C

f (z)

(z − z0)
n+1 dz.

Agora podemos escrever:∣∣∣f (n) (z0)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ n!

2πi

˛
C

f (z)

(z − z0)
n+1 dz

∣∣∣∣∣
6

n!

2π

˛
C

∣∣∣∣∣ f (z)

(z − z0)
n+1 dz

∣∣∣∣∣
=

n!

2π

˛
C

|f (z)|
|z − z0|n+1 |dz|

6
Mn!

2π

˛
C

1

|z − z0|n+1 |dz| .

Como C é uma circunferência de raio R centrada em z0, segue que∣∣∣f (n) (z0)
∣∣∣ 6

Mn!

2πRn+1

˛
C

|dz|

=
Mn!

2πRn+1
2πR

e, portanto, ∣∣∣f (n) (z0)
∣∣∣ 6

Mn!

Rn
,
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como queríamos demonstrar.

Séries de Taylor e de Laurent

Se f (z) é analítica dentro e sobre uma circunferência C centrada no ponto z0 e

z está dentro da região englobada por C, então

f (z) =

∞∑
n=0

f (n) (z0)

n!
(z − z0)

n
.

Para demonstrar esse resultado, sabemos já que

f (z) =
1

2πi

˛
C

f (z′)

z′ − z
dz′.

Podemos escrever:

1

z′ − z
=

1

z′ − z0 + z0 − z

=
1

(z′ − z0)
(

1− z−z0
z′−z0

) .
Como, por hipótese, z está dentro da região englobada por C, segue que

|z − z0| < |z′ − z0| ,

pois z′ está sobre a circunferência C. E é por isso que precisamos sempre supor

que C é uma circunferência aqui, onde a série de Taylor converge para todos os

pontos z dentro da região englobada por C. Logo, não há problema algum em

notar que

1

1− z−z0
z′−z0

=

∞∑
n=0

(
z − z0

z′ − z0

)n
.

Para ver isso, basta notarmos que, sendo

ξ ≡ z − z0

z′ − z0

e sabendo que

|ξ| < 1,
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podemos escrever:

(1− ξ)
∞∑
n=0

ξn =

∞∑
n=0

ξn − ξ
∞∑
n=0

ξn

=

∞∑
n=0

ξn −
∞∑
n=0

ξn+1

=

∞∑
n=0

ξn −
∞∑
n=1

ξn

=

(
1 +

∞∑
n=1

ξn

)
−
∞∑
n=1

ξn

= 1 +

( ∞∑
n=1

ξn −
∞∑
n=1

ξn

)
= 1.

Logo,

∞∑
n=0

ξn =
1

1− ξ

=
1

1− z−z0
z′−z0

.

Com isso,

f (z) =
1

2πi

˛
C

f (z′)

(z′ − z0)
(

1− z−z0
z′−z0

)dz′
=

1

2πi

˛
C

f (z′)

(z′ − z0)

∞∑
n=0

(
z − z0

z′ − z0

)n
dz′

=

∞∑
n=0

[
1

2πi

˛
C

f (z′)

(z′ − z0)
n+1 dz

′

]
(z − z0)

n

=

∞∑
n=0

f (n) (z0)

n!
(z − z0)

n
,

como queríamos demonstrar.
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