Resumindo, se definirmos o operador nabla transversal como

podemos escrever

w

€ = — zZ X
: ho2 % By

w

= — Z X
e B

onde definimos os correspondentes campos transversais ao eixo do guia de ondas como

ﬁt = &Bx“"yﬁy

€ = Reg+3Yey.
Dessa forma, se encontrarmos 3., facilmente obteremos 3, 8y, €, € €,. Para obtermos (3., utilizamos a equacdo de onda:
2
w
2
\V4 62 +M567262 = 0.
Com o ansatz para a dependéncia em z, obtemos a equacao para f,:

325.2 626z w? 2
972 + By + (uec2—kZ> B = 0.

Essa equacao e as condigoes de contorno para (3, resolvem o problema para modos TE. Na superficie do guia de ondas, a
componente normal de 3 deve ser nula, pois o condutor é ideal e 3 se anula dentro do material condutor. Logo,

n-gBlg = 0.
Mas como a normal & superficie de um guia de ondas cilindrico é ortogonal ao eixo do cilindro, podemos escrever
f-Blg = n-Byg
= 0,
resultando em
. ik "
n'/gt|5’ = T a2 o2 n°Vtﬂz|S
kZ — pess
= 07
isto é,
iVl = 0

é a condicao de contorno para modos TE.



Modos TM (como exercico)

Impondo que 5, = 0 dentro do guia de ondas, obteremos os modos transversais magnéticos, TM. Da Lei de Ampére-
Maxwell obtemos

_ pele
VXxB = c Ot
L w
= —iue—e,
c
ou seja,
0p.  0py ie?
— > = —ipe—eg,
Jy 0z Hes
0B. 9B ine?
_ —  ine—e
0z Ox Heew
9By OB e
- — = —iuc—e,.
ox dy e
Para modos TM:
L0y Y
0z peges
e
0B _ —ipue—e¢
0z He

Aqui também tomamos a dependéncia funcional em z dos campos € e 3 como exp (ik,z) e obtemos

w
By = /ﬂfaew
e
w
Bz = —usaey.
Da Lei de Inducao de Faraday temos
103
V X = ———
€ c Ot
- i%B.

Cc

Em termos de componentes cartesianas, essa equacao resulta em

Oe., % w

oy 0z Zcﬁw’
de,  Oe, w
9z  o0xr Zc/jy7
dey, Oe, W
oy e



Para modos TM e o ansatz de propagacao ao longo do eixo do guia de ondas, obtemos

Oe, w

—ik,e, = 1—f:
ay zCy 0181
= —mekz 5 €y
e
Oe, w
ik.€, — = i—
=T o cﬂy
w2
= z,uekz 5 €2
ou seja,
—ik, Oe,
€, = —
! k2 — pets Oy
e
—ik,  Oe,
€z = e
‘ k2 — ety Ox
Em resumo, portanto,
—ik
€ = 72Vtez
k2 — pess
z MECT
e
w
= pue—=zXe
B 1% ke t
Y 3 X
= pue—=2z X €.
H k.c

Dessa forma, se encontrarmos e, facilmente obteremos ¢, €,, 8, € §,. Para obtermos e, utilizamos a equagao de onda:
2
w
2
Ve, —I—MEC—QGZ = 0.

Com o ansatz para a dependéncia em z, obtemos a equagao para €,:

0%, 0%, w? 9
) + 87(7!2 + <M€C2 — kz) €, = 0.

Como a componente tangencial do campo elétrico & superficie do guia de ondas deve ser nula, pois o campo elétrico dentro
de um condutor ideal é nulo e a componente tangencial do campo elétrico é continua, segue que

nxeg = 0,
isto é,

(naX +ny¥) X (Xex +§e, +2¢;)|g = 0,



ou seja,

Z(ngey —nyey) — Jnge, +Xnye.|lg = 0
e, portanto,
Nz€y — Nyez|lg = 0,
ngelg = 0
e
nyelg = 0

A normal tem apenas as componentes n, € Ny €

Logo, porque as componentes da normal, n, e n,, ndo podem ser ambas nulas, segue que a condi¢ao de contorno para os
modos TM é

ezlg = 0.



Exemplo: modos TE em um guia de ondas de se¢ao transversal retangular constante (como
exercicio)

Consideremos um guia de ondas retangular, cuja secao transversal tem a forma de um retangulo cujos vértices, no
plano zy, sdo dados pelos pontos (0,0), (a,0), (a,b) e (0,b). A solugdo da equagio de onda para 3, é facilmente verificada
como sendo

B, = exp(ik,z — iwt) [A1 cos (kzx) + Aasen (kyx)] [As cos (kyy) + Aasen (kyy)],

onde k., k, e k, devem satisfazer

2

2 2 2 w
ki +k, +k; = pe g

Além dessa condicao, k; e ky, assim como Aq, A2, A3 e Ay, também devem ser determinadas pelas condicoes de contorno.
Em z = 0 e x = a, a componente do campo elétrico tangencial & parede condutora deve ser nula. Como €, = 0 por
hipétese (modos TE), segue que €, = 0, ou seja, como

. w (3@)
Y c(k2—pey) \ O )




segue que

9B .
62: z=0,a -

Mas,

8.
ox

= exp (ik.z — iwt) [—A1kgsen (kyx) + Aaky cos (kgx)] [As cos (kyy) + Aasen (kyy)] .
Impondo a condigao de contorno acima para x = 0 resulta em
Ay = 0.
Em x = a, a condicao e o resultado acima implicam em:
sen (kza) = 0,
ou seja,
NgT

k, = —— parang,=0,1,2,3,....
a

Analogamente, em y = 0 e y = b, a componente do campo elétrico tangencial & parede condutora deve ser nula. Como
€. = 0 por hipotese (modos TE), segue que €, = 0, ou seja, como

- w (862 )
‘ c(k2—pe) \ 0y )’
segue que
[351 _
9 Jy—o
Mas,
8652 = exp (ik,z — iwt) [A1 cos (kzx) + Aasen (k)] [—Askysen (kyy) + Aaky cos (kyy)] .
Y

Impondo a condigao de contorno acima para y = 0 resulta em

Ay = 0.
Em y = b, a condicao e o resultado acima implicam em
sen (ky,b) = 0,
ou seja,
ky, = % paran, =0,1,2,3,....



Portanto, definindo a amplitude arbitraria Sy = A1 A3, obtemos

B: = Poexp (ik,z — iwt) cos (Mx) cos (nibﬂy) )
a

Notemos que se escolhermos n, = n, = 0, ficaremos com
B, = Poexp (ik,z —iwt).

Mesmo que tomemos k., = w/c como requerido pela equagio

2 2 2 w?
km + k’lj + kz = :UfCin
teremos, necessariamente,
iw < 08, >
€z = —————
c (k2 —pes) \ 9y
=0
w
kzcﬁy
e
iw (3ﬁz )
€y = 5
Y c (k2 —pess) \ Ox
0
w
- kzcﬁx'
A componente z da Lei de Inducao de Faraday entdo implica em
s - %4 %
c oxr Oy

= 0

e, portanto, a soluc¢do para n, =n, =0¢é e =0 e B = 0. Logo, a solucao acima, isto &,

B, = pBoexp (ik,z — iwt) cos (%l) cos (nL;y) 5

s6 nao é trivial quando ng,ny, =0,1,2,3,... e n2 +n? # 0. Esses modos sao indicados assim: TE,,, n, .

Modos TEM

Por que, ao tratarmos guias de ondas cilindricos, procuramos por modos tranversais elétricos (TE) e transversais magnéticos
(TM), mas nao procuramos por modos tranversais eletromagnéticos (TEM)? Os modos TEM tém ¢, e 8, ambos nulos

em guias de ondas. Suponhamos, portanto, que



ﬂz =0

no interior de um guia e tentemos resolver as equacoes. Como fizemos anteriormente, tomemos como dependéncia temporal
de nosso ansatz a fungio exp (—iwt). Da Lei de Indugdo de Faraday temos

103
VXxe = ———
c Ot
w
= 7’7/6?
c
isto é,
LW LW
V X e+ V X (ze,) = Zzﬂt —&-z;zﬁz,
ou seja,
W
V x € = Z*,@t7
c
ou ainda,
Je W
VtXEt—FZXit = Z*ﬁt.
0z c
Multiplicando essa igualdade escalarmente por Z resulta em
Z- (Vt X Et) = 0
e, como V,; X €; s6 tem componente ao longo do versor Z, segue que
V:Xxe = 0.
Também sabemos que
Ve = 0
dentro do guia de ondas e, portanto,
.0
<Vt + Za) € = 0,
isto é,
Vt c€ = 0.

Temos, portanto, um problema em duas dimensoes, pois, usando o ansatz para a dependéncia em z como fizemos para os
modos TE e TM, podemos escrever

€ = exp(ik.2)e€;,



onde

e = e€(,y).
O problema bidimensional é, entao, especificado pelas equagoes eletrostaticas:

Vt'ﬁg =0

Vi X 6; = 0.

Porque €] é irrotacional, segue que existe uma funcio escalar

o = du(z,y)
tal que

e, = -V
Logo,

Vice, = 0
implica em

Vige = 0

no interior de cada uma das secOes retas transversais do guia de ondas. A fronteira a uma se¢do transversal é uma
equipotencial de ¢; e, portanto, do teorema da unicidade das solugoes em eletrostatica, segue que ¢, = constante é a
solugao do problema, implicando que

A
e = 0
e, portanto,
€ = 0
para modos transversais eletromagnéticos. Como
W
V X €4 = Z*,@t7
c
segue que
B8, = 0.

Assim, vemos que ndo ha como termos modos TEM em guias ocos. A tnica maneira de propagarmos ondas transversais
em guias de ondas cilindricos é quando nao forem ocos, como no caso de cabos coaxiais, por exemplo.



Cavidades Ressonantes

Podemos construir uma cavidade ressonante a partir de um guia de ondas cilindrico simplesmente adicionando tampas
transversais ao longo do eixo do guia. Assim, escolhamos o eixo z no interior do guia de ondas e paralelo ao seu eixo.
Consideremos duas tampas condutoras, feitas com o mesmo material das paredes do guia, colocadas transversalmente ao
eixo do guia, uma em z = 0 e a outra em z = d, com d > 0. Para tratar o presente problema, procedemos como para
o caso de guias de ondas cilindricos, exceto que o ansatz para a dependéncia dos campos com a coordenada z deve ser
apropriada a uma onda estacionaria, ao invés de uma onda viajante. Dessa forma, para cada uma das componentes dos
campos, propomos que essa dependéncia seja uma combinacao linear de sen (k,z) e cos (k,z).

Vamos considerar que o interior da cavidade ressonante seja preenchido por um material dielétrico linear, homogéneo e
isotrépico, com permissividade elétrica € e permeabilidade magnética u. Para ondas monocromaéticas armazenadas dentro
da cavidade ressonante, tomemos como dependéncia temporal de nosso ansatz a fungao exp (—iwt). Com isso, como para
guias de ondas cilindricos, as equacoes de onda escrevem-se

2

V26+,u€w—26 =0
C
e
w2
VB4 pue—=5pB = 0.
C
Modos TE

Analogamente ao que fizemos no caso de um guia de ondas cilindrico, procuremos por modos transversais elétricos, TE,
ou seja, imponhamos €, = 0 dentro da cavidade ressonante. Da Lei de Indugao de Faraday temos

108
VXxe = ———
c Ot
= i“B
c
Em termos de componentes cartesianas, essa equacao resulta em
0 0
=S = g,
oy 0z c
0 0
€x o €z — Zgﬁy,
0z Ox c
Oe Oe w
-y _z _ ;= Bs.
or oy c
Para modos TE:
Oey W
o
e
Oey w
5 =

Como explicado acima, procuramos por ondas estacionérias ao longo do eixo z. Assim, tomamos a dependéncia funcional
em 2z do campo € como uma combinagdo linear de sen (k,z) e cos (k.z). No entanto, para os modos TE as componentes

10



nao nulas de e tangenciam as tampas condutoras e, como condi¢ao de contorno, devem ser nulas em z = 0 e z = d.

Portanto, necessariamente devemos ter

e = sen(k.z)e;,
onde definimos

€ = Re;+7Jey,

€ = Xe, + ye’y
e

€& = e€(z,y.1),
com

k., = %, p=12,...,

ja que p # 0 para solugOes nao triviais. Com isso, as equagoes

B Oey w

9z ZEBI
e
Oeg w
2. = e
fornecem
B, = —i—e¢, cos(k.z)
e
Br = i—e,cos(k.2).
Da Lei de Ampére & Maxwell obtemos
e O€
v = ——
x B c Ot
LW
= —juc—e,
ou seja,
0 0
8% —% = —ius%e;sen(kzz)
7] )
aﬁ; - 8% = —i,us%e;sen(kzz)
0By 0B _ 9
or Oy e e
= 0.
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Com o ansatz referente & dependéncia em z, essas equagdes dao

. k2
% —i ZCe;sen (k.z) = fius%e;sen (k22)
e
.kfc ’ 8ﬁz . Wy,
—i——¢,sen (k.z) — 5, = e eysen (k.z),

o que implica que

B. = PBlsen(k.z),
com

B, = Bi(zy.t).

Logo, das equagoes acima, concluimos que podemos obter as componentes nao nulas do campo elétrico em termos de
derivadas espaciais de f:

op. k¢ Cw
8; —i :} €, —ms;e;
e
k2 ap.
. >C ;7 ﬂz _ 711}1,{:‘56;,
w Ox
isto é,
L e o
* c (k2 — pesy) Oy
e
g iw op.,
- 2
Y c (k2 — pesy) Ox
Também temos
k
By = —iice’r cos (k. z)
w

ks cos (k2z) 0B,
k2 — ua“rj—f dy

k,c

Bm = 1 w 6;
ks cos (k.2) 0B,

k%—ug‘z—j Ox

cos (k. z)

12



Resumindo, se definirmos o operador nabla transversal como
0] 0
Vi = X—+§y—
K ox yay
podemos escrever

ks cos (k.z)

- ooy,
Igt k‘g — ME%; tﬂ
onde definimos
/Bt = ﬁﬁw + yﬁ?ﬁ

iwsen (k,z) . < V4.

“ c(kg —ua‘;’—f)z

Dessa forma, se encontrarmos 3., facilmente obteremos (,, By, 0., €, € €,. Para obtermos ., utilizamos a equagao de
onda:

2 w?
Y% Bz +M5076z = 0.
Com o ansatz para a dependéncia em z, que resulta em
B. = PBlsen(k.z),

obtemos a equagdo para (3:

o°p, | 9°B; AR
5 T T (uscz—kz> B, = 0.

Essa equacao e as condi¢oes de contorno para 3, resolvem o problema para modos TE. Na superficie lateral da cavidade
ressonante, a componente normal de 3 deve ser nula, pois o condutor é ideal e 3 se anula dentro do material condutor.
Logo,

n-fBlg = 0.
Mas como a normal & superficie da cavidade ressonante cilindrica é ortogonal ao eixo z que definimos, podemos escrever

ﬁ'ms = ﬁ‘/@t|s

pr— ()7
resultando em
. k. cos (k.z) .
n- 5t‘5’ = *ﬁ n- Vtﬁﬂs
kZ — pets
= O7
isto é,
n-ViBlg = 0

é a condicao de contorno para modos TE.
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Modos TM (como exercicio)

Impondo que 5, = 0 dentro da cavidade ressonante, obteremos os modos transversais magnéticos, TM.

Ampére-Maxwell obtemos

e Oe
v = ——
x B c Ot
L w
= —iuc—e,
c
ou seja,
8. _ 9By _ —ipese
oy 0z c
9. _ 98 _ —ipee
dz Oz He e
96y _ 98 _ —ipe e
Or Oy ¢~
Para modos TM:
_98y Y
0z He g es
e
96, —1 Ege
0z He b

Da Lei de

Aqui também tomamos a dependéncia funcional em z do campo € como uma combinagéo linear de sen (k.z) e cos (k.z).
Novamente observamos que as componentes de € que tangenciam as tampas condutoras, como condi¢ao de contorno,

devem ser nulas em z = 0 e z = d. Portanto, necessariamente devemos ter, mesmo para modos TM,

e = sen(k.z2)e€;,
com
p
kz = g,pZO,I,Q,...,
ja que p = 0 implica em €; = 0, mas, como veremos abaixo, nao necessariamente implica em ¢, = 0 para modos TM.
Assim,
aﬂy LW /
——— = —iuc—sen(k,2)e
az /u’ c ( z ) x
e
0Bz w
= —iuc—sen (k. z)¢€.
0z Hes (k=2) €

O ansatz para 3, que faz sentido & luz dessas equagoes é

B, = cos(k,z) 5;

14



e, portanto,

fornece

da

isto é,

Da Lei de Inducao de Faraday temos

0By

0z

k.sen (k.2) B,

0B
0z

—k.sen (k.z) 3.,

—ipeZsen (k.z) €,
c

w
—ipe—sen (k. z) €,
c

X € =

. w 12
= —tue_sen (k.2) €,

. w
—ipe—sen (k.z) €,

w

i .
C

Em termos de componentes cartesianas, essa equacao resulta em

Oe.,
dy
Oey
0z
Oey

ox

Oey

0z
Oe,,
ox
Oey

dy

Para modos TM e usando o ansatz para a dependéncia em z acima, obtemos

Oe.,
Jy

k. cos (k.z) €, —

Oe,

— k. cos (k.z) €,

ox

15

z% cos (k.z) B,

w
i~ cos (k.z) By,



ou seja,

W Oe
kz COs (kzZ) E;/ + Z; COS (kzz) ﬁ; = 8;
e
’ W r Oe.
k. cos (k.z) €, — i~ cos (k.2) B, = s
ou ainda,
k. cos (k.z) '—i—iwcos(k z)isw : Oc:
€ — € = s
; Y e 22 k.c™¥ Ay
que da
k Oe
cos (kyz)el, = —ZF—Z2
(k=2)€, k2 —ﬂs%; Jy
e
k. cos(k.z) €, +igcos(k‘ 2)iue Y= O
z z T c z 1 kZC T 81’7
que fornece
k.,  Oe,
cos (ky2)el, = ——— .
’ k2 — pess or
Vemos dessas equagoes que
€. = cos(kyz)e,
com
€. = e(z,y1).
Em resumo, portanto,
k.sen (k,z
€ — Zi(zwz)vtgz
kg — /JA&‘CT
e
. w ~ ’
B; = —ipe—cos(k,2)Z X €
k.c
cos (k
= —iusgi( ZZ)Q % X Ve,
C k2 —pety

Dessa forma, se encontrarmos €, facilmente obteremos €, €,, €, = cos (k.z) €., 5, e B,. Para obtermos €., utilizamos a
equagao de onda:

2
w
V26z+uec—26z = 0.

16



Com o ansatz para a dependéncia em z, obtemos a equagao para €.:

0%, 9%, w2 L\,
81'2 + 5‘y2 + (Mfcz — kz) €, = 0.

Como a componente tangencial do campo elétrico & superficie lateral da cavidade ressonante deve ser nula, pois o campo
elétrico dentro de um condutor ideal é nulo e a componente tangencial do campo elétrico é continua, segue que

nxeg = 0,
isto é,
(naX 4+ ny9) X (Rep + ey +26.)|g = 0,
ou seja,
z(ngey —nyey) — ynge: + Xnyez|lg = 0
e, portanto,
Na€y — Nyezlg = 0,
nw€z|s =0
e
nyezlg = 0.
A normal tem apenas as componentes 1, € 1y €
ni + ni = 1.

Logo, porque as componentes da normal, n, e n,, ndo podem ser ambas nulas, segue que a condi¢do de contorno para os
modos TM é

€z|s = 0,
isto é,
cos (k2)e.lg = 0.
ou seja, como essa igualdade deve valer na superficie lateral para todo z entre 0 e d, segue que

clg = 0.

Frequéncias de ressonincia

Das equacoes de onda

0B, 0°B; w? o\
02 + ayz + (M€C2_kz) 62 = 0



como para modos TE e TM

com p=0,1,2,... para modos TM e p=1,2,... para modos TE, segue

T 2 w
k2 + k:i + (%) = peg-
As equagbes acima juntamente com suas respectivas condi¢oes de contorno representam problemas de Sturm-Liouville, ou
seja, problemas de auto-vetores e auto-valores. Assim, para cada auto-funcio teremos um valor discreto correspondente
para k§+k§, que podemos denotar como A2, onde m = 0,1, 2, ... sdo os indices escolhidos para designar os correspondentes
auto-valores. Logo, a cavidade ressonante somente podera conter ondas eletromagnéticas estacionérias com frequéncias
discretas dadas por

c P 2
I A2 (—) .
wpv /7/15 m+ d

Essas sio as chamadas frequéncias de ressonancia da cavidade. E importante notarmos que essas frequéncias correspon-
dem a linhas espectrais da cavidade infinitamente estreitas para um condutor ideal. Na préatica, no entanto, como a
condutividade de um material condutor é sempre finita, ha absor¢ao da energia das ondas eletromagnéticas pelas paredes
da cavidade. Esse fato implica em uma largura finita para as linhas espectrais da cavidade.

Uma cavidade ressonante em forma de paralelepipedo (como exercicio)

Quando abordamos guias de ondas consideramos o que se passa quando confinamos ondas eletromagnéticas em duas
dimensoes. Nesse caso, as ondas eletromagnéticas podem se propagar ao longo das direcdo que nao foi restringida. Agora
vamos considerar o que acontece quando temos uma caixa fechada, em forma de paralelepipido, com suas superficies
internas feitas de material condutor ideal. Uma tal regiao do espaco é conhecida como uma cavidade ressonante. Vamos
ver que, obviamente, nao ha como ter ondas propagantes, ja que todas as direcoes do espago sao delimitadas por condutores.
No entanto, ainda assim podem formar-se ondas estacionarias para certas frequéncias determinadas pela geometria interna
da cavidade. Essas frequéncias sdo chamadas frequéncias de ressonancia da cavidade ressonante. Vamos analisar o exemplo
de uma cavidade em forma de paralelepipedo para simplificar os calculos, mas hé cavidades ressonantes das mais variadas
formas.

Quando ha condutividade finita nas paredes internas da cavidade, o campo eletromagnético no seu interior acaba sendo
gradativamente absorvido pelo material da cavidade, isto é, a energia eletromagnética armazenada na cavidade é dissipada
por efeito Joule nas paredes condutoras. Quanto maior a condutividade, menor a absor¢io da energia eletromagnética
pelas paredes. Por essa razao, dizemos que uma cavidade de maior condutividade tem uma melhor qualidade e que o
chamado fator de qualidade, @, é alto. O fator de qualidade mede, essencialmente, a razao entre a energia armazenada
na cavidade e a energia perdida por ciclo, na frequéncia de ressonancia daquela energia armazenada (supondo campos
aproximadamente monocromaticos). Mas, aqui, como ndo trataremos o caso dissipativo, ndo vamos nos deter com a
definicao exata do fator de qualidade.
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Consideremos uma cavidade ressonante em forma de paralelepipedo, escavada em um material condutor ideal. Seja
o paralelepipedo que da forma a cavidade definido pelos seguintes vértices: (0,0,0), (a,0,0), (a,b,0), (0,b,0), (0,b,h),
(0,0,h), (a,0,h) e (a,b, h). Nesse caso, as ondas no interior da cavidade ndo sdo propagantes; sdo estacionarias. Tomemos
uma dependéncia temporal dada por exp (—iwt) e tentemos o ansatz:

€z = Fif1(x)sen (anWy) sen (%z) exp (—iwt) ,
€y = FEssen (%x) f2 (y) sen (%z) exp (—iwt) ,
€. = FEjssen (%w) sen (%y) I3 (2) exp (—iwt) ,
para ng,ny,,n, = 0,1,2,3,..., pois, como as paredes da cavidade sdo idealmente condutoras e a componente tangencial

do campo elétrico é continua, €, deve se anular para y = 0, y = b, z = 0 e z = h, ¢, deve se anular para z = 0, = q,
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z=0ez=hee, deve se anular para x =0, x = a, y = 0 e y = b. Supomos F;, Fy e E3 reais por simplicidade e
devemos encontrar as funcoes fi, fo e f3. Como no interior da cavidade nao ha cargas por hipotese, a divergéncia do
campo elétrico deve ser nula e, portanto,

b B B I () ()
+ Essen (%x) dfz; )Sen (n;w z) exp (—iwt)
Essen (nzﬂ x) sen (%y) df:;iz) exp (—iwt)

= 0.

Essa igualdade deve ser verdadeira para todo valor de n,,ny,n., z, y € z. Tomando um caso em que ng,ny,n;, T, Yy € 2

sd0 ndo nulos e dividindo essa equagdo pelo produto sen (2:Tz) sen (47 y) sen (%" 2) exp (—iwt), obtemos

Ey  dfi(x) N Ey,  df2(y) n Bz dfs(2)

sen (2Zg) dx sen (“y)  dy sen (%72) dz

= 0.

A tunica forma de satisfazer essa condi¢do para todo ponto dentro da cavidade é escolhermos cada um dos termos acima
igual a uma constante:

E1 dfl (Z‘) - C
- 15
sen (%x) dz
E, dfa(y) c
Moy T - 2,
sen (My)  dy
E
3 dfs (2) N
sen (%7z) dz
com
Ci+Cy+C3 = 0.
Assim,
Ci a NgT
fie) = s (ha),
- CQ b Ny
f2(y) = *Efznyiﬂcos(Ty),
Cg h n,m
f3(Z) = —Enzﬂcos( 5 z)

Notemos que poderiamos ter adicionado uma constante a cada uma das fungdes acima, mas o caso constante ja estéa
incluido se considerarmos n;,n,,n, também assumindo o valor 0. Logo, a solucdo para este problema pode ser escrita

como
&z = —Ci ¢ cos (M—Wz> sen (le—wy) sen (nz—ﬂz) exp (—iwt) ,
NG a b h
b
€ = —any—ﬂsen (n%aﬂ-x) cos (%y) sen (%z) exp (—iwt) ,
h
€, = —Cs—sen (nﬂrsc> sen (—yﬂy> cos (nzﬂz> exp (—iwt)
N, a b h



com

Ci1+Cy+Cs 0.

Essa solucdo, como esta expressa, implica em ignorarmos os casos em que um dos n's é nulo
casos também, dada a arbitrariedade das constantes introduzidas acima, escolhemos

a
Eo. = - ;
NgT
b
Eyy = —Cy—i,
Ty T
h
Ey, = —-Cs .
n,mT
Com isso, temos
€z = FEoy,cos (nzﬂ- x) sen (%y) sen (n;ﬂ- z) exp (—iwt) ,
€, = Epysen (nzﬂx) cos (%y) sen (nzﬂz) exp (—iwt) ,
€. = FEg.sen (nmﬂx) sen (niy> cos (nzﬂz) exp (—iwt) ,
a b h
com
n n n
Eoz az + E()y?y +E0zf = 0

e ng,Ny,n, =0,1,2,3,..., exceto os casos em que pelo menos dois n's sao nulos.
Agora, calculemos 3. Da lei de Faraday, temos:

. Para podermos incluir esses

B = vx €,
w
ou seja,
B, = _t MEOZsen B2 Y cos (1Y y ) cos neT, exp (—iwt
wl b a b h
(2 e (151 (55 ]
- —5 (nzw Eo, TL;W Eoy) sen (n:f x) cos (TLyTﬂy) cos (TL;?T z) exp (—iwt) ,
B, = G nszOT cos (227 ¢) sen ﬂy cos (2%, exp (—iwt
v wl h a b h
- nZTEOZ cos (n:fTﬂx) sen (nibﬂy cos (n;;r z) exp (—iwt)}
L o () () ()
B —5 [nzﬂ FEyy cos (%ﬁx) cos (nz y) sen (niz) exp (—iwt)
anWEOm cos (nngﬂx) cos (nzﬁy) sen (nzTﬂz) exp (—iwt)}
T MNyT Ny T Ny T Ny T N, .
= - ( - Eoy — %Eog;) cos (7x> cos (%y) sen (Tz) exp (—iwt) .



Forma alternativa de tratar este problema (como exercicio)

Este mesmo problema pode ser resolvido considerando as solugoes para o exemplo do guia de ondas de secao transversal
retangular constante, mas com tampas nas extemidades. Assim, para os modos TE do guia de ondas temos

B: = Poexp (ik,z — iwt) cos (nzix) cos (nibﬂy) ,

que $6 nao é trivial quando n,,n, =0,1,2,3,... e n2 + nz # 0. Para uma cavidade construida a partir desse guia, como
h& reflexdo nas tampas, devemos considerar a superposi¢ao

5§av = le‘i’ﬁz%

onde definimos

NgT Ny T
B.1 = Brexp (ik.z —iwt) cos (Lx) cos (%y)
a
e
Ny T Ny T
B.2 = [Poexp(—ik,z —iwt) cos (Lx> cos (%y)
a
Como os modos sao, por hipdtese, TE, temos €*V = 0 e, da continuidade da componente tangencial do campo elétrico,
também devemos impor €*" = e =0em z =0e z = h.
Mas, de acordo com o exemplo de um guia de ondas de secao transversal retangular constante,
Ecav _ W (3[321) iw <3522>
T - 2 - 2
-z \o ) r-z o

o iw B
R\ Oy

de forma que devemos impor

[aﬂzav} _ 0
ay 2=0,h

Aqui, ¢ é a magnitude de propagacao da luz no vacuo, isto é,




No entanto, todos os resultados obtidos aqui também valem quando, dentro da cavidade, h4 um dielétrico linear, homogéneo
e isotropico, caracterizado pelas constantes u e €. Nesse caso, basta trocar ¢, nas equagoes acima, pela velocidade de
propagacgao no meio dielétrico, isto é,
1 1
Cc = — .

vV Ho€o v HE

As derivadas de 5V que precisamos sdo calculadas assim:

a cav
g _ —%Bl exp (ik,z — iwt) sen (%z) cos (nyﬂy)

oz b
— Mﬂz exp (—ik,z — iwt) sen (nfﬁ—wx> cos (ny—ﬂy)
a a b
e
a cav
b = —Mﬁl exp (ik,z — iwt) cos (Mx> sen (My)
oy a a b
y

n n
- yﬂﬂz exp (—ik,z — iwt) cos (£x> sen (Tﬂy) _
a a

Impondo as condi¢oes acima, concluimos que:

B2 = —h
e
n,m
k., = T paran, =0,1,2,3,....
Logo, escolhendo
Box = 2ib1,
obtemos
n n n
B = Po.cos (ﬂm> cos (ﬂy) sen (iz) exp (—iwt)
a b h
e, para ndo termos solucdo trivial, devemos ter n, # 0, isto é,
n, = 1,2,3,....
Calculemos, portanto, o campo elétrico:
o W (95
’ B—a\ %
_ 1w nym NgT nym ) (nzw ) w
= 7(%#)27&2717 Bo- cos (—a :c) sen (—b y)sen|——z exp (—iwt)
h c?
e
6CELV — w 6ﬂgav
v k2 — %22 Ox
_ W NpT (naﬂr ) (nyw ) (’ﬂzﬂ' ) .
= ———————fpsen | —a ) cos | —y ) sen [ —=z ) exp (—iwt) .
(57— a Bo= . b Y . p (—iwt)
C
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Dessas equagotes verificamos que as amplitudes que calculamos anteriormente escrevem-se

iw Ny T
E = Y
Ox (nzﬂ-)Qiﬁ b ﬁOz
h c2
e
W Ny T
E - _
Oy (nzTr)Q 2 ﬁOz
h c2
Da relagao que obtivemos anteriormente,
xr nZ
EOz + EOy b + EOZ? O»
obtemos
N, w NyT Ny NgT Ny
B - (ramne _nemy o
“h (ﬂ;ﬂ)z — w2 b a a b 8
(&
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