Relagoes de Kramers & Kronig ou relagoes de dispersao

Da anélise do modelo de Drude & Lorentz segue que a polarizacdo em um meio dispersivo ndo é proporcional ao campo
elétrico. No entanto, definimos a polarizacao complexa, P, que é proporcional ao campo elétrico complexo, isto é,

P = XcE€,
onde
Xe = Xe (W)

é a susceptibilidade elétrica complexa e que depende da frequéncia. Sendo assim, o campo deslocamento elétrico complexo
é dado por

D = e+4nP

= (1+4+4mx.)e
= K_e,
onde também definimos a constante dielétrica complexa,
K. = 1447myx..

Sendo assim, o campo deslocamento elétrico real nao é, em geral, proporcional ao campo elétrico real, pois

D(r,t) = Re[D(r,t)]
= Re[K e(r,t)].

Essa anélise tem sido feita para ondas monocromaticas, mas vale também para um pacote de ondas com uma distribui¢ao
finita de frequéncias, que passamos a considerar a seguir.
Podemos pensar, no caso geral, que D (r,t) é um pacote de ondas monocromaéticas e escrever

+o0 -
D (r,t) = / dwD (r,w) exp (—iwt) .

— 00

Ora, D (r,w) exp (—iwt) € um campo monocromatico, de frequéncia w, e, portanto, podemos escrever

D(w;r,t) = DI(r, w)~exp (—iwt)

K. (w)E (r,w)exp (—iwt)

para um campo elétrico complexo monocromatico dado por

€(w;r,t) = E(r,w)exp(—iwt)

que, integrado sobre w, resulta no campo elétrico real:

+o0 .
E(r,t) = / dwE (r,w) exp (—iwt) .

— 00



Logo, para um meio dispersivo, podemos escrever

o _
D(r,t) = / dw K. (w) E (r,w) exp (—iwt) .

— 0o

Da transformada de Fourier inversa para o campo elétrico real acima, temos

~ Foo
E(r,w) = x / dt'E (r,t") exp (iwt') .
21 J_ o
Com isso,
+o0 1 o0
D(r,t) = / dw K, (w) 2—/ dt' E (r,t") exp (iwt') exp (—iwt)
oo T J oo
+o0 1 +oo
= / dw [1 4+ 47xc (w)] o / dt' E (r,t') exp [—iw (t — t)]
— 0 T J—co
400 1 +oo
= / dt'E (r,t) { / dw exp [—iw (t — t’)]}
oo 27 J_ o
+o0 1 +o0
+ / do [y ()] 5- / At B (r,t') exp [—iw (t — ¢')]
oo T J oo
+oo
= / dt'E (r,t") 6 (t —t)
_+oc 1 +o0
+ / dw [4mx. (w)] > / dt'E (r,t') exp [—iw (t — t')]
—00 T J -
= E(r,t)
+oo 1 +oo
+ / dt’ {2 / dw [Amx. (w)] exp [—iw (t — t')]} E(r,t),
oo T J oo
isto é,
+oo
D(r,t) = E(r,t)+/ dt'G(t—t)E(r,t'),
onde definimos
1 [t
G(r) = > dw [4mx. (w)] exp (—iwT) .
™ —0o0
Com a substituicao de variavel definida por
T o= t-t,
podemos também escrever
+oo
D(r,t) = E( 1) +/ dr G (1) E (r,t — 7).



Fica claro, assim, que o campo deslocamento elétrico nao é proporcional ao campo elétrico no mesmo instante de tempo,
pois recebe contribuig¢oes do campo elétrico em outros tempos, isto €, a relagdo acima, entre D e E, nao é local no tempo.

Usando o modelo harmoénico de Drude & Lorentz, a dispersdo em meios materiais é caracterizada por uma suscepti-
bilidade elétrica complexa dada por

_ Nnye?
Xe = Zk: m(w? — w? — ipw)’
onde ny é o namero de elétrons do tipo k por molécula, IV é o nimero de moléculas por unidade de volume, e é a carga
eletronica, m é a massa do elétron, v, é o coeficiente de dissipacao, wy ¢ a frequéncia natural de oscilagao dos elétrons do
tipo k e w é a frequéncia da onda eletromagnética incidente. Seguindo o livro de [J. D. Jackson, vamos utilizar o fato de
que X. pode ser aproximada por

_ Nnqe?
Xe = (W? —w? —ipw)’
se w ~ wy. Nesse caso,
I A Nn,e?
G(r) = — dw 5 T 216 - exp (—iwT)
2 J_ o m(wi — w? —imnw)
1 “+o0 (.AJ2
= — dw ————— exp (—iwT),
21 J oo WP —w?—imw P )

onde w,, ¢ a frequéncia de plasma do material. Essa integral pode ser calculada se usarmos o teorema dos Residuos. Para
isso, consideremos a integral no plano complexo:

w2 _
1(Cc) = ygcdz T2 e exp (—izT).
Os polos do integrando dessa integral ocorrem quando
wf —22—imz = 0,
isto é,
22+ i1z —w% = 0,
ou seja,

—im £ VAwf —7f
5 :

Z4+ =
Mesmo quando

se w1 #0, ambos os polos localizam-se no semi-plano complexo com Im (z) < 0, supondo, como sempre, que vy, > 0.
Portanto, para 7 < 0 podemos tomar o contorno C no semi-plano complexo superior e obter

wp
I (C) = %C dz m exp (—ZZT)
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ou seja, para 7 < 0,

o _ oo o .
§£Cdz T2 e exp (—izT) = [m dw W S exp (—iwT)
- 0
e, portanto,
G(r) = 0, parat <0.

Ja para 7 > 0 o contorno deve ser fechado no semi-plano complexo inferior e, nesse caso, o Teorema dos Residuos da

2
w
_ Sé P .
I1(C) = D dz T2 ime exp (—izT)

w2
= - dz——P  _exp(—izT
§é 22 +iv1z — w? p( )
2 . 2 .
wsexp (—iz_T wsexp (—iz4T
— 9nilP p( )+27T’L D p( + )
Z_ — Z+ Z+ — Z_
exp(—izoT) —exp(—tz_T
i D ( +Z)7 P ( )
+ A

2
—im1 + V4w — 2% +im + Vaw] — A
W oo [TV =R N (e i/ — 7
2 _ A2 p 2 p 2 T
VAwT — 1

= QWiLeXp(—ﬂT) exp | —t WQ—ﬁT —exp |1 w2—ﬁ7
N e Ve i

W 71 Vv
= 47'('7:0 ex (_77-) sen UJ2 — T .
N b

. —1 +\/4w27 2 iy —/4w2 —~2
exp (—271 — ) —exp | —i— AV IEITE
2

= 4mwp

= 2m

Assim,
2 2
w
G(r) = L — exp (,77) sen [ 1/ w? %T , para T > 0
w? -4
1=

Logo, G (7) s0 nao é zero para 7 > 0 e, portanto, podemos escrever

+oo
D(rt) = E(r,t)+/ drG(1)E(r,t — 7).

— 00

E(I‘,t)-l—/ooodTG(T)E(I‘,t—T),



mostrando que, neste modelo, o campo deslocamento elétrico depende apenas dos valores do campo elétrico anteriores ao
tempo presente, de acordo com o principio de causalidade. A relacao

o0
D(r,t) = E(r,t)Jr/ drG(r)E(r,t—71),
0
pode ser tomada como sendo valida apenas porque o principio de causalidade é valido, independentemente do particular

modelo de susceptibilidade elétrica que utilizamos. Assim, mesmo sem realmente conhecermos G (7), sabemos que, por
causalidade, a relacao entre D e E deve ser dada como acima. Além disso,

I
G(r) = o dw [47x. (w)] exp (—iwT)
™ —0o0
e, invertendo, podemos escrever
—+o0 1 —+oo “+oo
/ dr G (1) exp (iwt) = o dr exp (iwT) / dw' [4mx. (W')] exp (—iw'T)
. L oo

[ e s [ ar ewlio -

oo 21 J_ o

400
/ do’ [dmxe ()] 6 (w — )

—o0
= dry (w),
isto é,
1 [T
Xe (W) = y= dr G (1) exp (iwT)
e, como
G(r) = 0, paraT <0,
segue que
1 & .
Xe (W) = = ; dr G (1) exp (iwT) ,

independentemente da escolha do modelo; apenas o principio de causalidade estd presente nessa expressao para a suscep-
tibilidade elétrica.
Vamos agora tomar a continuagdo analitica da susceptibilidade e escrever, para z complexo,

Xe(2) = ;r/ooodTG(T)eXp(iZT).

Como D e E sao reais,

D (r,t)

+oo
E(r,t)+/0 dr G (T)E (r,t — 1)

+oo
= E(r,t)+/0 drG* (1)E(r,t — 1),



implicando que
G*(r) = G(7),

ja que a relagdo acima é suposta valer para quaisquer campos D e E que existem na natureza. Portanto,
1 [t
Xe (") = — dr G () exp (iz*T)
47T 0

_ ur /0 e (T)exp(—iZT):|

L 6 () exp (—izr)|
= |

*

4m
= [Xc (—Z)]*,
ou seja,
[Xc (Z*)]* = Xc(—2),

que é mais um critério que um modelo fisicamente aceitavel de susceptibilidade elétrica deve satisfazer.
Como exp (—iz7) é uma funcao analitica, segue que Y. (z) serd analitica no semi-plano complexo superior se G (1) for
finita para todo 7. No entanto, é necessario que
lim G(r) = 0 (1)
T—00
para que X, (z) também seja analitica sobre o eixo real. Para ver isso, suponha que, conforme 7 cresce acima de um certo
valor, G (7) assuma um valor finito diferente de zero. Supondo que x. (z) seja analitica em cada ponto do eixo real mesmo
com G (1) finita, entdo é necessario que x. (z) seja continua no eixo real, isto é,

lim xc(a+in) = lim x.(a+in),
n—0t n—0—
com a € R. Entao,
lim drG(r)expli(a+in)7t] = lim dr G (1) expli(a+in)T],
n—0+ Jg n—0~ Jo
isto &,
(o) oo
lim dr G (t)exp (iat —n7) = lim dr G (1) exp (iaT —n7),
7]—)0+ 0 n—0- 0
ou seja,
" lim (algo finito)” = " lim (4o00)”,
n—0t n—0—

que é uma contradi¢ao. Logo, temos que a Eq. deve ser valida para que x. (z) seja analitica no eixo real.

A Eq. , de fato, é verdade para dielétricos, mas nao é verdade para condutores, para os quais G (1) — 4mwo quando
7 — 00. Assim, para dielétricos, sem condutividade alguma, x. (z) é analitica no semi-plano complexo superior e sobre o
eixo real. Entao, do teorema de Cauchy decorre que

/
Xe(2) = =@ d' = ,



se C' for um contorno que contenha um intervalo do eixo real e feche-se no semi-plano complexo superior. Também é
importante notarmos que

1 [t

Xe (W) = y= ; dr G (1) exp (iwT)

I 9 :
= - /0 dr G (1) 57 P (iwT)

+oo
_ 1 /0 dT%[Gmexp(z‘m)}

I
- - / dr G' (1) exp (iwT) ,
0

onde

dG (1)
dr

G (r) =
Notemos que, como vimos, no modelo ilustrativo acima,

lim G(r) = 0.

T—0-
Também notamos que
+o0 o +o0 o
/0 dr 9 [G (1) exp (iwT)] = nlirgl+ /n dr 9 [G (7) exp (iwT)]

= lim [G (1) exp (WMOO}

n—0

= lim [~G (n)exp (iwn)]

n—0t
= — lim G(n),
M, G ()

pois, para dielétricos,

lim G(r) = 0.

T—00

Por continuidade de G (7), devemos ter

lim G(n) = lim G(r)

n—0t T—0~

e, portanto,

+oo o )
/0 dr G (resp(iwn)] = 0,

implicando em

+oo
Xelw) = — dr G’ (1) exp (iwT) .



Podemos repetir esse procedimento ad infinitum e obter

. +o00
Xe (w) = ﬁ dr G’ (1) exp (iwT)
0
1 Feo , 0 ,
= IR /0 dr G' (1) 9 exp (iwT)
1 tee 9, ,
= 2 /0 dr P [G' (1) exp (iwT)]
— 1 /+OO d G// ( ) (‘ )
Tt T 7) exp (iwT
_ G
n 4mw?
T /md Q" (7) exp (iwr)
it T 7) exp (iwT
_ co)
n 4w?
+ ! /+°° dr G" (1) 9 exp (iwT)
drws J, ar P
@y
B 4w?
+ b /+OO dr 9 [G" (7) exp (iwT)]
drws J, or P
- ! /+0° dr G"" (1) exp (iwT)
drw? J,

7G’ (0t) iG"(0T)
4w? 4mws

—+o0
/ dr G"" (1) exp (iwT) ,
0

1

4rws
ou seja,
G (0%) «G"(0T) G"(0T)
Xew) = - 4mw? drwd  dmwt
Esse resultado mostra que
wlgr;o Xe(w) = 0.

Entao, a continuagao analitica da susceptibilidade elétrica, isto é,

L G(0f) i@ (0t) @ (ot

Xe(2) =

A z2 423 4z
também fornece
lim x.(z) = 0.
|z| =00



Desse resultado, segue que
xe () — 0

quando o raio do contorno no semi-plano complexo superior tender a infinito e, portanto,

1 Xe (2')
c2) = 5= dr X2
Xe (2) 2mi Jo R
1 +o0 % (w/)
= — dw' =5 .
21t J_ o v w —z

Seja n uma quantidade real, positiva e infinitesimal. Entao, tomando

z = w4+,
podemos escrever
1 +o0o Xe (w/)
+1 = - dw’ EEEEE——
Xe (w ”7) o /;OO w W —w—in
e, portanto,
1 —+oo /
Xe (UJ) = -_— hm dw/ Lu}),.
2w n—ot J_ o w —w—1n

Ha uma maneira bastante tutil de reescrever esse limite:

+oo / +oo / +oo
lim dw’ M = P o X () + i dw' xe (W) (W — w)
n—=0t J_o W —w—1m oo w —w oo
+oo /
= 79/ dw' Zf (_wég +imxe (W) .

Digressao: uma relagao ttil para denominadores singulares
Consideremos a funcao complexa

1
x—in’

fo(2) =

onde 1 é uma quantidade real, positiva e infinitesimal. Tipicamente, essa fun¢do aparece dentro de integrais como, por
exemplo,

b b ’
x
lim de' fp (@ —x)g(2’) = lim dx’ #,
n—0t J, n—0t+ J, T —x —1m
onde ¢ (z) é uma funcdo de x real, com a e b reais tais que

a < x<b.



Olhemos, agora, esta representacao da funcao delta de Dirac:

1 +o0

S(x—12") = dk exp [ik (x — 2')].

P2

Podemos manipular o membro direito dessa expressao assim:

isto é,

Como

segue que

n—0t J,

1 oo
S(x—2a) = %nli%h dk exp [—n k| + ik (x — z')]
1 0
= %nliré{r dk exp [nk + ik (z — 2')]
1 oo )
— i dk —nk + ik (x —
oy ) exp [-nk + ik (x — ')]
1 1 n 1 1
= —lm ————+— lim ———
2 psot n+i(x—a') 2w poot n—i(z—a’)
1 . 1 N 1
= — lim
21 noot In+i(z—2') n—i(zr—2a)
2
N T
2 n—0t 772 —+ (x — 1”)
1. n
= — lim ——,
T =0t n2 + (z — z')
d(x—2) = lim U 5
77%0+7r[772+(x—a:’)}
1 2 —x+in
' —x —in (x’—x)2+772
R Cll) B U
(@ —2)*+n (& —2)" 0’
(2’ — x) : U
- / 7 5 2] [
(' —x)"+n W[T]2+(l‘fl'/)}
b / b o
dx’ 7/9(96), = lim dx’ g (2') (z ;E)
T =T —1m n—0t+ J, (1”—1’) +772
N L Ui
+ lim da' g (") im 5
=0t Jq w[#—i—(w—m’)}
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(2 — )

b
= lim de' g (2') | —————
. g( )[(x’—x)z—i—nz

n—0t

b
+ / dr’ g (2')ind (x —2').

a

Resta entendermos o significado do primeiro integrando do membro direito dessa equagdo. Sempre que
@ #

temos

(2" — ) (2" — )

(z/ — w)Q +7? (z' — m)2

-z’

quando 7 — 0T. No entanto, no tinico ponto em que =’ = z, temos

(' — ) B 0
(' — x) + 72 0% +n?
= 0
e, portanto,
b r_
lim dxg()% :P/d'g
n—0+ (m/—x) +772 x —x’

onde o simbolo P indica que se deve tomar apenas a parte principal da integral que o segue. Com isso, o limite que
procuramos pode ser escrito como

b
lim dx’L = ’P/d'g /dmg "ird (z — '),

n—0+ Jq ' —x—1n

que, com um certo abuso notacional, pode ser indicado assim:

b / b
T 1
lim dx’ /g# = / da' g (z') [73 - +imd (x — a’)
n—0t J, ' —x—1in a ' —x
Abusando ainda mais, podemos até mesmo escrever a formula util:
. 1 . /
lim —— = P +imd (z —2').
n—0t &’ —x —in ' —x

Fim da digressao

11



Guias de onda de secao transversal constante

Antes de considerarmos uma aplicacao especifica, suponhamos um tubo reto, oco e infinito, feito de material condutor ideal,
com secao transversal constante. Vamos considerar que o interior desse tubo seja preenchido por um material dielétrico
linear, homogéneo e isotrépico, com permissividade elétrica € e permeabilidade magnética u. Tomemos o eixo z ao longo
do comprimento do tubo e suponhamos que a espessura da parede condutora seja constante. As ondas eletromagnéticas
que se propagariam no interior de um tal guia de ondas de sec¢do transversal constante devem satisfazer as equagoes

5 e D%

Ve-aogp =0
e

2g HEOPPB

Ve 2 otz

Para ondas monocromaéticas, tomemos como dependéncia temporal de nosso ansatz a fungio exp (—iwt). Com isso, as
equagcoes acima escrevem-se

2

V26+,u5w—26 = 0
c
e
W2
c
Modos TE

Procuremos por modos transversais elétricos, TE, ou seja, imponhamos ¢, = 0 dentro do guia de ondas. Da Lei de Indugao
de Faraday temos

1903
VXxe = ———
c Ot
= i“B.
c
Em termos de componentes cartesianas, essa equagao resulta em
Oe Oe W
e 7’75367
oy 0z c
0 0
e L]
0z ox c
Oe Oe W
-4 _ = = {23,
or oy c
Para modos TE:
Oey W
"o - e
e
Oe, w
2. = P
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Procuremos por ondas que se propaguem ao longo do sentido positivo do eixo z. Assim, tomamos a dependéncia funcional
em z dos campos € e 3 como exp (ik,z) e obtemos

w
€x = kzcﬁy
e
w
v T Tk cﬂm'
Da Lei de Ampére & Maxwell obtemos
e Oe
\% = ——
x B c Ot
= —iuE—eE,
c
ou seja,
9B. 9By ine?
— Y = iueZle,
dy 0z e
2
w
= —ZﬂE ka 259,
aﬂz . 8ﬁz - 886
0z or a c?
2
w
= 1UE kz 25$,
% - 9Bs = —i sge
or y e e
= 0.
Com o ansatz referente & dependéncia em z, essas equacoes dao
0B, . o w?
Dy —ik.By = —Wt’wﬂy
e
. 8ﬂz . W2
ik, By — Oz = Zﬂgmﬂm
ou ainda,
ik, 98,
be = —5— =\
kZ — pets x
B _k‘zc6
= —ey
e
ik 9.
By = —5———7 |5
kz —HEZ Y
k.c
= [
w
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