O modelo harmonico de Drude & Lorentz

O modelo de Drude & Lorentz para a matéria é uma simplificacdo. Supomos um ntcleo fixo e um elétron preso har-
monicamente ao ndcleo. O modelo de Drude trata de um gés de elétrons na banda de conducgao, enquanto que o de
Lorentz trata o caso de elétrons harmonicamente ligados aos seus respectivos atomos. Como a presente formulacao pode
descrever ambos os casos, é chamada de modelo de Drude & Lorentz. Além disso, também supomos que o elétron sofra
uma for¢a de fricgdo proporcional & sua velocidade. De acordo com a Segunda Lei de Newton, na presenca de um campo
eletromagnético a derivada temporal do momentum linear do elétron é igual a forca de Lorentz, somada & for¢a harmonica
que prende o elétron ao nucleo e a forga dissipativa proporcional & velocidade do elétron. Assim, a equagdo de movimento
do elétron, considerando um movimento nao relativistico, é dada por

d*r edr dr 9
m—— = —eE—-— XB-my— —muwgr,
dt cdt dt
onde a carga eletronica é dada por —e < 0, v é uma constante positiva e wy é a frequéncia natural de oscilacao do elétron
em torno do ntcleo, de acordo com o presente modelo. Como essa equagao de movimento é linear em r, podemos considerar
sua versao complexa, escrevendo

m% = —ee— m'y% - mwiR,
onde
r = Re(R)
e
E = Re(e)

Aqui, desprezamos a for¢a magnética por considerarmos o valor absoluto da velocidade do elétron muito menor do que o
modulo da velocidade da luz. Em outras palavras, se compararmos as magnitudes das forgas magnética e elétrica, teremos

6% x B[ 1]dr||B
|eE] c|dt| |E|
e, como para uma onda plana, por exemplo,
€ = —if( X 3,
VHE
segue que, N0 VACUO,
e = —-kx 3,
pois
V-8 k-3



e, portanto,

el = [kxp
= [K|I18
= 18]
Com isso,
Bl
E|

e concluimos que

[ x B| Ldr) oy
|eE] dt

para um elétron nao relativistico.
Agora suponhamos que uma onda plana monocromatica incida sobre o d4tomo. A onda pode ser representada por seu
campo elétrico complexo como

e = Egexp(ik-r—iwt).
Para frequéncias 6pticas, da ordem de 10'°Hz, e para r ~ 1A,

w 1015
kr = Zr~2n—— x 1070 « 27
T Cr W3><108X 0 L 27

Logo,
€ ~ Egexp(—iwt)

é uma boa aproximagao para frequéncias 6pticas. Com essa aproximagao e ignorando qualquer efeito transiente, um ansatz
para a equagao

d’R

d
moy = —e€ — my—_- - mwiR

pode ser escrito como
R = Rpexp(—iwt)
e, substituindo, da
—mw?Ry = —eEg+ imywRg — mwSRO7

ou seja,

BEO

Ry = .
0 m (w? — wg + iw)




Com isso, a solugao fica

R — —eEzo exp (—iwt)

m (w§

—w? —iyw)’
O momento dipolar elétrico do elétron é dado por

p = —er

Com a solugao obtida acima, temos

_ Re( e?Eq exp (—iwt) )

m (wg — w? — iw)

Se, ao invés de um adtomo com um s6 elétron, o material for feito de moléculas com mais do que um elétron, entdo, se
houver n;, elétrons do tipo & por molécula, o momento dipolar elétrico induzido na molécula ficara

2 .
nie’Eg exp (—iwt)
= R .
P ¢ <Z m(wi — w? — iykw)

k

Os elétrons, claramente, sdo todos iguais individualmente. Referimo-nos acima a elétrons do tipo k para indicar que esses
elétrons tém, na molécula, a mesma frequéncia wy e 0 mesmo coeficiente de dissipacao .. Supondo que haja N moléculas
por unidade de volume, a polarizacao do meio pode ser escrita como

2 -
P — Re (ZNnkeonexp( zwt)>.

— m (W — w? —inw)

Notemos que essa polarizagao nao é proporcional ao campo elétrico, diferentemente do caso eletrostatico. Ha uma de-
fasagem na polarizacdo com relagdo ao campo elétrico aplicado, implicando a existéncia de um atraso para a inducdo de
polarizacao no meio material. Podemos escrever

Re exp (—iwt) _ Re [cos (wt) — isen (wt)] (w} — w? + ivpw)
wi—w?—iyw/) (Wi — w? —ippw) (Wi — w? + iypw)
(w? — w?) cos (wt) + yrwsen (wt)

(wf = w?)” + (e)”
cos @y, cos (wt) + senpysen (wt)

- bl

V2 —w?)? + (w)?

onde definimos




YW
senp, = - =.
V(@2 —w?)? + ()
Assim,
p Nnge?Eqg cos (wt — ¢r,)

- k m\/(w,% —w?)’ 4 (’ykw)g,

supondo que Eq € R3.

A dispersao normal e a dispersao andmala

Quando estudamos o modelo de Drude-Lorentz, vimos que a polarizagdo nao é proporcional ao campo elétrico, nesse
modelo. No entanto, podemos definir a polarizacao complexa, P, que é proporcional ao campo elétrico complexo:

Nnye?
= E — 1wt

onde, analogamente ao campo elétrico, a polarizacio fisica é dada pela parte real da polarizagdo complexa:

P = Re(P).
Continuando a analogia com o caso eletrostéitico, podemos definir uma susceptibilidade elétrica complexa como
Nnge?
Xe = Zm(wz—uﬁ—i '
k VW)

k

Notemos, no entanto, que nao podemos afirmar que a parte real dessa quantidade da a susceptibilidade fisica do meio,
pois, como vimos, a polarizacao fisica nao é proporcional ao campo elétrico fisico.
Com essas defini¢oes, também faz sentido falarmos de um campo deslocamento complexo, definido por

D = e+4nP
= (I+dmxc)e
= K_e,

onde também definimos a constante dielétrica complexa,
K. = 1447nx.. (1)

Supondo que o meio ndo seja magnético, podemos escrever a Lei de Ampére & Maxwell complexa como

K. de
c Ot

Essa equacao e as outras equagoes de Maxwell para os campos complexos fornecem a equacao de onda

VxpB =

K062€
2
\Y% e—c—— =



Essa é a equacgao de onda para o campo elétrico complexo macroscépico que se propaga no meio dispersivo. Uma onda
plana propagando-se ao longo do eixo z tem o campo elétrico dado, por exemplo, por

€ = XEgexp (ikz —iwt), (2)

onde, em virtude da equagao de onda acima,

2
w
K = K.~
2
C
2

w
(1+4mx.) eE

Logo, essa é uma onda evanescente, pois k € um nimero complexo. Sendo assim, podemos escrever

€ = XxEyexp(—k;z)exp (ik,.z —iwt),
onde
k. = Re(k),

Agora fica facil constatarmos que a parte imaginaria de k esta relacionada & absorcao da energia da luz incidente pelo
meio e a parte real de k esta relacionada a dispersao da luz no meio. Podemos definir o indice de refragao, portanto, como
c
n = *kra
w

j& que a velocidade de propagacdo da onda plana evanescente acima é dada por w/k,..
Para calcularmos o indice de refracdo, podemos escrever

k> = k2 —kI+2ikk;
2
w
= (1+47rxc)c—2 (3)

Assim, devemos resolver o sistema de equacoes:

2

K2— k2 = [1+47Re (xo)] %
2
w
2k7’ki = 4rlm (XC) 672

Para simplificar nossa andlise e, a0 mesmo tempo, manter a fisica do problema intacta, suponhamos que estejamos bem
proximos da primeira ressonancia na expressao

Nnye?
Xe = Xk:m(wi —w? —iyw)’

isto é,



Nesse caso, mantendo apenas o termo mais importante, podemos escrever

Nnqe?
Xe m(w? — w? —inw)
= a+ b,
com
Nnie? (wf — w?)
a =
m (0 = + (ue]

e

b — anezylw

m @} —w?)® + (1w)’]

Notemos que

Para tornar essas expressoes ainda mais simples, podemos utilizar a chamada frequéncia de plasma,

9 4w Nnqe?
w, = ————.
m
Resolvamos agora:
2 2 g
ki —ki = (1+4ma) =
2
2kk; = Ambs.
c
Temos
1 w2\ 2 2
2 _
ou seja,
2 1 w2\ 2
4 2 _
cujas solugoes sao
) w2 w? 2 2
Como k. € R, a solucao aceitével é
K2 = dra) o L dra)? + (47b)°
o= 1+ W)@*‘@ (1+4ma)” + (47b)°,



isto é,

w | 1+ 4ma+ /(1 +4ma)® + (4nb)?
¢ 2 '

Como

| o

temos

1+ 4ma + \/(1 + 47a)® + (4nb)?
5 .

Leitura: O indice de refracao do sédio

A luz, ao passar através de um meio material transparente, como um gas, por exemplo, sofre dispersdo pelas moléculas do
meio. Sempre ha, no entanto, além da dispersio, uma certa absorcao da luz pelo meio. A dispersao faz com que diferentes
cores de luz tenham diferentes velocidades de propagacio no meio e, portanto, o indice de refragdo do meio é uma fun¢ao
da frequéncia da luz. Como vimos na se¢@o, A dispersdo normal e a dispersdo anémala, o indice de refragdo no modelo de
Drude-Lorentz foi calculado como sendo

1+4wa + \/(1 + 4ma)® + (47b)*

2 )
onde
b — anleylw
m [(@F = w?)® + (nw)’]
e
w? — w?
a = (i )b
Yiw

Aqui vou apenas fazer um exemplo do calculo numérico do indice de refracdo como funcao da frequéncia, em torno da
frequéncia de ressonancia, wy. Para isso, vou considerar um gés de sddio, como aquele dentro de uma lampada de sodio.
Em uma lampada de s6dio de baixa pressdo, encontrei que a pressdo parcial do sédio é de 0,13Pa a 1,3Pa (veja o link:
http://www.daviddarling.info/encyclopedia/L/AE _low-pressure sodium _lamp.html). Agora,

1Pa = 9,8692 x 10 %atm.
Entao, tomando a pressao mais alta, temos:

1,3Pa = 1,3 x9,8692 x 10~ %atm
= 12,82996 x 10 %atm ~ 1,3 x 10 °atm.


http://www.daviddarling.info/encyclopedia/L/AE_low-pressure_sodium_lamp.html

Se considerarmos que, nessa baixa pressao, o sodio é um gas ideal, podemos escrever
P = NkgT,

com N sendo o nimero de atomos por unidade de volume, ou seja,

P
N = —.
kgT
Vou usar, entdo, as unidades CGS e escrever
kp = 1,38 x 10" *Cerg/K.
Também vou utilizar que
d
latm = 1012950—.
cm

Entao, podemos calcular:

—5 2’
N - P _ 1,3 x 1077 x 1012950 4tomos ~1,7 x 101
kT 555,55 x 1,38 x 10716 cm3

atomos

cm?3
A carga do elétron, em moédulo, é dada por
e = 4,8x10 PstatC
e sua massa ¢ dada por
m = 9,1x10"%8g.
Para o caso do sédio, hd ny = 1 elétron ativo para cada atomo e, portanto,

anezfylw

m (@} - w?)? + (nw)?]

1,710 x (4,8 x 10719)? (statC)? w
N 9,1 x 10-28 grem? | (w2 —w?)? 4 (1w)?
Mas,
o3
1(statC)2 = erg-cm=dyn-cm?=g- % cem? =8 sz
s s
Logo,
, 1,7 % 10M x (4,8 x 10710)* yw
— s ;
9,1 x 1028 (W2 — w?)? + (1rw)”
isto é,
b= (4,3 x10%72) ne

(W} — w?)® + (mw)®



Vou usar, aqui, a frequéncia da linha D; do sé6dio, isto é,
w1 = 27 x (508,333THz) ~ 3,2 x 1015571,
O tempo de vida do estado excitado, 32P1/2, é dado por
71 = 16,3ns

e, portanto, temos

1 1

—1 7.—1
- L 6 1x107s
m o 16,3x10-9° ’ °

Vou considerar a forma funcional do indice de refracao para a frequéncia w préxima da ressonéncia, isto é,

w A ow.
Entao, para simplificar a formula para b, seja
Ap - Yow
M
e, portanto,
w = w;+7Ax.

Assim, o denominador da expressdo para b pode ser escrito em termos de Az como

2 2
(W% - W2) + (71“1)2 = (w1 + W)2 (w1 — w)2 + (Vlw)Q = (2w + ’YlAJU)2 (71A$)2 + (71001 + ’Y%A@")
Entao,
b= (4,3x10%2%72) N+ ITA
(201 +MA2)* (MA)* + (nwr +1742)°
isto é,
y1Az
b= (4,3x10%2%7%) 12 i
- ? 2 2 27
(ne1)” (34 282) " (A2)? + (14 182)
ou seja,

4,3 x 102252 14 née

Wi

2 2°
w Az 2 Az
A% (2+“Tl) (Az)® + (1—+”1T1)

Colocando os nimeros acima, obtemos

Ywr = (67 1x 107s*1) (3,2 X 10153*1) — 2,0 x 102352



M 6,1 x 10751

= ————— =1 1078,
wr 3.2 % 100551 19X 10
Com esses valores, podemos reescrever a expressao de b como
I 4,3 x 10?2572 14+1,9%x 107 %Az
2,0 x 10%s72 (2 41,9 x 10-8Az)* (Az)* + (1 + 1,9 x 10-8Az)*’
isto &,
141 1078A
b o= 0,215 +1LIx 107 Az .
(24 1,9 x 10-8Az)" (Az)”" + (1+1,9 x 10-8Ax)
Entao,
y1Az
a = (wi *wz)b_ _(Qwi Az Az, (2+ o )Ax
Nw M (w1 +mAx) 14 u8e 7
isto &,

(2+1,9x 107%Az) Az
1+1,9%x 10-8Az

a = -

Fazendo um gréafico do indice de refracdo com esses niimeros, obtive o seguinte resultado:

1.6 F T T T T T =

1.4

1.2

n (adimensional)

08 1

0.6 -

1 1 | | 1
-15 -10 -5 0 5 10 15
Ax (em unidades de ;)
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Digressao

Pode ocorrer que w > wy e, de acordo com a Eq. , (1 + 47a) pode ser positivo e menor do que 1. Se b também for
suficientemente pequeno, podemos ter n < 1. Neste caso, teremos velocidade de fase da onda plana no meio maior do que
c. Isto é uma indicagdo de que podemos ter sinais luminosos propagando-se com velocidades superiores a da luz no vacuo?
Em 1914, Sommerfeld e Brillouin estudaram esta possibilidade e mostraram que nenhum sinal luminoso pode ser enviado
com velocidade superior & da luz no vicuo, mesmo em um meio material apresentando n < 1 para certas frequéncias.
A razdo para isso ndo é muito complicada de ser explicada. Primeiramente, ndo h& como termos, na pratica, uma onda
monocromatica, isto ¢, uma onda plana. Todo sinal luminoso comeca em algum instante de tempo e, ao contrario, nao ha
regiao do espago e do tempo em que uma onda plana se anula. Logo, qualquer sinal luminoso realizado em laboratoério,
principalmente se for usado para sinalizacdo, deve ser um pacote de ondas planas. Para entendermos o argumento de
Sommerfeld e Brillouin, consideremos um meio como o que modelamos acima com uma interface em z = 0. Suponhamos
que uma onda plana incidente normalmente & interface, vinda do vacuo, passa a se propagar no interior do meio, com
z > 0. O coeficiente de Fresnell, neste caso, pode ser calculado como na aula 13 e temos:

2TL1
)
ni + no

tig =
onde ny = 1, jad que o meio 1 é o vicuo, e no € C, pois as condicoes de contorno utilizadas na aula 13 envolvem a constante
dielétrica complexa da Eq. acima. Logo, a onda transmitida é dada como na Eq. , mas agora podemos explicitar
sua amplitude:

2n1
= =1 ikz — iwt
€ an e €01 exp (tkz — iwt)
= )271 . €01 exp (itkz — iwt), 9)

onde €p; é a amplitude do campo elétrico incidente, vindo do vacuo, e k = k, 4+ ik; como discutido acima. O indice de
refragao complexo do meio 2 é dado, portanto, por:

ng = 7]{:7 (10)
w
de forma que o indice de refracao real que calculamos acima, Eq. , esta relacionado com ns por:
n = Re(ng).
Das Eqs. (5), (6) e (8) verificamos que ny ¢ uma func¢do da freqiiéncia w, isto &,
ng = mng(w).

Vamos fazer a continuagio analitica dessa fungdo usando a substituicdo w — Z, onde Z € C. Aqui denotamos a variavel
complexa por Z para nao a confundirmos com a coordenada z. Explicitamente, usando as Eqgs. , , e (10), temos:

2

w
2 _ P
2 = 1+w2—w2—i71w
1
2
w
- 1+ .

w% - 72— Z’ylZ
Os pdlos da funcao

2
1+ny(2)

11



que aparece na Eq. @D, sao obtidos calculando-se os valores de Z que anulam o denominador acima:

1+n2(Z2) = 0,
ou seja,
no (Z) = -1,
ou ainda,
n3(Z2) = 1
Assim, segue que
w2 o

w% — 72— ’L’)/1Z

e como, por hipétese, w, # 0, segue que nao ha polos para a funcdo g (z).Logo, a funcdo g (z) é analitica no plano
complexo. Outra propriedade que o indice de refragdo complexo apresenta é:

lim ne(Z) = 1.

|Z]|—o0
Um pacote de ondas no meio 2 pode ser descrito pela integral:

e 2 ‘ .
€pac (2,1) = )2601/ dw L-Hh(ﬁu)} A (w) exp (z%ng (w)z — zwt) ,

onde usamos as Egs. @D e e

1 [t
Aw) = by dt X+ €pac (0,t) exp (iwt)

é a transformada de Fourier do campo elétrico do pulso na interface. Este campo na interface é obtido do pulso incidente
em z = 0. Quando vale o limite

Z
lim exp (ing (Z)z — iZt) = 0,
c

|Z]| =00

a integral acima para o pacote de ondas pode ser calculada fechando-se o contorno de integragdo no semi-plano complexo
superior e o resultado é nulo, j4 que o integrando é analitico neste semi-plano. O limite acima é verdadeiro quando

z > ct, (11)
ja que

lim ny (Z) = 1.

Z—00

Assim, para pontos e instantes de tempo satisfazendo a Eq. (11) o pacote de ondas é nulo, implicando que nenhum sinal
luminoso se propaga com velocidade maior do que a da luz no vécuo.

Fim da digressao
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