As equacgoes de Maxwell para meios nao condutores, lineares, homogéneos e
isotropicos

Mesmo no caso nao estatico, quando os campos e as fontes podem depender do tempo, ainda assim as equagoes de Maxwell
macroscopicas podem ser escritas como

V.-D = dmp,
V-B = 0,
10B
vxE — 198
c Ot
e
4 10D
vxH - 1Ty, 19D
c Ot
onde
D = E+4rnP
e
H = B-4mM.

Aqui, é claro, P ¢é a polarizacao e M ¢é a magnetizacdo. Para um meio ndo condutor, linear, homogéneo e isotropico,

P = x.E

M = XmHa

onde Y. € X, sdo as susceptibilidades elétrica e magnética, respectivamente. O meio é nao condutor porque, mesmo
havendo campo elétrico aplicado ao meio, nao ha corrente livre. O meio é linear porque a polarizacao e a magnetizagao
dependem linearmente dos campos elétrico e intensidade magnética, respectivamente. O meio é homogéneo porque as
susceptibilidades ndo dependem da posi¢do no meio. Como as dire¢oes da polarizacdo e da magnetizagdo induzidas sdo
paralelas, respectivamente, aos campos elétrico e intensidade magnética, o meio é dito isotrépico; serd dito anisotrépico
quando a polarizacao for ao longo de uma dire¢ao nao paralela ao campo elétrico ou quando a magnetizacao for ao longo
de uma direcao nao paralela ao campo intensidade magnética.
Para um meio nao condutor, linear, homogéneo e isotrépico,

D = E+4nP
E +47nx.E
(1+4mx.)E
= <¢E,



onde definimos a permissividade elétrica do meio como

e = 1+4mye,
e
H = B-4mM
= B—-dmx, H,
ou seja,
B = H+4mx,,H
= (I+dmx,)H
pH,

onde definimos a permeabilidade magnética do meio como

b= 1+4mxm.
Substituindo
D = ¢E
e
B
H = —
"
nas equacgoes de Maxwell macroscopicas acima, obtemos
V-(E) = d4mp,
V-B = 0,
10B
VXE = ———/—
c Ot
e
B 4 10 (cE
1 c c Ot
que, como estamos supondo € e p constantes na regiao do meio, também podem ser escritas como
V.E = 4r?
€
V-B = 0,
10B
VXE = ———
c Ot
e
4 OE
VxB = Mg + Heo=
c c Ot



Revisao: as equacoes de onda no viacuo

Tomando o rotacional de ambos os membros da Lei de Inducao de Faraday, que, como vimos é

10B
E = —(———
VX c ot’
obtemos
10B
E) = - -
V x (VX E) Vx(cat>,
ou seja,
10 B
V(V-E)-V’E = _,LX).
c ot

Considerando uma regiao do espaco onde nao haja cargas ou correntes livres, entao p =0, J = 0 e as Leis de Gauss e de
Ampére-Maxwell ficam

V:E = 0,
1 0E
VB = ——.
c Ot
Logo, a equagao acima,
10(VxB
V(V-E) - VE = —7¥7
c ot
pode ser reescrita como
1 0°E
2 _—— =
V'E 2 Ot?

Essa é a equacao de onda para o campo elétrico.
Podemos também obter a equagao de onda para o campo indugao magnética. Para isso, podemos tomar o rotacional
de ambos os membros da Lei de Ampére-Maxwell com p =0 e J = 0 para obter

1 OE
VX(VxB) = -VX|—+
wxm) = 1vx (5.
ou seja,
10(V X E
vv.B -vp - L2VXE)
c ot
Usando o fato de nao haver monopolos magnéticos e a Lei de Inducao de Faraday, isto é,
10B
vxE = 18
c Ot
obtemos
1 0°B
V' B-——> =0
c? ot? ’

que é a equacao de onda para o campo indugao magnética.



Ondas planas em meios nao condutores, lineares, homogéneos e isotrépicos

As equagdes de Maxwell macoscopicas para um meio ndo condutor, linear, homogéneo e isotrépico sdo escritas como

V-E = 4778,
€
V-B = 0,
1
VXE = _1oB
c Ot
e
4 OE
VxB = -y, HeoE
c c Ot

Considerando uma regido do meio com p = 0 e J = 0, podemos proceder analogamente ao caso do vacuo e obter as
equagoes de onda para os campos elétrico e inducao magnética:

5 pe O°E
VE- G = 0
e
v OB
2 a2

Héa campos E # 0 e B # 0 que satisfazem essas equagdes? Para responder a essa questio, consideremos inicialmente
somente a componente x de E:

5 pe 0*E,(r,t)

E 6bvio que podemos escrever a identidade
/ &1 6O (x — ) By (', 1).
Uma representagao para a func¢io delta de Dirac é
i (1) = (2%)3 /d3k; explik - (r — 1),

Assim,

E.(r,t) = /Vd?’r’ /d3k explik - (r — )| E. (v, t)

/dkexpzk r){
-

W /VOC dST‘/ eXp(ka . r/)E;L-(r/,t)

3k exp(ik - ) fo (k, 1),



onde

1
fak,t) = 31" exp(—ik - ') E,(r',t).
(2m)3
Aplicando o operador
2_pe 0
2 Ot?

A expressao acima para F, da

 pe OPE,(r,t)

V2E,(r,t) o = / 3k f.(k, t)VZ exp(ik - r)
_ ’CL;E >k exp(ik-r)iazfgg’t)
- /d3kexp(ik-r) {—kaw(k,t)—lgaZf;g{’t)
= 0.
Logo,
k2 fo(k, 1) — 1e O falle,t) 0.

¢z o2
A solucao geral dessa equagao pode ser escrita como:
fo(k,t) = agz(k)exp(iket/\/ue) + b, (k) exp(—ikct/\/ue),

onde a; (k) e b, (k) sdo funcoes arbitrarias de k. Assim, a solugdo geral para E, é dada por

kct
E.(r,t) = /d?’kazkexp[ikm—&—i ]
(x.1) (k) v
+ /d%b (k) exp [ik r—ikCt}
Como E,(r,t) é uma grandeza real, devemos ter
[Ew<r7t)]* = E(r,t),
isto é,
kct
d®k [ay (k)] exp [—ik-r—i]
[ @k laati) v
. ket ket
d®k [by (k)] exp {ik~r+i] = /d?’kaz k) exp [ik.r+i ]
[ @k ib.00) v (k) v
kct
+ /d3kbxkexp[ik~r—i ]
(k) =



Trocando a variavel de integragdo k por —k no primeiro membro dessa equacao fornece

/dgk (<1 exp |:Z'k.r+ijf%:| - /dgkaz(k)exp [ik.rﬂ'j%

ket }

A3k b, (k k-1 —i
+/ x()exp{z r—i =

e, portanto, independéncia linear entre as fun¢des exponenciais complexas implica em

lae(=K)]" = ba(k)
e

bz(=K)]" = as(k).
Em particular, podemos escrever

as(—k) = [ba(k)]"

Assim, a forma geral de E,(r,t) pode ser escrita como

3 , . ket

E.(r,t) = /dkaz(fk)exp {zk~r+z MJ
3 ket
+ /dkb ) exp [zk r—zu]

= /d3k (b2 (k)] exp [—z’k-r—i—i kd]

VHE
+ /dskbz(k)exp [zk r—ZkCt]
VIE

e, portanto,

E,(r,t) = Re{/ d®k 2b, (k) exp [zk r—zjliig]}.

As funcoes escalares

kct }

Ui(r,t) = exp {zk rfz\/'lE

satisfazem a equac@o de onda para todo k. Dessa forma, definimos

kct }

k:r.t) = é&(k k-r—1
ek, ) eo<>exp[z P



como as funcoes vetoriais que formam a base funcional para os campos. Essas fun¢oes representam ondas planas, pois,
em uma frente de onda, o valor de e(k;r,t) fica fixo e isso ocorre somente quando

[,k ikct}
exp [tk-r —
VIE
é constante, resultando em uma equacao do plano:
ket
k-r— o ,
VIIE

onde d é uma constante.

Aqui, vamos sempre utilizar as fungoes de onda plana complexas, como acima. Os campos devem ser obtidos tomando
as partes reais das combinagoes lineares de ondas complexas. Por exemplo, escrevemos

e = xEgexp(ik,z —iwt),
com Ey real e w = ke/ /ue. O campo elétrico associado é

E = Re(e)

= xEpcos(k,z — wt).

E o campo B? Isto é, supondo dado um campo elétrico cuja representacao complexa seja

. [ ,kct]
€ = ¢yexplik-r—1 ,
HE

como podemos encontrar o campo B? Primeiro, escrevemos

B = Re(8),
onde 3 é a onda plana magnética dada por
K ct
B = E'exp[ik’m—i ],
0 e

ja que tanto € como 3 satisfazem a mesma equagao de onda. Com as equagoes de Maxwell na auséncia de fontes, fica
6bvio que

pois as equagoes que acoplam € e 3 devem ser satisfeitas em todo ponto do espaco e em todo instante de tempo. Portanto,
calculemos:

Vxe = ikXe
€
08
at - Z(A)/@,



onde, como é usual, definimos

ke
VHE

w =

Utilizando a Lei de Indugao de Faraday, obtemos

ck X €

w
= ek x e

Analogamente, a Lei de Ampére-Maxwell na auséncia de corrente livre fornece

V X —&% = ikxﬁ—l—i&we
c Ot c
= 0’
ou seja,
L kx 3
€ = —— .
HE

Assim, vemos que tanto € como (3 sdo ortogonais ao vetor de onda k e entre si. E desnecessario dizer que essa mesma
conclusao vale para suas respectivas partes reais, E e B.
Na auséncia de cargas livres, a Lei de Gauss da

V-e = ik-€
0,

mais uma vez levando a conclusio de que € é ortogonal a k. O mesmo vale para o divergente de 3:

V-8 = ik-p
0.



