Ainda precisamos calcular (pmc(r,t)) € (Jmic(r,t)). Vamos supor que haja N cargas em cada molécula do material
e, para simplificar sem perder a generalidade, vamos supor também que o material seja uma substancia pura, isto é,
composto por moléculas idénticas. Seja s, a posicao da n-ésima molécula, medida com relacdo a um ntucleo atéomico
especifico. Assim, cada carga gg,, da n-ésima molécula fica no ponto sg,, com relacdo ao vetor posi¢do da molécula, s,.
Isso quer dizer que, com relacao & origem do sistema de coordenadas, a posicao da carga qi,, é dada por s, +s,. Também
vamos imaginar que haja cargas livres, ¢,,, nas posi¢oes r,;. Como ha movimento dessas cargas todas, todas as posi¢oes
mencionadas devem ser consideradas como fung¢bes do tempo. Assim,

pmzc r, t Z dm 5(3) I‘ —I';m + Z Z an5(3) (I‘ — Skn — Sn)
n k

e, portanto,

ric(e,t) = [ @4 £ puiee = 1"
/d3r’f Zq 6@ -1 —r,)
/d3r’f Zqu J(r —r1' — Spp — Sn)
> @ =Tm) + D> D Genf (X — Skn — Sn).-
m nk

Tipicamente, |sg,| € da ordem de alguns angstroms apenas e, portanto, f(r — sg, — s, ) ndo difere apreciavelmente de
f(r —s,). Podemos, portanto, aproximar:

+

f(r—sgn—sn) = f(r—s,)—Sg-Vf(r—s,)+ %(S;m . V)Qf(r—sn)

e, com essa aproximagcao, obtemos

<pm(r7 t)> ~ Z qu(r - rm) + Z Z anf(l‘ - Sn) - Z Z qknSkn * Vf(r - Sn)
m n k n k
T ) DY SEICHES ST
n k

= Y anflr—r +qu’mf -V
+ é;v [(3%:ansknskn> V£( I'_Sn]

O dipolo elétrico da n-ésima molécula é

Z <Z anskn> flx—sp)
n k

§ qknSkn
k

e definimos também o momento quadrupolar elétrico da n-ésima molécula como

Ryd
Qn = SZansknskn~
k



Para simplificar nossos calculos abaixo, suponhamos que

< —
Q, = 0,
ou seja, que as moléculas do material tenham momento quadrupolar elétrico nulo. A polarizacao do meio fica, entao,
Poic(r Zp s (r —s,),

j& que a m-ésima molécula tem um dipolo instantaneo p,. Com essas observagoes, concluimos que

(Poic(r, 1)) = <Z Pnd® (r — sn)>
an/d?’r’ FEo® (-1 —s,)
Z pnf I‘ - Sn

> (z q) e = sn)
n k
e, reconhecendo essa quantidade na expressdo de (pm;.(r,t)) acima, vem

<pmw Z me ) + Z Z qknf(r - Sn) -V. <Pmic(ra t)> .
n k

Supondo que cada molécula seja neutra, temos

Z Qkn =
k
e, consequentemente,
<pmzc r, t Zme rm - . <Pmic(rvt)> .

A densidade de carga livre é, naturalmente, definida como

(pure-e

= /dsrl f(r Z qm0*(r =1’ — 1)
Z Q'mf r— rm

p(r,1)

e, definindo

=
—~
=
-
Nt

Il

<Pmic (ra t)> )



podemos escrever

(Pmic(r,t)) = p(r,t) —V -P(r,t),

analogamente ao caso eletrostatico. A Lei de Gauss macroscopica fica, entdo,

(V- Emic(r, 1)) = 47 (pmic(r, 1)),
isto é,
V- E(r,t) = d4mp(r,t)—47V -P(r,t),
ou seja,
V -D(r,t) = dnp(r,t),

onde definimos o vetor deslocamento como
D(r,t) = E(r,t)+47P(r,1).
Calculemos, agora, (Jpc(r,t)). Da propria definicdo de J,c(r,t) temos
Tmic(r,t) = pmic(r, 1) Vmic(r, 1),

onde V,,.(r,t) é o campo de velocidades das cargas do meio material. Mas, como vimos,
pmzc r, t Zq 6(3) I'—I‘ +qu19n6(3)(r_skn _Sn)
n k

e, portanto,

Jmic(ra t) = Z dm 0 3) I‘ - I‘m szc + Z Z Qkn 5( I‘ — Skn — Sn)vmw(r t)
Z G (r—ry,)+ Z Z Gren (Skn + Sn) 5(3)(1' — Skn — Sn),
m n k

onde, por exemplo,

5(3)(1' — T Viic(r, t) = 5B (r — ) Vinic(Tim, t)

e o campo de velocidades das cargas calculado exatamente sobre a m-ésima carga livre da o valor de sua velocidade, ou

seja,
Vmic(rma t) = Iy,
com
dr,,
r = m
" dt
Analogamente,
5(5) (I‘ — Skn — Sn)vmic(ra t) = 6(3) (I‘ — Skn — Sn)vmic(skn + Sn, t)-



Mas o vetor sk, + s, indica a posi¢do da k-ésima carga da n-ésima molécula. Logo, o campo de velocidades das cargas
calculado exatamente sobre a posicao da k-ésima carga da n-ésima molécula da sua velocidade, ou seja,

Vinic(Skn + Snyt) = Spn + S,
onde
. _ dSkn
Skn =T
€
. dsy
S, = o

Com esses resultados, podemos escrever
(Tmic(r, ) = /d3r’f(r')JmiC(r )
= Z GmTm / B’ fe)o® (e —r' — 1)
+ Z Z Qrn (Skn + Sn) /d?’rl FEN0® (r — 1" — spp — )
n k
= quf'mf(rfrm)+Zqun(ékn+én)f(rfsknfsn).
m nok

Podemos aproximar, novamente,

f(r_skn_sn) ~ f(I‘—Sn)—Skn'Vf(I‘—Sn)

e definir, naturalmente, a densidade macroscopica de corrente livre,

J(r,t) = <Z GEmd® (r — I“m)>
= Y Gmim / & f@ )6 (-1 — 1)
= > b fr—rm).

Logo,
<Jmic(rvt)> ~ J(I‘, t) +ZZan(Skn +én)f(r_sn)
n k

B ZZan(ékn+én)Skn°Vf(rfsn).
nok

Como estamos trabalhando agora para obter a equacdo de Ampére-Maxwell macroscépica, precisamos fazer aparecer,
nos resultados acima, o rotacional da magnetizacdo, além da derivada temporal da polarizacdo. A magnetizacdo é dada

por
M, ic(r,t) = Zmné(‘g)(rfsn)7



onde m,, é o momento dipolar magnético da n-ésima molécula, definido como
j— 1 hd
m, = - § QknSkn X Skn-
2c :

Assim, queremos reconhecer, na expressao para (J,,;.(r,t)), o rotacional de (M,;.(r,1)):

V X (Mpie(r,t)) = V x <Zmn(5(3)(r — sn)>
VXY (e s)
- _Z;n X Vf(r—s,)
_ 7% 3 Xk:qkn(skn X $tn) X Vf(r —s,)
_ _% 3 ; QhnSinSin + VF(r —s,)

1 .
+ % Xn: Xk: qknSknSkn * Vf(I‘ - Sn)-

Como
. et Lo
SknSkn - SknSkn dt SknSkn ),
segue que
V X (Myc(r,t)) = L > i(s Sin)| - VF(r —s,)
mic\l, - %2 . - andt knSkn n

+ % ; g qknsknék}n : Vf(r - Sn)

— —é 2 ld(?)zk:%nsknskn)] "V f(r—sn)

t

+ % zn: Xk: QnSknSkn * Vf(r —sp)
<

- 6e4 ( dt ) PV =sn)

+

% ; ; ansknékn ¢ Vf(r - S”)'

Mas como estamos supondo que



veml

V x <Mmzc r, t - Z Z ansknskn Vf(I‘ - Sn)
que também é equivalente a
V X <Mm1(~( = —= Z Z ansknskn Vf(r - Sn)

e, portanto,

Q

<Jmi6(r7 t)>

I )+ Gkn(Bkn +80) f(r —s0)

D qknl(ski +8,)8kn - Vf(r —s,)

= er, t’; + Z Z QenSkn f(r —$,) + Z Z Gen$n f(r — sn)

_ Z Z QenSknSin - VF(r —sp,) Z Z QnSnSkn - Vf(r —sp)
= J(r,¢t) +qu,ms,mf (r—sn) +ZZansnf (r—sn)

+ ¢V X < mzc Z Z ansnskn Vf(r - Sn)

Como também estamos supondo que a carga total de cada molécula seja nula, isto é,
Z 9kn = 07
k

temos

Z Z anénf(r - Sn) = Z (Z an> énf(r - Sn)
n k n k
= 07
implicando que

Jmic(r,t)) =~ J(r,t) +cV X (Mce(r, t))

Z Z QenSkn f(r —85) — Z Z QenSnSkn + Vf(r —sp).
n  k n k



A derivada temporal parcial da polarizacao é dada por

OP(r,t) 0 ‘
ot = §<szc(r7t)>

= % Z Z qknsknf(r - Sn)
n k
OSkn
+ ; ; qknskn%f(r - Sn)
= Z Z qknéknf(r - Sn)
n k
- Z Z Qk,nsk’nén * Vf(r - Sn)
n k

e, dessa forma,

Z Z anéknf(r - Sn) = 8P({(;;’ t) + Z Z ansknén ° Vf(r - Sn)'
n k n k

Portanto,
(Tmic(r, 1)) ~ J(r,t) +cV X (Mpic(r, 1)) + an;,t)
+ Z Z dkn [Sknén ° Vf(r - Sn) - é’ﬂsk” : Vf(r o Sn)]
n k
= J(r,t) + ¢V X (Mpc(r,t)) + aP({(;; 2
b ¥ X [k X 807 = 5)
n k
= J(I‘7 t) + cV X <Mmic(r7 t)> + aPé:; t)
+ VX [ZZanskn X 8, f(r— Sn)] )
n k
ou seja,

47

4 P
— (Tmie(r, 1)) =~ %J(r7t)+4jm

c ot
+ 47V X [(Mmic(r, t)) + %Z Zq;ms;m X 8, f(r — sn)] .
n k



Comparemos os termos entre colchetes:

<Mmic(r; t)> + ; ; QknSkn X é?nf(r - Sn) = ; mnf(r - Sn)
+ % Z Z GknSkn X Snf(r - Sn)
n k

= QLC Z Z GinSkn X éknf(r - Sn)
n k

+ % (Zﬂ: Zk: QknSkn X én) f(I‘ - Sn)~

Vamos supor também que o material ndo esteja em movimento, de forma que as velocidades das moléculas, §,, sejam
muito menores, em valor absoluto médio, do que as velocidades das cargas em cada molécula, Si,, também em valor
absoluto médio. Com isso, podemos desprezar o segundo termo da equagao acima e escrever

4 4 47 OP(r,t)
—_— <me(r, t)> ~ ?J(r,t) + ? o1

c
47V X (Mypie(r, 1)) .

A equagdo de Ampére-Maxwell, entdo, em média espacial, fica

4 1 3Emic(r,t)
Bmic )t = Jmic )t N\ &, />
(9 X Bl t)) = 2 @l 0) 4 (P20
isto é,
4 47 OP(r,t)
B(r,t) = —J(r,t)+ —
VxBr) = I+
1 0E
+ 4TV X (Mopie(r, 1)) + 7¥,
ou ainda,
4
V X [B(r,t) — 47 M ppic(r,t))] = ?J(r,t)
10
+ Ea[E(r,t)+47rP(r,t)].
Definindo
M(r,t) = (Mpyc(r,t)),
H(r,t) = B(r,t) —47M(r,t)
e reconhecendo o campo deslocamento elétrico
D(r,t) E(r,t) + 47P(r,t),
obtemos
A 10D(r,t)
V x H(r,t) = ?J(nt)—i-g %

que é a equacao de Ampére-Maxwell macroscopica.



